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“Notation is everything”

CHARLES F. VAN LOAN

Prefacio

Aunque muchos perciben las matematicas como una bateria de procedimientos mecénicos para resolver
problemas tipo, en realidad las matemaéticas son un lenguaje. La principal intencién de este curso es que el
estudiante lo perciba y juegue con las reglas de dicho lenguaje.

También es frecuente escuchar que “las matemadaticas estdn en todas las cosas”. Yo discrepo. Creo que las
matematicas son algo al margen de la realidad material del mundo, y comparto la frase de Eduardo Séenz
de Cabezén de que “las matemdticas son el lenguaje en el que nosotros leemos el mundo” (en su charla
“Las matemadticas nos hacen més libres y menos manipulables”; minuto 6:40). Es decir, son el lenguaje que
usamos para describir la realidad. A las descripciones matematicas del mundo las llamamos modelos. .. y
cuando nos “ponemos estupendos” incluso las denominamos modelos cientificos. Las matematicas nos sirven
para expresar ideas y describir relaciones, pero no necesariamente relacionadas con el mundo real. Por eso
considero que las matematicas son algo distinto al mundo material que denominamos “realidad”.

Las matematicas son un lenguaje formal. Consisten en un conjunto de simbolos y unas reglas para su ma-
nipulacién. Asi es como entiendo la cita de Charles F. Van Loan “Notation is everything”. Las matematicas
son notacién. No obstante, solemos dar una interpretacién subjetiva a dicha notacion. Las interpretaciones
nos dotan de un esquema mental que nos ayuda a pensar, y por eso son importantes. Pero las interpretaciones
corresponden a un nivel distinto. De hecho, una misma notaciéon puede tener interpretaciones alternativas.
Por ejemplo, utilizamos el Teorema de Pitagoras cuando trabajamos con distancias euclideas, con ntimeros
complejos, al deducir algunas identidades trigonométricas, al analizar senales o series temporales, para tener
una interpretacién geométrica de la media y la desviacion tipica, etc... y en todos estos ejemplos el forma-
lismo del Teorema de Pitagoras es el mismo. El formalismo es el pilar sobre el que se apoyan las distintas
interpretaciones. Asi pues, las matematicas son un conjunto de simbolos y unas reglas de uso para dichos
simbolos. En matemdticas LA NOTACION LO ES TODO.

Fiel a este espiritu, presto especial importancia a la notacién y al juego de manipulaciéon de simbolos.
También muestro algunas interpretaciones geométrias, como la representaciéon grafica de un vector o la
proyeccion de un vector sobre un subespacio, pero el peso recaerd en la manipulacion de los simbolos, y
no tanto en la interpretacién. Asi pues, he tenido un especial cuidado en elegir una notacién que evite la
ambigiiedad! y que facilite el operar con ella (por ejemplo, explotando la asociatividad lograremos expresiones
més simples). Ello me ha empujado a seguir algunas reglas de notacién que no son estandar. Espero que
la claridad y consistencia de la notacién propuesta compense el coste de haberme alejado de la notacién
habitual en algunos aspectos.

La potencia de la notacién como lenguaje se demuestra en su implementacién como médulo de Python.

jQué mejor muestra de que las matemdticas son un lenguaje, que usar dicho lenguaje con un
PC para “ensenar” al PC a resolver problemas matemdticos y que todo funcione como se espera!

El m6dulo NAcAL es una implementacién literal de la notacién empleada en el libro. Asi se puede verificar
que siguiendo las reglas de reescritura podemos lograr que el ordenador sea capaz de operar con vectores,
matrices, resolver sistemas de ecuaciones, diagonalizar matrices, calcular determinantes, etc.

Ipor ejemplo, hay una nitida distincién entre vectores y matrices... aqui no encontrara jla “transpuesta” de ningtin vector!


https://www.google.com/search?q=video" target="Las matemáticas nos hacen más libres y menos manipulables"
https://www.youtube.com/watch?v=BbA5dpS4CcI&t=377s
https://github.com/mbujosab/nacallib

El médulo se instala ejecutando® pip install nacal. También puede descargar el cédigo fuente y la
documentacién desde

https://github.com/mbujosab/nacallib
Pero incluso sin instalar nada, puede usar el médulo si abre los Notebooks de Jupyter en su navegador:
https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacal- Jupyter- Notebooks/master
Aprenderd mucho si experimenta con el ordenador. No se desanime si le cuesta un poco al principio.
Otros aspectos del libro

Todos los resultados estdn demostrados®. Muchas de las demostraciones son tan sencillas que estin pro-
puestas como ejercicios (frecuentemente se ofrecen pistas que indican los pasos necesarios en la demostracién);
consecuentemente dichas demostraciones aparecen en la seccién de soluciones a los ejercicios*. El propésito
es doble: por una parte se aligera el texto, y por otra permite al estudiante demostrar los resultados por su
cuenta (sin tener la solucién a la vista).

El curso gira en torno al Método de Eliminacién y las transformaciones elementales. Hay numerosos
libros de texto y manuales que siguen este modelo; por ejemplo Cullen (1972); Larson et al. (2004); Lay
(2007); Poole (2004); Strang (2007, 2003), o el libro de problemas Arvesi Carballo et al. (2005). Pero este
texto presenta una diferencia “operativa” respecto a los anteriores manuales. Por ejemplo, el Profesor Strang
indica que “el sistema de ecuaciones Ax = b tiene solucion si el vector b es una combinacion lineal de las
columnas de A ”, pero aplica el método de eliminacién gaussiana operando con las filas, por lo que realmente
acaba resolviendo un sistema distinto aunque equivalente a Ax = b. De hecho es asi como se hace en casi
todos los manuales de Algebra Lineal. Sin embargo aqui se emplea el método de eliminacién por columnas,
operando en el espacio columna de A para encontrar las combinaciones de las columnas que son iguales a b.
Es més, con un unico algoritmo (la eliminacién por columnas y sin necesidad de la sustitucién hacia atras)
calcularemos casi todo (la inversa de una matriz, el conjunto de soluciones a un sistema de ecuaciones lineales,
realizaremos operaciones con subespacios de R", calcularemos determinantes, etc.). Tan solo al diagonalizar
necesitaremos la eliminacién por filas (y también por columnas. .. jambas transformaciones a la vez!).

Mi experiencia es que los estudiantes de economia no suelen tener una especial afinidad por las matema-
ticas. Y en aquellos casos en que se sienten a gusto con ellas, es porque conocen una serie de algoritmos que
les dan seguridad, pues es reconfortante saber que si se siguen los pasos correctamente se llega a la solucién
de ciertos problemas. Apoyandome en esto, la exposicién de este libro es fundamentalmente algoritmica.’
Tirando del hilo de los algoritmos irdn surgiendo distintas estructuras conceptuales, cuya generalizacién
permitird reconsiderar lo ya visto, pero con un mayor grado de abstraccién. No obstante, si uno analiza las
demostraciones con perspectiva, se evidencia que de nuevo todo acaba reduciéndose a unas reglas precisas
en la manipulacién de unos simbolos ( “La notacién lo es todo”).

Pero limitarse a la parte algoritmica dejaria fuera cuestiones mas abstractas que son importantes. Por
ello he incluido al final de ciertas lecciones una seccién de “Generalizaciones o visiones alternativas (¥)”.
Estas secciones se pueden omitir sin perder el hilo del libro (aunque espero que puedan servir como referencia
cuando el alumno se encuentre con otros escenarios distintos a R™ en futuras asignaturas).

Algunas lecciones disponen de un apéndice cuya lectura no se debe pasar por alto; aunque en algunos
casos se puede posponer. Por ejemplo, los apéndices de las lecciones 3 y 4 contienen material prescindible
para dichas lecciones, pero no para lecciones posteriores. Por el contrario, el apéndice de la Leccién 6 contiene
material imprescindible para esa misma la leccion.

2Previamente debe tener instalado Python 3 en su PC.

3salvo algunas propiedades de los niimeros reales y el Teorema Fundamental del Algebra cuya demostracién estd fuera del
alcance de este curso.

4Si est4 usando la versién en pdf, sepa que la numeracién de los ejercicios es también un enlace que lleva a la solucién; y que
al final de cada solucién hay un cuadrado que es un enlace al correspondiente enunciado.

5El desarrollo en paralelo del médulo NAcAL para Python me ha ayudado en este sentido.
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Instrucciones para los alumnos

Antes y durante las clases en el aula. Este libro esta dividido en lecciones. Para poder aprovechar
adecuadamente las clases recibidas en el aula es IMPRESCINDIBLE leer con antelacion la leccién corres-
pondiente. El profesor puede dar por supuesto que usted asi lo ha hecho.

En clase se dara una exposicién general de lo que aparece en este libro; los detalles de cada leccién deben
ser preparados por el alumno estudiando las secciones correspondientes.

Recuerde que usted debe haber leido la leccion correspondiente antes de cada clase.

Para ayudar a tener una idea general de cada leccién, hay un resumen por lecciéon en el Apéndice A.
(por hacer). También hay unas transparencias que sirven de apoyo al profesor en sus clases (junto con un
resumen previo de cada leccién (por hacer). Le puede venir bien llevarlas a clase para no tomar tantos
apuntes.

El tiempo dedicado a resolver problemas en clase es un buen momento para resolver dudas con su profesor.

También me gustaria acompaifiar las lecciones con videos (por hacer)... aunque no creo que nunca
puedan ser tan buenos como los de Grant Sanderson de su canal 3bluelbrown.

Al estudiar recuerde que el esfuerzo y estudio individual (o en tdndem) son imprescindibles; limitarse a
atender las explicaciones en clase no es en modo alguno suficiente.

Al final del libro encontrara las soluciones a los problemas, pero no debe mirarlas hasta que haya dado
con “su” solucion. Consultar la solucién de otro sin haber resuelto el ejercicio por cuenta propia sirve de
muy poco cuando se estudia. Recuerde que el aprendizaje es una tarea activa, es decir, usted debe
encontrar la solucién activamente, y no consultar la solucién de otro (la mia en particular).

Instrucciones para los profesores

Este libro se acompana de unas transparencias para proyectar en clase. Son las que yo uso, y las acom-
pafio de un resumen para orientar a quien quiera usarlas en clase (afiadir direccién de fichero con las
transparencias)
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Parte 1

Algebra Matricial






LECCION 1

Operaciones con vectores y operaciones con matrices

En matemaéticas cada objeto tiene su definicién. Comencemos con uno que usaremos mucho:

Definicién 1.1. Un sistema' es una lista ordenada de objetos®.

Dos sistemas son distintos si las listas son diferentes, asi los siguientes sistemas de ntimeros son diferentes:
L2 L)L 3] L] L %] L L]#[2 L5155 2]

Fijese que un sistema no es un conjunto (o coleccién de objetos). En un conjunto no hay orden en la dispo-

sicién de sus elementos. De hecho, si todo elemento del conjunto A estd en el conjunto B, y todo elemento

del conjunto B estd en el conjunto A, se dice que los conjuntos A y B son iguales; por tanto los siguientes
conjuntos son iguales:

(1,2, 1} ={1, 2} ={2, 1} ={2, 1, 2} ={2, 1, 1} = {2, 1, 1, 1, 1, 2}.

Distinguimos conjuntos y sistemas del siguiente modo: por una parte encerramos los elementos de un conjunto
entre llaves, separados por comas; mientras que los elementos de la lista correspondiente a un sistema genérico
se encierran entre corchetes, y cada elemento estd seguido de un “punto y coma”.

En este curso trataremos con dos importantes tipos de sistemas (listas ordenadas): los vectores de R™
(listas de nimeros) y las matrices (listas de vectores de R™).

1.1. Vectores de R"

Denotamos por R al conjunto de nidmeros reales (por ejemplo los ntmeros 7, I—f’, V2, 6 —m). A los
numeros reales también los llamaremos escalares.

Definicién 1.2. Liamamos vector de R™ a un sistema (o lista ordenada) de n nidmeros reales.

El simbolo “R” nos indica que el sistema estd compuesto por niimeros reales, y el superindice “n” nos
indica la cantidad de componentes que hay en la lista.

Recuerde que los sistemas estan ordenados, es decir, identificamos las componentes por su posicion: hay
una primera componente, una segunda componente, etc. La forma de escribir la lista no es importante
siempre que el orden de las componentes quede claro (es decir, siempre que quede claro quien es la primera
componente, quien la segunda, etc.). Por eso podemos escribir el mismo vector tanto en horizontal como en

vertical:
T

-1
0
1

(7, =1, 0,1,) 6

Ambas son representaciones del vector de R* cuya primera componente es 7, la segunda —1, la tercera 0 y
la cuarta 1.

1Una definicién més formal aparecers en la pagina 88
2con “objeto” siempre nos referiremos a objetos matemdticos, es decir, ntimeros, funciones, ecuaciones, variables, etc.
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Notacién. Aunque los vectores de R™ son sistemas, nosotros usaremos una notacién especifica con ellos®:
escribiremos cada vector como una lista de ntimeros entre paréntesis (con sus elementos seguidos por comas
cuando lo escribamos en horizontal).

Denotaremos los vectores de R™ con letras mintisculas en negrita cursiva: a, b, ¢, etc. Y nos referiremos
a los componentes genéricos de un vector con la misma letra con la que denotamos al vector completo (pero
en cursiva y con un subindice que indica la posicién del componente dentro del vector). Por ejemplo:

a = (ala az, az, aq, as, CL6,) )

es un vector de 6 componentes, y cuyo tercer componente es asg. Para indicar que el segundo componente de
b= (0, 4, 6,) es un cuatro, escribimos by, = 4.

Decimos que dos vectores & e y de R™ son iguales si lo son sus correspondientes listas ordenadas de
componentes, es decir, si y solosi: x; =y; para i=1:n (i.e. sison iguales componente a componente). °

Por ejemplo, con los ntiimeros 5, 10, 15 y 20, podemos denotar dos vectores distintos del siguiente modo:

x=(20, 10, 15, 5) y z=(5 20, 15, 10,).

Tenga en cuenta que dos vectores son iguales solo cuando lo son sus respectivas listas. Por eso los vectores
x y z NO son iguales.

El operador selector de componentes “ | ”. Para homogeneizar la notacién que emplearemos con
vectores y matrices, también denotaremos la i-ésima componente de a anadiendo un subindice en el que

aparece el simbolo “|” junto al indice de la componente: a|;- De esta manera indicamos que el operador
selector “|” actia sobre el vector que estd a su izquierda para seleccionar la componente i-ésima. Asi, las
siguientes formas de denotar la tercera componente de b son equivalentes:

b|3 = b3.

Durante el curso usaremos el médulo NAcAL para Python. Asi podremos experimentar en el ordenador
con los objetos y procedimientos que vayamos viendo a lo largo de este curso de Algebra Lineal. El médulo
es una transcripcion literal de los objetos y procedimientos que veremos en el libro.

Uso de NAcAL

El primer paso para usar el médulo es importar el médulo en memoria

[Libreria NACAL para Python]
from nacal import * # <mportamos el médulo en memoria ‘

Una vez importado el médulo, tecleando Vector( [0, 4, 6] ) en un terminal obtenemos:

terminal de Python

>>> from nacal import *

>>> b = Vector( [0, 4, 6] ) # Vector b cuya lista de componentes es 0, 4 y 6
>>> b

Vector ([0, 4, 6])

3si usdramos la notacién genérica de sistema, deberfamos escribir [ﬂ; —1; 0; 1;] (una lista entre corchetes con sus elementos

seguidos por puntos y comas como en los ejemplos dados tras la Definicién 1.1)
4Asi (2,) es un wector de R! (decir, una lista con un tinico elemento) y (2) es un mimero entre paréntesis.

5Si n < m € N denotamos con “n : m” la secuencia n,n + 1,...,m, es decir, la lista ordenada de niimeros naturales que van
denam: [k € N|n<k<m] Asi, coni=1:n indicamos que el indice ¢ recorre la sucesién de enteros que va de 1 a n, es
decir 1,2,...,n. Cuando el primer {ndice, n, sea mayor que el segundo, m, entenderemos que “n : m” es una lista vacfa: [ ].
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donde el resultado aparece en gris en el anterior recuadro de terminal de Python; y si ejecutamos el codigo
en un Notebook de Jupyter obtenemos:

S

Para obtener el tercer componente de b tecleamos:

bl3

[Libreria NACAL para Python] ‘

y tanto en un terminal de Python como en un Notebook de Jupyter obtendremos el nimero 6:

Hemos definido un vector de R™ como un sistema de n niimeros reales. Al encerrar una lista de ntimeros
entre paréntesis denotamos un vector (cuyas componentes son los nimeros encerrados en el orden en el
que aparecen en la lista dentro del paréntesis). Por ejemplo

a=(1,4,9, 2).

Lnln

Para seleccionar una componente de la lista usamos el operador
queremos seleccionar. Por ejemplo, la tercera componente de a es:

y el indice de la componente que

a3 =az3=9.

1.1.1. Definiciones de algunos vectores especiales

Definicién 1.3. Llamamos vector nulo (o vector cero) de R™ al vector cuyas n componentes son cero, y lo
denotamos con 0. Por ejemplo, los vectores nulos de R', R?, de R® y de R® son respectivamente:

0 0
(Oa) ) (O) ) 0 ) (05 Oa Oa 07 07) .

0

iNétese que estos cuatro vectores nulos no son iguales, pues no tienen el mismo niimero de componentes
(y por tanto sus correspondientes listas ordenadas no son iguales)!%

[Libreria NACAL para Python]
vo( 3 ) # vector nulo de tres componentes ‘

0
0
0

Definicién 1.4. Sea el vector a. Llamamos vector opuesto de a al vector —a, que es el vector cuyos

componentes son los opuestos de los de a; es decir ( — a)li = —(a|i). Por ejemplo:
a —ax

sia = : , entonces —a = : ;ysic= (1, -3, \/5,), entonces —c = (— 1, 3m, —\/5,).
an, —0Qnp

Snétese la coma en (D,) que es el vector nulo de R, en contraste con (0) que es el niimero cero entre paréntesis.
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-b # vector opuesto de b

[Libreria NACAL para Python] ‘

—4
—6

1.2. Sumas de vectores y productos de vectores por escalares

Definicién 1.5 (suma de vectores). La suma, a + b, de dos vectores a y b de R™ es el vector de R™ cuya
componente i-ésima es la suma de las componentes a|; y by;. Es decir, sumamos componente a componente:

(@ +b), =a;+by para i=1:n.
Por tanto:
ax by ar + by
atb={ i |+ |= ¢ |
an b a, + b,
que también podriamos haber escrito de manera horizontal: a + b = ((a1 +b1)y...,(an+ bn),) .

Observacién. Nétese que el operador “ |i 7 es distributivo” para la suma: (a + b)|z’ =a); + b);.

Definicién 1.6 (producto de un vector por un escalar). El producto, Ab, de un vector b de R™ por un escalar
A es el vector de R" en el que cada componente i-ésima es el producto de A por b);. Es decir, multiplicamos
cada componente de b por \:

()\b) = )\(b“) para i =1:n.

|4

Al vector Ab lo denominamos miltiplo (o maltiplo escalar) de b.
Por tanto
b1 Aby
Ab = A : =1 : 1;
b, Aby,

multiplo que también podriamos haber escrito horizontalmente: Ab = A (bl, e ,bn,) = (/\bl, cee )\bn,) .

Observacién. El operador “|” es asociativo® para el producto por escalares: (/\b)h‘ = A(by;). Fijese como
la regién cubierta por el paréntesis se desplaza... en un lado del la igualdad “\” estd dentro del paréntesis
e “ |i 7 fuera, y al otro lado de la igualdad ocurre lo contrario. Por tanto, con el producto por escalares

podemos escribir sencillamente Ab); (es decir, no necesitamos los paréntesis?’).

Definicién 1.7 (Operador lineal). Un operador distributivo respecto de la suma y asociativo respecto al
producto por escalares se dice que es lineal.

Asf pues, el operador “|i” (que selecciona el componente iésimo de un vector) es un operador lineal.

7de manera similar a la propiedad distributiva en la suma (a + b)x = ax + bx.
8de manera similar a la propiedad asociativa del producto de escalares: (ab)c = a(bc).
9de manera similar a cuando escribimos el producto de tres escalares: abe.
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La definicién de las operaciones de suma de vectores y producto de un vector por un escalar convierten al
operador “ |i 7 en un operador lineal; es decir, distributivo respecto a la suma:

(U, + b)lZ = CL'i + bll
y asociativo respecto al producto por escalares:

(06),, = Aby)-

Observacion. La expresion 2b significa multiplicar el vector por 2, es decir
2b = 2-b

donde “-” indica la operacién producto. Estamos acostumbrados a omitir el simbolo de la operaciéon producto
(con ello logramos expresiones més compactas), y no nos genera ningtn problema la ausencia del simbolo de
la operacién producto. Sin embargo Python no funciona como un humano. El intérprete de Python requiere
“explicitamente” el sfmbolo de la operacién producto (en su caso el asterisco “*”):

[Libreria NACAL para Python]

2xb # multiplica el Vector b por 2 (también podemos escribir b*2 )

0
8
12

A la operacién de multiplicar un vector por un nimero también se la denomina “escalar el vector” (...
es decir, cambiarlo de escala: piense que si tiene un vector con datos de salarios en miles de euros, expresar
esos datos en euros es escalar los datos, y se logra multiplicando por 1000).

Observacion. El intérprete de Python tiene establecidas una serie de precedencias entre operadores. En el
siguiente cuadro de operadores, los de arriba preceden a (se ejecutan antes que) los de abajo:

Precedencia en las operaciones

Simbolo en Python | Operacién asociada en NAcAL
O, 00, {3

*ok exponenciacién

~A transposicion

* / multiplicacién, divisién,
, = suma, resta

& transformacién elemental
| selector

Cuadro 1.1: Precedencia de operadores en Python (més detalles en aqui, en las secciones 6.16 Orden de
evaluacion y 6.17 Prioridad de operador)

Como la precedencia no es facil de recordar, por claridad en el cédigo (y para asegurar que realizamos
las operaciones en el orden deseado) es recomendable usar los paréntesis en Python.

EJERCICIO 1. ;Cémo evalia el médulo NAcAL las siguientes expresiones: (3*b) |2 ; 3*(b|2) y 3*b|27

EJERCICIO 2. ;Qué falla en la expresion b+b|27
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1.2.1. Propiedades de la suma y del producto por un escalar

15 | Explotando las propiedades de la notacién (junto con algunas propiedades de los nimeros reales) vamos
a demostrar ocho propiedades que verifican la suma de vectores y el producto de un vector por un escalar
(Proposicién 1.2.1). (ocho propiedades que nos permitirdn definir el espacio vectorial R™ en el Tema 2).

Para empezar recordemos algunas propiedades (jno todas!) de los niimeros reales que seguro que conoce y
que usted ha manejado desde la escuela. ..

Recordatorio de algunas propiedades del conjunto de numeros reales

Sean a, b y ¢ nimeros reales. Entonces:

l.a+b=b+a. 5. ab = ba.
2.a+(b+c)=(a+b)+ec 6. a(b+c) = ab+ ac.
3. a+0=a. 7. a(bec) = (ab)c.

4. a+ (—a) =0. 8. la=a

La cuestién que queremos abordar ahora es: jtambién se verificaran estas propiedades cuando operamos

con vectores? En concreto, hagdmonos las siguientes ocho preguntas (puede investigar con el médulo NAcAL):
1. ;Es verdad que
1 4 4 1
21+ 151 =1|51+(2]7
3 6 6 3

. Es cierto solo para los nimeros del ejemplo? o jes una regla general para cualquier par de vectores?

() () 6) )= (G 6) )+ ()

El paréntesis significa que primero hay que hacer la suma dentro del paréntesis, y al vector resultante
sumarle el vector de fuera.

2. ;Es verdad que

. Es cierto solo para los niimeros del ejemplo? o jes una regla general para cualquier trio de vectores?

3. (Es verdad que
4 0 4
5/4+10]=15]7
6 0 6
[ Es cierto solo para los vectores del ejemplo? o ;es una regla general para cualquier par de vectores?

4. ;Es verdad que

4 —4 0
514+ (-5 =107
6 —6 0

. Es cierto solo para los vectores del ejemplo? o ;jes una regla general para cualquier par de vectores?

() +6) ) 2 () ()

(recuerde que primero se realizan las operaciones de dentro del paréntesis) {Es una regla general para
cualquier par de vectores? ;Y si cambiamos el escalar 2 por otro niimero?

5. (Es verdad que
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6. ;Es verdad que

1 1 1
2+3) (2| =2[2]+3([2]"
3 3 3

(recuerde que primero se realizan las operaciones de dentro del paréntesis) ;Es una regla general para
cualquier par de vectores? ;y si cambiamos los escalares 2 y 3 por otros ntimeros?

(s) -y

(recuerde, primero las operaciones dentro de los paréntesis). Higase las mismas preguntas de arriba.

7. (Es verdad que

8. (Es verdad que sia =1

. Es cierto solo para el escalar a = 17

En el EJERCICIO 3 se le pide que demuestre las ocho propiedades que acabamos de revisar'®. Su solucién
aparece al final del libro jpero usted debe resolverlo por su cuenta y sin mirar! Si “cotillea” previamente la
solucidn, el ejercicio le servira de muy poco.

Para resolver el ejercicio inicamente necesita aplicar las reglas de notacion vistas méas arriba (definiciones
de suma y producto por escalares de la Pagina 6); y cuando tenga que operar con los componentes de los
vectores (que son nimeros reales) aplique la propiedad de las operaciones entre niimeros reales que necesite
(de entre las del recordatorio de la Pdgina 8).

EJercicio 3. Demuestre las propiedades de la siguiente proposicién:

Proposicién 1.2.1 (Propiedades de las operaciones entre vectores). Para cualesquiera vectores a, b y ¢ con
el mismo nimero de componentes, y para cualesquiera escalares (nidmeros) X y n, se verifican las siguientes
ocho propiedades:

l.a+b=b+a. 5. AMa +b) = Ala + \b.
2.a+(b+c)=(a+b)+c. 6. (A+n)a =Xa+na.
3. 0+a=a. 7. X(na) = (An)a.

4. a+(—a)=0. 8. la = a.

Pista. Dispone de dos estrategias. La primera se asemeja a la forma de operar mostrada en las ocho preguntas
de més arriba (por ello es posible que le parezca més sencilla). La segunda estrategia explota las propiedades
de linealidad del operador “|”. Es importante que se familiarice con este segundo modo de trabajar: es mas
abstracto pero mucho mas eficiente.

10Se le propone como ejercicio una jdemostracién! Las demostraciones son imprescindibles en matematicas. Es IMPOSIBLE
que adquiera una buena formacién matematica si no realiza las demostraciones. Solo se adquiere una verdadera comprensién al
realizar las demostraciones. Las que se le propondran en el curso o son muy sencillas (como las de este primer ejercicio) o son
“casi” una repeticion de otras ya vistas, o las pistas que se le dan describen los pasos necesarios para dar con la demostracién.

Aunque las demostraciones son sencillas es posible que le cuesten (quizé sea la primera vez que intenta demostrar algo... y
la primera vez suele resultar dificil). No se desanime; es importante lograr demostrar proposiciones sencillas (cuando acabe el
curso se dard cuenta de que ha aprendido mucho con ello).



» Estrategia 1. Como estas propiedades provienen de los escalares (los niimeros reales), la estrategia
es operar con las componentes dentro de los vectores. Puede escribir sus vectores o como filas o como
columnas (en ambos casos la demostracién es idéntica).

Estrategia 2. Recuerde que dos vectores v y w son iguales si son idénticos componente a componente:
v|; = w|;. Use las propiedades del operador “ |¢ 7 siempre que pueda; es decir, tenga en cuenta que
son intercambiables las expresiones:

s (a+b); v a;+tby (propiedad distributiva de “ |i 7).
. ()‘a)h‘ y )\(a”) (propiedad asociativa de “ |i 7).

Ademds recuerde que a);, bj; y ¢|; son ntimeros reales; por tanto, puede usar las propiedades de las
operaciones entre niimeros reales del mismo modo que en la primera estrategia.

Nota 1. FEstas ocho propiedades nos permitirdn definir el espacio vectorial R™ en el Tema 2.

1.3. Vectores como representacion de datos

Como los vectores son un un sistema de niimeros, podemos interpretar cada componente en funcién de la
posicién que ocupa. Por ejemplo, imagine que tiene datos del afio 2003 sobre la tasa de crecimiento interanual
del PIB de cinco paises: Espafia (1), Francia (2), Alemania (3), R. Unido (4) y EEUU (5); entonces podemos
interpretar los distintos componentes del siguiente vector en funcién de su posicién en la lista:

2.9
0.9
datos(2003) = | —0.2
2.5
1.8

Puesto que el ntimero 1.8 estd en la quinta posicién, sabemos que corresponde al quinto pais, y por tanto
sabemos que EEUU creci6 a una tasa del 1.8 % en el afio 2003'!. ;Qué pais no crecié en el afio 2003?

En algunos manuales verd una interpretacion de los vectores como segmentos con norma y direccion.
Esta es una interpretacion frecuente en aplicaciones fisicas, pero poco natural para los economistas. Para un
economista la interpretacion mds natural es que los componentes de los vectores de R™ son datos (precios,
cantidades, nimero de parados, tasa de inflacion, etc.) y la posicién de cada componente indica a quien
corresponde el dato (como en el ejemplo anterior). Esta serd la interpretacion que use en la asignatura de
Econometria dentro de un par de cursos.

Ahora pasamos a definir las matrices como un sistema de n vectores de R™ (es decir, una lista ordenada
de n vectores de R™). La siguiente introduccién asi lo ilustra.

1.4. Matrices de R"*"

Imagine que ademas tiene datos anuales de los cinco paises de arriba durante el periodo: 2003 a 2006.

2.9 3.1 3.3 3.3
0.9 2.0 1.6 2.0
datos(2003) = | —0.2 |, datos(2004) = | 1.1 |, datos(2005) = ]0.7|, datos(2006) = |0.9
2.5 3.2 1.9 1.5
1.8 3.1 3.7 3.5

Hfuente: Informe ICAE sobre la economia espaiiola (Octubre 2006). Instituto Complutense de Andlisis Econémico.
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Podemos escribir todos los datos juntos y dar al resultado el nombre de PIB. Asi tendremos recogidos
en PIB los datos de crecimiento de los cinco paises en los anos 2003-2006. Esto se logra con una matriz:

Llamamos matriz a una lista ordenada de vectores con el mismo nimero de componentes (... es decir
jun vector de vectores!). De esta manera podremos definir la matriz PIB como una sistema de vectores con
los datos de los cinco anos disponibles:

[datos(2003); datos(2004); datos(2005); datos(2006);] .

Ahora bien, como los vectores se pueden escribir tanto en vertical como en horizontal, esta escritura puede
arrojar una lista muy larga y visualmente dificil de leer:

[(2.9, 0.9, —0.2, 2.5, 1.8,); (3.1, 2.0, 1.1, 3.2, 3.1,); (3.3, 1.6, 0.7, 1.9, 3.7,); (3.3, 2.0, 0.9, 1.5, 3.5,) ;| .
Sabemos que las cuartas componentes de cada uno de los vectores dentro de la matriz corresponden al Reino
Unido. .. pero esta disposicién de los datos no es facil de leer '2. Para facilitar la lectura dispondremos los
datos segin el siguiente convenio: disponemos los datos referidos al afio 2003 en una primera columna, los

del afio 2004 en la segunda, los del afio 2005 en la tercera y los del ano 2006 en la cuarta. De ese modo se
obtiene el siguiente arreglo rectangular de los datos:

29 31 33 33
09 20 16 20
PIB=|-02 1.1 0.7 09
25 32 19 15
1.8 3.1 3.7 35

Asi cada columna corresponde a un ano distinto, y cada fila a un pais distinto... jMucho maés ficil de leer!
Definicién 1.8. Llamamos matriz de R™*™ a un sistema de n vectores de R™.

[a; b; ... v;} donde a,b,...v son n vectores de R™.
Cada uno de los vectores del sistema es una columna de la matriz.

Con las matrices usaremos indistintamente tanto la representacion genérica de los sistemas, como otra
que mantiene los corchetes pero omite los puntos y comas detras de cada columna:

[a b - v}.
Asi, seguiremos el siguiente convenio de notacién: encerrando un vector entre corchetes escribimos una
matriz con una tnica columna (matriz columna). Por ejemplo, si x = (17 5, 9,) , entonces

1

Encerrando entre corchetes una lista de vectores (todos con el mismo niimero de componentes), escribimos
la matriz cuyas columnas son dichos vectores en el orden en el que aparecen en la lista. Por ejemplo, si:

a = (17 07 37 07) ) f = (27 27 27 27) ) Yy 0= (07 07 Ou 07) )

encerrando “entre corchetes” algunos de estos vectores, creamos matrices cuyas columnas son los vectores de
la lista escritos en vertical:

1 2 0 2 1 2 0 2
0 2 0 2 0 2 0 2
{afﬂf}_3’2’0’2’_3202
0 2 0 2 0 2 0 2
12aunque un ordenador no tiene ningiin problema con esta representacioén, los humanos si lo tenemos. .. jimagine una lista de

8 vectores con 20 componentes cada uno. Algo similar ocurre si escribimos varios vectores en columna, unos debajo de otros.

11



Definicién 1.9. FEl orden de la matriz indica su midmero de filas y columnas, y estd compuesto por dos
nidmeros: el primero corresponde al nimero de filas (m) y el seqgundo al nimero de columnas (n). El orden
se suele expresar como “m x n” (y se lee “m porn”).

En el ejemplo con datos econémicos, el orden de la matriz PIB es 5 por 4. Nétese que siempre se indica
primero el nimero de filas y luego el de columnas. Frecuentemente expresaremos el orden de la matriz debajo
de su nombre; por ejemplo: PIB.

5x4

A cada ntmero dentro de la matriz lo denominamos componente (o elemento), y al igual que en el caso
de los vectores, identificamos los componentes de la matriz por la posicién que ocupan. De esta manera
podemos decir que el componente de PIB ubicado en la primera fila y segunda columna es 3.1.

Notacién. Denotamos las matrices de R™*"™ con letras maytsculas y en negrita: A, B, C; y a los com-
ponentes genéricos de la matriz con la misma letra con la que denotamos a la matriz completa, pero en
mintscula cursiva y con dos subindices que indican la posicién que ocupa el componente dentro de la matriz,
comenzando siempre por la fila, y luego por la columna (por tanto el componente a;; de A se encuentra en
la fila i-ésima y columna j-ésima). Otras formas que usaremos para denotar dicho componente son:

Q5 = elemij(A) = z|A|]

Por ejemplo, escribimos una matriz genérica A de orden 2 por 3 como:

ailp a2 ai
A= 3.
a1 ag2 G23

1 2 3
s=[5 % 7]

podemos afirmar que su orden es 2 X 3 y que su componente by es cero, y su componente 9 B3 es 7.

Y de la matriz

‘ terminal de Python ‘

>>> a = Vector( [1, 0] )

>>> b = Vector( [2,-1] )

>>> ¢ = Vector( [3, 7] )

>>> B = Matrix( [a, b, c] ) # Matriz cuye lista de vectores es a, b, c

>>> 2|B|3 # elemento de B situado en la segunda fila, segunda columna

Notese que usamos un solo indice para identificar las componentes de un vector «, pero que necesitamos dos
indices para identificar las componentes de una matriz A. Asi, cuando nos queremos referir a la componente
i-ésima del vector @ escribimos:

x; o x|
y cuando queremos referirnos al componente situado en la fila i-ésima y columna j-ésima de la matriz A:

elemij(A), o Qjj, 6 Z|A|J

Pero ;qué pasa si nos queremos referir a toda la fila i-ésima o toda la columna j-ésima de A7

1.4.1. Filas de una matriz

La fila i-ésima de A (de orden m x n) es el vector de R™ cuyos componentes son a;x, donde el indice k
recorre todas las columnas (kK =1:n) y que denotamos como:

fila, (A) = A = (ai,...,am,) €R"

(que por ser un vector de R™ se puede escribir tanto en horizontal como en vertical).
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El operador selector de filas: “i|”. Al escribir “i|” como subindice a la izquierda de la matriz seleccio-
namos la fila i-ésima de la matriz.

1
1 2
Por ejemplo, si B = [ 0 -1 i}, entonces B = (1, 2, 3,) =12
3
[Librerl’a NACAL para Python]
‘ 1|B # primera fila de B ‘

(1, 2, 3)

1.4.2. Columnas de una matriz

La columna j-ésima de A (de orden m x n) es el vector de R™ con componentes ay;, donde el indice k
recorre todas las filas (k = 1 : m). Denotaremos dicha columna como col; (A) o bien como A|;:

aij
colj (A) = A =| 1 | =(a,-am;) ERT,

am]‘

uesto que, por ser un vector de R™, se puede escribir tanto en horizontal como en vertical).
b )

”

El operador selector de columnas: “|;”. Al escribir “| j
seleccionamos la columna j-ésima de la matriz.

como subindice a la derecha de la matriz,

;oo |12 3] (2
Asi, si B—{O 1 7}, entonces B|2—<_1).

B|2 # segunda columna de B

[Libren’a NACAL para Python] ‘

.Y cémo escribir la submatriz de B de orden m x 1 cuya tnica columna es la j-ésima de B? Basta encerrar
entre “corchetes” dicha columna:
2
Bl = | % |

Matrix( [ B|2 ] ) # Matriz cuya unica columna es la segunda columna de B
2
-1

es un wvector (cuya lista contiene dos nimeros que se puede escribir en vertical u

[Libren’a NACAL para Python]

Notese que 1

2 . . . - .

1 | es una matriz cuya lista contiene una tnica columna. Por tanto son objetos
matematicos distintos (lista de ntimeros vs lista de vectores), y su escritura es facil de distinguir: los vectores
se encierran entre “paréntesis” y matrices entre “corchetes”.

horizontal), pero que [
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Asia = (1, 2, 3,) es un vector y A = [1 2 3] es una matriz (y por tanto son objetos distintos).'?

Con la notacién que hemos establecido podemos describir una matriz mediante sus columnas:

a1 ai12 N QA1n
aij
a21 ag9 N a9n
A =| . . . . = [AIU Ap; ... Ap;|; donde A=
mxn . . . .
lista de columnas Amj
aml Am2 ... (mn

Diremos que dos matrices del mismo orden son iguales si y solo si lo son sus correspondientes sistemas
de vectores, es decir: A =B siysolosi Aj; = Bj; para j=1:n (ie.sison iguales columna a columna).

1.4.3. Resumen de la notaciéon para seleccionar componentes, filas y columnas

Disponemos de varias alternativas para denotar tanto los componentes, como las filas y columnas de A .

nxm

Notaciones alternativas

Componente ij (escalar) | Fila i-ésima (vector de R™) | Columna j-ésima (vector de R™)

Qg5
i1AY iIA A
elem;; (A) fila; (A) col; (A)

En el ejemplo con datos econémicos, ;) PIB (primera fila) corresponde a los datos de Espafia y 5| P1B
(quita fila) a los de EEUU; y por otra parte, PIB|3 (tercera columna) corresponde a los datos del aio 2005.

13Nota para profesores de matemaéticas y/o lectores “puntillosos”. Tradicionalmente se sigue el siguiente convenio

R= R
R = R xR"’

Sin embargo, aqui sigo un convenio alternativo acorde con el funcionamiento interno de Python:

{RO = {0

Rl — R xR’

(donde @ denota al conjunto vacio). De tal manera que R! = R x {#} = {(«,0) | « € R}. Asf pasa en Python, y por ello
una tupla con un tdnico elemento se escribe con (a,). Nétese la coma detrds de la a (que se puede entender que separa el
primer elemento, a, del Gltimo, que es vacio). De este modo, la seleccién de los elementos sigue la siguiente funcién recursiva:
siv = (v1,w) € R?, donde w € R®~! entonces

(v1,w)|1 = U1
(v1,w)|k+1: wlk'
Por tanto, a = (17 2, 3,) es un sistema de tres nidmeros de R, y A = [1 2 3} es un sistema de tres vectores de R1, a

saber (1,), (2,)y (3,).
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La notacion de las matrices tiene paralelismos con la de los vectores; pero con importantes diferencias.

Una lista de vectores encerrada entre corchetes denota una matriz, cuyas columnas son los vectores de
la lista en el orden en el que aparecen en la lista dentro del corchete. Por ejemplo, si

a=(1,2), b=(1,0), e=(9 2); entonces A:[abc}:B 0 g}

Con las matrices NO hay la libertad para escribir horizontal o verticalmente la lista que hemos encerrado
(es una importante diferencia con los vectores).

Los subindices “i|” (por la izquierda) y “|5” (por la derecha) operan sobre la matriz, pero su compor-
tamiento es distinto. El subindice “i|” a la izquierda de la matriz selecciona la fila i-ésima y el subindice
“| 7”7 a la derecha selecciona la columna j-ésima (tanto las filas como las columnas son vectores):

As=(9, 2), HA=(2 0, 2).

Asf, Aj3 es un vector formado por las componentes de la tercera columna de A; pero; [A|3;} es una
matriz columna cuya tnica columna es igual que la tercera columna de A.

As=0 2)=(3) # [awl=3] # b 2.

Cuando se emplean dos subindices (uno por cada lado) se selecciona la componente situada en la fila
i-ésima (indicada por el indice de la izquierda) y columna j-ésima (indicada por el indice de la derecha)

1|A|3 = a13 = 9.

1.4.4. Extension de la notacion vectorial y reglas de reescritura.

Notese que ;A|; es la componente j-ésima de la fila 4, es decir (Z-|A)|j, pero también es la componente

i-ésima de la columna j, por lo que seria conveniente poder escribir i (Alj)v de manera que

1Ay =4 (Ay) = (4A));-
Para ello aceptaremos que el operador “|” también pueda operar por la izquierda de un vector. Asi
ija = ap; = a;.
Con esta flexibilizacién de la notacién, y puesto que tanto las filas como las columnas de una matriz son

vectores, cuando seleccionemos las componentes de A, nos dara igual operar dos veces por el mismo lado o
una vez por cada lado (ambas operaciones arrojan necesariamente el mismo resultado). Asi

i|(A|j) = (A|j)|i y (iIA)U —Jl (ilA)'

Para no perder la asociatividad de la notacién cuando “|” opera por la izquierda de los vectores, también
aceptaremos que los escalares aparezcan multiplicando por la derecha.!* Es decir, Ab = bA. Esto da lugar a
dos nuevas reglas de reescritura:

14Como en estas notas propongo una notacién propia, aqui aceptaremos una expresién como "a2”... jexpresién que nunca
aparece en los textos! El modo habitual de escribir dicho producto es ”2a” con "el coeficiente primero”. Aqui lo aceptaremos
para mantener la asociatividad por la izquierda, pero tenga en cuenta que no es una forma empleada habitualmente.
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Primera. - “podemos desplazar los paréntesis” para sacar un simbolo por un lado e introducir otro por el
otro lado:
(o), = A = (ab)r = N

Segunda. - “podemos intercambiar las posiciones del escalar y el selector” sacando uno de ellos fuera del
paréntesis y metiendo el otro:

B = N, v Ae) = ,00).

De hecho, puesto que las ocho expresiones de més arriba arrojan el mismo resultado (aunque el orden de
ejecucion de las operaciones difiera entre ellas) podemos omitir el paréntesis y escribir sencillamente Ab); o
también cualquiera de las siguientes reordenaciones Abj; = A\;1b = bj;A = ;b A.

No obstante a lo anterior, en las demostraciones siempre usaré expresiones con paréntesis (aunque sea
innecesario), ya que ayuda a identificar la propiedad empleada en cada paso de la demostracién.

Recuerde que en Python también es coveniente usar paréntesis para evitar errores y sorpresas.

EJERCICIO 4. {Como evalia el médulo NAcAL las siguientes expresiones? (Revise la Tabla 1.2 en la pagina 7)
(a) 3*b|1 (b) 3*11b (¢) 1%3|b
(d) 11px3
1.4.5. La transposicion
Encerrando a entre corchetes denotamos una matriz con una tnica columna; para denotar una matriz

cuya Unica unica fila es a necesitamos una operacién adicional: la transposicion, (T),...

Definicién 1.10 (Matriz transpuesta). Considere la matriz A de orden m por n, su matriz transpuesta,
que denotamos como AT, es la matriz de orden n x m cuyas m columnas son iguales a las m filas de A:

Por tanto, la transpuesta de A es la matriz n por m cuyas columnas son las filas de A escritas en

mxXmn

vertical, es decir,

AT A A
(1) 1 2 3 Lo
Ejemplo: A = | =AT=[1 0 5 1] B:[0 ] 7}:>BT: 2 -1
3 7
1
[Libreria NACAL para Python]
~B # Transpuesta de la matriz B ‘

1 0

2 -1

3 7

Escribimos las matrices columna (matrices con una Unica columna) poniendo un vector entre corchetes;
ahora podemos escribir matrices fila (matrices con una tnica fila) trasponiendo matrices columna.
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Asi [“A;]T es una matriz cuya tUnica fila es igual a la fila i-ésima de A; y si

B =]1 2 3]

1 2 3
B—[O 1 7], entonces

BT =[3 7]

[Libreria NACAL para Python]

~Matrix( [1|B] ) # Matriz cuya unica fila es la primera fila de B

[1 2 3]

[Libreria NACAL para Python]

~Matrix( [B|3] ) # Matriz cuya unica fila es la tercera columna de B

[3 7]

EJERrCICIO 5. Demuestre las siguientes propiedades elementales de la transposicion:
(a) La transposicién intercambia los indices de las componentes de la matriz: . (AT)I ;= Ak
(b) Si A entonces (AT)T = A.

mXmn

(c)Si A y1<i<nentonces A=, (AT).

mxn |

. . ,- T T T o : : i : : O & Q
1= | Pese a que las expresiones il (AT), (A )I ;Y i|(A )I ; solo tienen una interpretacién posible incluso si se
quitaran los paréntesis (puesto que la transposicion es una operacién sobre matrices y no sobre vectores)
siempre escribiré el paréntesis. Asi la notacién es mas clara.

Fijese ademads en las reglas de reescritura: “puedo transponer (o quitar la transpuesta) solo si ademds
cambio de lado los subindices” (fijese en su aplicacién en las demostraciones de las propiedades anteriores).

1.4.6. Definiciones de algunas matrices especiales

1= | Al igual que hicimos con los vectores, afiadiremos algunas definiciones relativas a las matrices. Preste

atencion al uso de la notacion.

Definicién 1.11. Llamamos matriz nula (o matriz cero) de orden m x n, 0, a la matriz cuyas n columnas
son vectores nulos de R™: 0); =0 € R™ para j=1:n.

MO(2,4) # matriz nula de orden 2 por 4
0 00 O
0 00 O

Definicién 1.12. Sea la matriz A. Llamamos matriz opuesta de A a la matriz —A, del mismo orden que A
y cuyas columnas son las de A multiplicadas por —1, es decir, (_A)Ij =—(A}))-

[Libreria NACAL para Python] ‘
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[Libreria NACAL para Python]
-B # matriz opuesta de B ‘

-1 -2 -3
0 1 -7
También daremos nombre a ciertas matrices en funciéon de la disposicién de sus componentes:

Definicién 1.13. Decimos que una matriz es cuadrada cuando tiene el mismo nidmero de filas que de
columnas. Es decir, una matriz cuadrada es de orden n X n.

Cuando tenemos una matriz cuadrada de orden m por n abreviamos y decimos sencillamente que es de
orden n. Asi, si decimos que una matriz es de orden n (y nada maés) estamos indicando que es cuadrada.

Definicién 1.14. A las matrices que no son cuadradas las denominamos rectangulares.
Recuerde: al expresar el orden de matrices rectangulares es necesario indicar el nimero de filas y columnas.
Definicién 1.15 (Matriz simétrica). Decimos que la matriz A es simétrica cuando A = AT.

Asi, Aj; = (AT) ; = jjA. Por tanto, toda matriz simétrica es cuadrada. Y puesto que la “columna”
J-ésima es igual a la “fila” j-ésima, las componentes i-ésimas de dichos vectores son iguales: ;A|; = ;|A|;.

Definicién 1.16. Decimos que una matriz es diagonal cuando todos los componentes fuera de la diagonal
principal son nulos, es decir, si dij =0 cuando 1 # j.

Por ejemplo

B0 0 fu 0 e 00 00
0 dyy -~ O 0 fao -~ 0 0 922

D=| . . s F=| . . .y G= : .
0 0 dmm 0 0 fmp 0 0O 0 - 0

Fijese que de las tres matrices diagonales, solo D es cuadrada. Tenga en cuenta ademas, que los componentes
de la diagonal principal pueden tomar cualquier valor. Asi pues, jtoda matriz nula 0 es diagonal! Ademas,
toda matriz diagonal y cuadrada es simétrica, ya que por una parte

0 (i#7) 0 (i#7).
ilDlj:{dﬂ (=g Yporotra DUy =yDu=y, 55 portanto DT=D.

Definicién 1.17. Liamamos matriz identidad (y la denotamos con ) a la matriz cuadrada y diagonal cuyas
componentes en la diagonal principal son unos, es decir

I CRGZY)
T G=a)

Por ejemplo, las matrices identidad de 6rdenes 2 y 1 son: | = [(1) g] ;1= [1] .
2X2 1x1

I(2) # matriz identidad de orden 2

o 1]

Nétese que las matrices identidad son simétricas (pues son cuadradas y diagonales).

[Libreria NACAL para Python] ‘
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1.5. Suma de matrices y producto de matrices por escalares

Definicién 1.18 (suma de matrices). Definimos la suma de dos matrices A y B, de orden m x n, como la
matriz, del mismo orden, cuya columna j-ésima es la suma de la columna j-ésima de A y la j-ésima de B:

(A+B).:A|j+B|j para j=1:n,

F]

es decir, A +B = [(All + B|1); (Aln + Bln)?} .

Definicién 1.19 (producto de una matriz por un escalar). Definimos el producto de una matriz A por un

mxXmn

escalar X como la matriz resultante de multiplicar las columnas de A por el escalar \:

(AA)

lj =/\(A|j) para j=1:n,

es decir, AA = [/\(A“); )\(A|n);].

Definicién 1.20. Para cualquier A decimos que MA es un multiplo de A.

De nuevo la definicién de las operaciones de suma y producto por un escalar convierten al operador “|;”
en un operador lineal; es decir, distributivo respecto a la suma de matrices

(A+B) :A|j+B|j

3
y asociativo respecto al producto de una matriz por un escalar

(AA)

i = )‘(Alj)'

1.5.1. Propiedades de la suma de matrices y del producto por un escalar

La suma de matrices y producto de matrices por escalares verifican propiedades analogas a las de la
Proposicién 1.2.1; y su demostracion es idéntica a la del Ejercicio 3. ..
EJeRrcICIO 6. Demuestre las propiedades de la siguiente proposicién.

Proposicién 1.5.1 (Propiedades de las operaciones entre matrices). Para cualesquiera matrices A, B y C
de idéntico orden y para cualesquiera escalares A y n, se verifica que:

I. A+B=B+A. 5. AMA+B)=)MA+)\B.
2.A+(B+C)=(A+B)+C. 6. (A+n)A =IA+nA.
3. 0+A=A. 7. A(nA) = (An)A.

4. A+(—A)=0. 8. 1A =A.

Pista. Emplee que el operador “|j” es distributivo para la suma de matrices y asociativo para el producto
por escalares. Use las propiedades de las operaciones con vectores de la Proposicion 1.2.1, pues A;, By; y
C|; son vectores de R".

Nota 2. Estas ocho propiedades (de manera similar a las ocho propiedades de las operaciones con vectores
de la Proposicion 1.2.1) nos permitiran definir en el Tema 2 el espacio vectorial de matrices R™*™.
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1.5.2. Operaciones componente a componente
La mayoria de manuales definen la suma y el producto por escalares componente a componente:

“la suma de dos matrices A y B, del mismo orden, es la matriz que resulta de sumar los
componentes de A a los componentes de B”.

“el producto de una matriz A por un escalar \: es la matriz resultante de multiplicar los
componentes de A por el escalar \”.

EJERCICIO 7. Demuestre que las definiciones 1.18 y 1.19 implican que las operaciones de suma y producto
por escalares se pueden calcular componente a componente:

i|(A+B)|j:i|A|j + 4By y i|()\A)|j=)\(i|A|j>; coni=1:m, y j=1:n.
Es decir,
_6111 a2 - Qln b11 bizg -+ bin
A+B= : : : +
_aml Am2 et Amn bml bm2 et bmn
[ (@11 +b11) (@12 +b12) - (ain +bin)
_(aml + bml) (amQ + bm2) et (amn + bmn)
Yy
a1 a2z - Qip Mai1)  Maiz) -+ AMan)
A=A =] .
Am1 Am?2 e Amn )\(aml) )\(am2) te )\(amn)

1.5.3. La transposicion es un operador lineal
Antes de operar por filas necesitamos demostrar las propiedades de linealidad de la transpuesta.'®

EJeErcICIO 8. Demuestre las siguientes proposiciones.
(a) Proposicién 1.5.2 (Transpuesta de un miltiplo). Sea A entonces ()\A)T = )\(AT).

mxXmn

(b) Proposicién 1.5.3 (Transpuesta de una suma). Sean A y B entonces (A + B)T =AT +BT.

mXn mxn

= I Asi pues, el operador transposicién es un operador lineal.

1.5.4. Operaciones fila a fila
Y ahora veamos las operaciones por filas:

EJERCICIO 9. Demuestre que las definiciones 1.18 y 1.19 implican que se puede operar “por filas”, es decir:

¢|(A+B) =;A +;B, v Z.l(A/\) = (ﬂA))\; donde A ydondei=1:m.

mxn

15De la transposicién ya solo nos falta demostrar que (AB)T = (BT)(AT), pero para ello antes tenemos que ver las definiciones
de producto de un vector por una matriz aB y producto de matrices AB.
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Por tanto el operador selector de filas, “i|”, es lineal; es decir, distributivo respecto a la suma de matrices
i(A+B)=;A+,B
y asociativo respecto al producto de una matriz por un escalar

JOA) =a(;a).

1.6. Extension de la notacién matricial y las reglas de reescritura

Si de nuevo aceptamos el producto de un escalar por el lado derecho, AN = AA; entonces logramos
unas reglas de reescritura similares a las que obtuvimos en el caso del los vectores.

Reglas de re-escritura: como el operador selector de filas es lineal, podemos

= “distribuir el operador” entre sumandos

(A+B),. =A;+B y (A+B)=,A+,B;

|5 il

s “desplazar los paréntesis” para sacar un simbolo por un lado e introducir otro por el otro lado:

(M), = AAp) y @)X = ,(AX).

Y ademés también podemos
= “intercambiar las posiciones del escalar y el selector” dentro y fuera del paréntesis:

A = (AN, v 08 = AGA).

5

Como las cuatro ultimas expresiones de la mitad izquierda del anterior recuadro arrojan el mismo resultado
(pese al distinto orden de ejecucién de las operaciones) podemos omitir el paréntesis y escribir AA Y
como las cuatro tltimas expresiones de la mitad derecha del recuadro arrojan el mismo resultado (pese al
distinto orden de ejecucién de operaciones) también podemos omitir el paréntesis y escribir  \;A. Por
motivos didacticos en las demostraciones siempre usaré los paréntesis para aclarar qué regla o propiedad se
aplica en cada paso, pero lo mas practico es omitirlos si no son necesarios (jesa es la ventaja de la notacién
asociativa!).!¢

La Proposicién 1.5.2 sobre la “transpuesta de un multiplo” (que volvemos a copiar como primer punto
del recuadro de més abajo) afiadida a permitir multiplicar por la derecha, AA = AA; nos dota de otra
regla de reescritura que nos permite intercambiar la posicién entre el escalar y el simbolo de trasposicion.

16Pero recuerde que dada la precedencia establecida en la ejecucién de las operaciones en Python, dicha ventaja desaparece
en el médulo NAcAL.
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Reglas de re-escritura: podemos

= “intercambiar las posiciones del escalar y el operador transposicion” dentro y fuera del paréntesis:

(AT)A = (AX)T.

Ademés, como el operador transposicién es lineal, también podemos

= “desplazar los paréntesis” para sacar un simbolo por un lado e introducir otro por el otro lado:

()\A)T = )\(AT) (v que podemos escribir sencillamente como AAT)

= “distribuir el operador” en una suma

(A+B)T =AT + BT

Hiperenlaces a los Notebooks de Jupyter en mybinder.org correspondientes a la leccién.
= Notebook Seccién 1.1
= Notebook Seccion 1.2
= Notebook Seccién 1.4
= Notebook Seccion 1.5
La url de acceso a todos los Notebooks de Jupyter en mybinder.org es:

» https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacal-jupyter-notebooks/master/
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LECCION 2

Combinaciones lineales

2.1. Producto punto (o producto escalar usual en R")
Antes de definir las combinaciones lineales, definamos el producto punto entre dos vectores de R™:
Definicién 2.1. El producto punto a - b (o producto escalar usual en R™) de dos vectores a y b es

n

a-b=ab +ashy +asbs+---+ayb, = Zaibi = Z a|;iby;.
i=1 i=1

Este producto serd muy importante en la segunda parte del curso para definir la ortogonalidad. Pero su
introduccién en este momento nos permitira dotar de propiedades muy potentes a la notaciéon del producto de
matrices con vectores, ademés de lograr demostraciones mucho méas “limpias” (pues en lugar de sumatorios
podremos usar productos punto) y con pasos méas sencillos (tan solo habrd que aplicar repetidamente la
linealidad tanto del producto punto como del operador selector).

[Libreria NACAL para Python]

a = Vector( (1, 2, 3, 4) )
b = Vector( (1,-1, 1,-1) )
a*xb # producto punto entre los vectores a y b

i |

Propiedades del producto punto

El producto punto (o producto escalar usual de R™) satisface los siguientes axiomas para cualesquiera
vectores «, y y z de R™ y para cualquier escalar .

EJErCcICIO 10. Demuestre que el producto punto cumple con los siguientes axiomas:
(a) Simetria: z-y=y-x
(b) Linealidad respecto al primer argumento:
L (A\x) -y = Az -y)
2. (z+y) - z=xc-z+y- -z
(c) Positivo: x-x >0
(d) Definido: -z =0 & x =0.

Fijese que como el producto punto es simétrico, también es lineal en el segundo argumento

z-(\y)= (M) -z = Ny -z) = Mz -y);
y+z)x =y-rz+z-xr=x-yt+c-z

8
<
+
2

I

y ademads se verifica que x - (A\y) = (\z) - y.
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Caso especial 1 (Producto punto de un vector por una fila (o columna) de ). Al multiplicar un vector de
R™ por la fila (0o columna) i-ésima de la matriz identidad de orden n, se selecciona la componente i-ésima
del vector, (i|l) T = =T = T (I|Z-) :

(Z||)CIZ = 0z14+0x2+---+1z;+---+0x,, = x; = i| L

2.2. Producto de una matriz por un vector (a su derecha)

2.2.1. Combinacion lineal de vectores

Hay una operacién muy importante (jla més importante de todas las que veamos en este curso!): la suma
de multiplos de vectores. Por ejemplo
3a+b—"Tc+2d

donde 3, 1, —7 y 2 son los coeficientes. Es una operacién tan importante que tiene nombre propio:

Definicién 2.2 (Combinacién lineal de vectores de R™). Sean los vectores by, ..., b,. Llamamos combina-
cion lineal a cualquier suma de maltiplos de dichos vectores:

arby + agby + - -+ apby,

donde los numeros “a; 7 son los coeficientes de la combinacion lineal.

EJERcICIO 11. Sean los vectores

Compruebe que la combinacién lineal 2x + 2y + 2z es el vector nulo.

Ejemplo 1. Nétese que todo vector a de R™ es combinacién lineal de las columnas de | , pues

nxn

1 0 0 al 0 0 al

0 1 0 0 as 0 as
(har+-+Mp)an = | o+ | [+ | Jan=] |+ [+ . | =] |=0¢

0 0 1 0 0 an ay,

2.2.2. Producto de una matriz por un vector

El producto de una matriz por un vector a su derecha, Ab, es una combinacién lineal de las columnas
de la matriz. Para recordarlo, escribiremos el vector de la derecha en forma de columna. Llamaremos a esta
operacion combinacion lineal de las columnas de A o producto de una matriz por un vector a su derecha.

Definicién 2.3 (matriz por un vector a su derecha). El producto de A por un vector b € R™ a su derecha

mXmn

es la combinacion lineal de las n columnas de A cuyos coeficientes son los componentes de b:

a11 a2 ... Qln b a11 @12 A1n
a21 azz ... QG2p bo a21 a2 a2n
Am1 Am?2 e Amn bn Am1 Am2 Amn

O expresado de forma alternativa:  Ab = (Aj1)b1 + (Aj2)ba + - + (A},) bn.

Fijese que el nimero de columnas de la matriz A debe ser igual al nimero de componentes del vector b
(juna componente de b por cada columna de A para poder expresar la suma de multiplos de las columnas!)
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[Libreria NACAL para Python]
A = Matrix( [ Vector([1,1,1]), Vector([1,0,1]), Vector([-2,2,1]1) 1 )

b = Vector( [1,2,-3] )
AxDb
1 1 -2 1 1 1 —2 9
Ab = 1 0 2 2 =1(1])]+2]0|-3] 2 = | -5
1 1 1 -3 1 1 1 0

EJERrCICIO 12. Escriba como producto de una matriz por un vector la combinacion lineal del ejercicio 11.
Y ahora veamos un par de casos especialmente sencillos:

Caso especial 2 (Producto de una matriz identidad por un vector). Ahora podemos expresar el producto
del Ejemplo 1 en la pagina anterior de manera mucho mds compacta

la =a.

(es decir, todo vector deR™ es combinacién lineal de las columnas de la matriz identidad de orden n)

Caso especial 3 (Producto de una matriz por una columna de I). Por otra parte, de la Definicion 2.3
resulta evidente que

A(l;;) = Ay

es decir, multiplicar A por la columna j-ésima de la identidad es lo mismo que seleccionar su columna
j-€sima.

EJERCICIO 13. Demuestre que A(I|j) =A;.

Pues bien, hay una estrecha relacion entre el producto Ab y los productos punto de b y las filas de A:

EJERCICIO 14. Demuestre que la componente i-ésima del vector Ab es el producto punto (i|A) -b:

i|(Ab) = (i|A) -b donde i = 1:m.

[Libreria NACAL para Python]
21 (A%b) == (2|A)¥b  # sson iguales? ‘

True ‘

Hemos visto que la operacién MATRIZ (de orden m x n) por un vector (de n componentes) es un vector
formado por una suma de multiplos de las n columnas:

Ab = (Ap)bi+ (AR)bs+ -+ (Ap)bn  €R™

A un vector que es suma de miltiplos de vectores se le llama combinacién lineal. Por tanto Ab es una
combinacion lineal de las columnas de A.

(Ab) = (Z-|A) -b, que la=a y que A(I|j) =A;.

También hemos visto que i
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2.2.3. Propiedades del producto de una matriz por un vector a su derecha

El producto de una matriz por un vector posee dos importantisimas propiedades: las propiedades de
linealidad en el vector. La primera respecto a la suma: A(b + ¢) = Ab + Ac, y la segunda respecto al
producto por un escalar: A()\b) = )\(Ab). Veamoslo.

EJERCICIO 15. Demuestre las siguientes proposiciones (inténtelo primero sin mirar las pistas).

(a) Proposicién 2.2.1. Sea la matriz A 1y los vectores b y ¢ de R™, entonces: A(b + c) = Ab + Ac.

Pista. Demuestre que ambos vectores son iguales componente a componente, es decir, que i (A(b + c))

es igual a i (Ab + Ac) . Para ello emplee que cada componente es un producto punto y que los productos

escalares también son lineales en el segundo argumento. Use también que el operador selector es lineal.
(b) Proposicién 2.2.2. Sea la matriz A , el vector b de R™ y el escalar A\, entonces: A()\b) = )\(Ab).

mXxXmn

Pista. Siga la misma estrategia que en el apartado anterior.

El producto de una matriz por un vector es un operador lineal en el vector; es decir, distributivo respecto
a la suma

A(b+c) = Ab +Ac.

y asociativo respecto al producto por un escalar

A(Ab) = A(Ab).

EJERCICIO 16. Demuestre el siguiente corolario (inténtelo primero sin mirar las pistas).

Corolario 2.2.3. Sea la matriz A , la matriz B | y el vector ¢ de R™, entonces:

pXm mxn

A(Be) = [A(BL): ... A(Bp):]e,
donde B); es la i-ésima columna de B.

Pista. Comience con la expresion de la izquierda. Exprese el producto dentro de paréntesis como una combi-
nacién lineal de columnas (Definicién 2.3) y aplique las propiedades de linealidad (proposiciones 2.2.1y 2.2.2)
y de nuevo la Definicién 2.3 para obtener la expresién de la derecha de la igualdad.

Para terminar la seccion, annadamos dos proposiciones mas. .. la primera se parece a la Proposicién 2.2.2
pero no es igual (f{jese en la posicién de los paréntesis del lado derecho de las igualdades).

EJERCICIO 17. Demuestre las siguientes proposiciones (inténtelo sin mirar las pistas).

(AA)b.

(a) Proposicién 2.2.4. Sea la matriz A , el vector b de R™ y el escalar \, entonces: A(\b

mxn

) =
Pista. Recuerde que el producto punto es lineal en el primer argumento: « - (Ay) = (Ax) - y.
(b) Proposicién 2.2.5. Sean las matrices A y By el vector ¢ de R" entonces: (A + B)c = Ac + Be.

mXn mXn
Mas reglas de reescritura.

De las proposiciones 2.2.2 y 2.2.4 se deduce que
(AA)b = A(M\b) = A(AD)
y por tanto no son necesarios los paréntesis. Asi que sin ninguna ambigiiedad podemos escribir:

AADb = A)b.
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Observe ademés que (como aceptamos que el escalar multiplique a los vectores y matrices por la derecha)
el escalar puede aparecer en cualquier lugar, lo inico que se mantiene invariante es la posicién relativa del
vector respecto de la matriz, pues siempre estd a su derecha): A\Ab = AAb = Ab.

Hemos visto varias propiedades que cumple la operaciéon MATRIZ por vector
Propiedades de linealidad en el vector
» A(b+c)=Ab+Ac
= A(AD) = A(AD)

Otras propiedades
- A(Bc) = [A(Bp); ... A(B)i]e

(A+B)c=Ac+Bc
= Lineal en la matriz

(AA)b = \(Ab)

2.3. Producto de un vector por una matriz (vector a la izquierda)

Hasta aqui hemos visto que matriz por vector (Ab) es una combinacién lineal de las columnas de la matriz.

A continuacién veremos que vector por matriz (aB) es una combinacién lineal de las filas de la matriz
(con propiedades andlogas).

Definicién 2.4 (producto de un vector por una matriz). El producto de un vector a € R™ que multiplica
por la izquierda a una matriz B de m filas es la combinacion lineal de las m filas de B cuyos coeficientes
son los componentes de a:

aB =BTa

Puesto que el producto aB es una combinacion lineal de las filas de B, dicho producto es un vector de R™.

Para recordar que operamos sobre las filas de B usualmente escribiremos a en en horizontal:

b11 N bln
b21 N bgn
aB:(al, as, ... am,) . ) . :a1(1|B)+--~+am(m|B) e R".
bmi - bmn
[Libreria NACAL para Python]
print( b*A == (~A)*b )
b*A
True
(07 _2a _1a)

Cada componente j-ésima del vector aB es el producto punto entre a y la columna j-ésima de B:

(aB)|j = ((BT)G)U = j|(<BT)a) = (ﬂBT) ra=(B);)-a=a-(B};), dondej=1:n.
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print( (b*A)[3 == bx(A|3) )

[Libreria NACAL para Python]
bx(A]3)

True

L
2.3.1. Propiedades del producto de un vector por una matriz

EJERrCICIO 18. Demuestre las siguientes propiedades del producto aB.

(a) Sea el vector @ de m componentes y la matriz | , entonces:

mxXm

Pista. Recuerde que | es simétrica: 1T = 1.

(b) Sea (i||) la fila i-ésima de | y la matriz A , entonces: (i|I)A =jA.

mxXm mXmn

Pista. Recuerde el caso especial 3 en la pagina 25 y que como | es simétrica, 1); = ;1.

(c) Sean @ y b vectores de R™ y sea la matriz C , entonces: ‘ (a+b)C =aC+bC ‘

mxXmn

Pista. Recuerde la Proposicién 2.2.1 y recuerde que vA = (AT)v.

(d) Sea el escalar A, el vector @ de R™ y sea la matriz B , entonces: ‘ (Aa)B = A(aB) ‘

mXxXmn

Pista. Recuerde la Proposicién 2.2.2

(e) Sean @ un vector de R™ y X un escalar; y sea la matriz B , entonces: ‘ a(AB) = (\a)B. ‘

mxn

Pista. Recuerde la Proposicién 2.2.4

(f) Sean a un vector de R™ y las matrices B y C de orden m por n, entonces: ’ a(B+C)=aB +aC.

Pista. Recuerde la Proposicién 2.2.5.

El producto de un vector (de m componentes) por una MATRIZ (de orden m X n) es una combinacién
lineal de las m filas de B:

aB = a1(1|B)+-~~+am(m|B) € R".

Cada componente del vector aB se puede expresar como un producto punto:
(aB)U =a: (B|j), donde j =1:n.

El producto aB tiene propiedades andlogas a las del producto Ab.
mal=a
= (41)A = A
Propiedades de linealidad en el vector
* (a+b)C=aC+bC
» (Aa)B = A(aB)
Propiedades de linealidad en la matriz
» a(B+C)=aB+aC
= a(AB) = \(aB)
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LECCION 3

Multiplicacion matricial

3.1. Producto de matrices

Definicién 3.1 (producto de matrices (por columnas)). Sean A y B, definimos la matriz producto, AB,

mxp pXn

como aquella matriz cuya columna j-ésima es el producto de A por la columna j-ésima de B:

(AB), = A(B),)]

¥

Es decir, las columnas de AB son combinaciones lineales de las columnas de A (y los coeficientes de cada
combinacién son los componentes de cada una de las columnas de B).

AB=[A(B;); ... A(By);].
11 =2 —2 1
Ejemplo 2. Si A = 1 -2 1 yB= 1 1 entonces
2 1 1 1 -2
-2 1 -3 6 -3 6
AB = [A(B.); A(Bu;|=|Aa( 1] Al L]l =|(=3]: [-3)s|=|-3 -3
1 —2 6 -3 6 -3

nétese que calculamos multiplicando A por cada columna de B.!

Deduzcamos algunas propiedades que verifica el producto de matrices. . .

EJERrCICIO 19. Demuestre las siguientes proposiciones.

(a) Proposicién 3.1.1. Sean A y B, y un vector ¢ de R™, entonces A(Bc) = (AB)c.

mxp pXn

(b) Proposicién 3.1.2 (El producto de matrices es asociativo). Sean las matrices A , B y C , entonces
mxXp pXq gxXn

A(BC) = (AB)C.

Nota importante respecto al operador “ |j ”, el producto de matrices y la asociatividad: La
definicion de producto matricial mantiene la asociatividad del operador “ |4 7, POR LO QUE NO NECESITAMOS
PARENTESIS. Asf, AB|; se refiere indistintamente a la columna j-ésima del producto (AB)lj, o al producto
de A por B|; (i.e., la columna j-ésima), A(B|;). Y puesto que A(BC) = (AB)C; es decir, que podemos
escribir sencillamente ABC.

L Aunque conozca otro método para calcular el producto, no lo emplee por el momento. AHORA ES MUY IMPORTANTE que se
acostiumbre a considerar las columnas de AB como combinaciones de las columnas de A.
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Hemos definido producto (AB) de las matrices A y B como aquella matriz cuya columna j-ésima es el

mxp  pxXn

producto de A por la columna j-ésima de B

(AB); = A(B),;.

Por tanto las columnas de AB son combinaciones lineales de las columnas de A.

iDe nuevo nétese la asociatividad de la notacion!

El producto solo esté definido si la primera matriz tiene tantas columnas como filas tiene la segunda.

EJjercicio 20. Demuestre las siguientes proposiciones.

(a) Proposicién 3.1.3. Sean las matrices A, B y C , entonces (A + B)C = AC +BC.

mxXp mxp pXn

(b) Proposicién 3.1.4. Sean las matrices A , B y C , entonces A(B + C) =AB + AC.

mxXp pxn pxn

(c) Proposicién 3.1.5. Sean las matrices A , B y el escalar A\, entonces A(AB) = A(AB) = (\A)B.

= )\(Ab)
Pista. Recuerde que A()\b) ;  (Proposiciones 2.2.2 y 2.2.4 de la Pdgina 26).
= (/\A)b

(d) Proposicién 3.1.6. Sean la matriz identidad | de orden m y la matriz A , entonces 1A = A.

mxXmn

Pista. Recuerde que la =a  (Caso Especial 2 en la pigina 25).

(e) Proposicién 3.1.7. Sean la matriz A y la matriz identidad | de orden n, entonces Al = A.

mXmn

Pista. Recuerde que A(I|j) = A|; (Caso Especial 3 en la pagina 25).

Muy muy importante: hay que subrayar que no todas las propiedades de las matrices replican las
propiedades de los ntimeros que usted conoce: por ejemplo, en general AB es distinto de BA. Por ejemplo:?

b b sl sl o)

Por otra parte: entre los escalares si A2 = X entonces \ es necesariamente 0 o 1; pero con las matrices

A? = A no implica que la matriz A sea cero 0 o la identidad 1. Por ejemplo, si A = {(1) 8] entonces A% = A,

En los escalares si A2 = 0 entonces A\ es necesariamente 0, pero tampoco esto es cierto con las matrices.

Por ejemplo, para B = {_11 _11}

2para que ambos productos estén definidos es necesario que ambas matrices sean cuadradas y del mismo orden.
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El producto de matrices verifica las siguientes propiedades:
. A(Bc) = (AB)c
» A(BC) = (AB)C
. (A+B)C:AC+BC
" A(B+C) =AB +AC
= A(AB) = \(AB) = ()\A)B
s A=A
» Al=A

Pese a las dos ultimas propiedades, ‘en general AB # BA. ‘

Por tanto. ..

El producto de matrices es un operador lineal; pues es distributivo respecto a la suma de matrices
A(B —I—C) =AB + AC.
y asociativo respecto al producto de una matriz por un escalar
A()\B) = )\(AB).

Y también es lineal por la izquierda, pues

(A+B)C=AC+BC y (M)B=A\(AB).

3.1.1. Otras dos formas de calcular el producto de matrices

Aplicando las propiedades que ya conocemos es sencillo deducir otras formas de calcular el producto.
Veamos dos nuevas (la primera seguramente le resultard familiar. . .).

Calculo del producto de matrices componente a componente (filas por columnas)

EJErCICIO 21. Demuestre la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.8 (Célculo del producto componente a componente). Sean las matrices A , B, entonces:
mxp pXn

1 (AB). = (yA) - (By;) |

Verifiquelo con el producto del Ejemplo 2 en la pagina 29 (higalo a mano y con el médulo NAcAL).

Pero hay mas formas de calcular el producto. ..

Calculo del producto de matrices operando con las filas

EJERCICIO 22. Demuestre la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.9. Sean A y B, entonces: i (AB) = (;A)B|.

mxp pXn

Pista. Recuerde que a - (Blj) = (aB) , paraj=1:n.

¥
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Verifiquelo con el producto del Ejemplo 2 en la pagina 29 (hdgalo a mano y con el médulo NAcAL).

Por tanto, las filas de AB son combinaciones lineales de las filas de B.

1= | Explotando el producto punto hemos obtenido otras dos formas de calcular AB.

La primera alternativa calcula el producto componente a componente usando el producto punto.

4 (AB). = (34A) - (By;) |

de manera que los elementos de AB son el producto punto de una fila de A y una columa de B.

La segunda alternativa calcula el producto fila a fila:

,(AB) = (;a)B |

de manera que las filas de AB son combinaciones lineales de las filas de B.

3.2. Nuevas reglas de reescritura.

Realmente no es necesario escribir el “punto” en las siguientes expresiones

(4A) b, a-(By;), (4A) - (B}))
(como tampoco lo es en el producto 2 - x). Si omitimos el “punto” recuperamos la asociatividad

1 (AD) = (3A)b

(aB)); =a(By)

(aB),, = (aB);) = (ABY) = (1A)(By).

Por tanto podemos escribir sin ambigiiedad las siguientes expresiones:

il

dAb 5 aBy 5 ) ABy

pues da el mismo resultado si se interpretan como seleccién de un componente o como un producto punto.
Transpuesta de un producto

Para finalizar esta leccién demuestre la siguiente propiedad de la transposicion que usaremos a menudo:

EJERrcIcio 23. Recordando que (AT); = ;A y que aB = (B")a; demuestre que

Proposiciéon 3.2.1. Sean A y B, entonces:

mXp pxn

(AB)" = (BT) (AT)] (3.1)

Por tanto, para toda matriz A se verifica que las matrices (AT)A vy A (AT) son simétricas:
T T
(ana)" = @n((anT) = @ana; y  (A@n)" = ((a1)7)AaT) = AA).
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Nétese que la transposicién no es asociativa respecto al produto por una matriz ya que (AB)T # A(BT);
por tanto el uso de los paréntesis cobra importancia pues la expresién ABT es ambigiia. Lo usual es interpretar
que la transposicion solo afecta a B en la anterior expresién, pero es preferible escribir A(BT).

Apendices a la leccion

3.A. Productos de matrices triangulares

Definicién 3.2. Decimos que una matriz L es triangular inferior cuando todos los componentes por encima
de la diagonal principal son nulos, es decir, si l;; =0 cuando i < j.

Por ejemplo las matrices

an 0 0 by 0 - 0 0 o CO 8
asy a92 e 0 b21 b22 R 0 0 2 >

A=| . . .l B=1] . . . sy €= :
am1 Am2 *°° Omm b1 bm2 - bmp 0 Cml Cm2 " C(Z:;;)n

Las tres son triangulares inferiores, aunque solo A es cuadrada. Fijese que las componentes de la diagonal
principal y por debajo pueden tomar cualquier valor (por eso el nombre de “inferior”)... {Por tanto, una
matriz nula 0 siempre es triangular inferior... pero también es triangular superior:

Definicién 3.3. Decimos que una matriz U es triangular superior cuando todos los componentes por debajo
la diagonal principal son nulos, es decir, si u;; =0 cuando i > j.

Por tanto, una matriz es triangular superior si su transpuesta es triangular inferior.
Definicién 3.4. Una matriz triangular es unitaria si los elementos de la diagonal son iguales a uno.
Las matrices diagonales son simultaneamente triangulares superiores e inferiores. Las matrices identidad

son cuadradas, simultdneamente triangulares superiores e inferiores y ademas unitarias.

EJERCICIO 24. Demuestre las siguientes proposiciénes.

(a) Proposicién 3.A.1. El producto de dos matrices triangulares superiores es triangular superior.
(b) Proposicién 3.A.2. Si A es triangular superior unitaria y B es triangular superior, AB es triangular
superior y mantiene al diagonal de B.

(c) Proposicién 3.A.3. Si A es triangular superior y B es triangular superior unitaria, AB es triangular
superior y mantiene al diagonal de A.

Como el producto de matrices triangulares superiores unitarias mantiene la diagonal (formada por unos),
tenemos el siguiente

Corolario 3.A.4. FEl producto de dos matrices triangulares superiores unitarias es también triangular su-
perior unitario.

Resultados andlogos son ciertos con matrices triangulares inferiores, basta transponer para demostrarlo.

3.B. Submatrices mediante seleccion de una lista de indices

Sea | la matriz identidad de orden n y sea e una lista de indices menores o iguales a n, por ejemplo,
n=4ya=(23,4,). Definimos ljo como la matriz (de n filas y tantas columnas como elementos en a)
cuyas columnas son las columnas de | indicadas en la lista a. Por ejemplo

nxn

hesay=[he Nz Wa] # [ha N2 N3] = haas)-
. T
Y definimos |l como: 4|1 = (I|a) .

33



Seleccion de una submatriz por filas o por columnas Ahora con ayuda del producto de matrices
podemos definir dos nuevas operaciones. Sea e una lista de indices, entonces podemos seleccionar una lista
de columnas (o filas) de una matriz A para construir una submatriz:

Ale =A(la), v A= (al)A.

Consideremos de nuevo la matriz PIB de la Pagina 10. La submatriz con las filas de 2 a 4 de PIB (datos de
Francia, Alemania y Reino Unido) o la submatriz con sus dos primeras columnas (afios 2003 y 2004) son

2.9 3.1
0.9 20 1.6 20 0.9 2.0
(234)PIB=|-02 11 07 09[; y PIBjy) = |-02 11
25 32 19 15 2.5 3.2

1.8 3.1

Y podemos crear submatrices seleccionando simultdneamente filas y columnas; si B es otra lista de indices:
ol (A18) = (o)A (l15) = (alA) 5
que, aprovechando la asociatividad, podemos escribir sencillamente como: o|A|g.

Asi, la submatriz con los datos de Francia, Alemania y Reino Unido de los anos 2003 y 2004 es

0.9 2.0
23,4)|PIBj(12) = |—02 1.1
25 3.2

Noétese que (a|A)(B|ﬁ):(a|I)AB(I|ﬁ):a|(AB)|ﬁ; en particular (AB)m:A(BIﬁ) y a|(AB):

(a|A)B; por lo que podemos escribir sencillamente: o/AB|g. También se verifica que
af(A+B)s=alAs+aBls v AaAig) = 4 (M) 4 (3.2)

Definicién 3.5. Llamamos submatriz principal de A a cualquier submatriz de la forma o|Aq; donde o

nxn

es una lista de k indices tal que 1 < a1 < ag < --- < ag < n. Es decir, los indices son distintos, ordenados
y comunes en la seleccion de filas y columnas. El caso particular en el que se seleccionan las k primeras filas
y columnas: (1.1)A|(1:x) S€ denomina submatriz principal superior.

3.C. Producto matricial como suma de productos de submatrices

1= | En el Ejercicio 80 en la pagina 166 de la Seccién 14.3 se emplea el producto de matrices por bloques para
demostrar cémo es el determinante de una matriz diagonal por bloques (resultado que se empleard en el
Corolario 16.2.4 en la pdgina 185 de la leccién sobre diagonalizacién por semejanza).

Este apéndice muestra cémo calcular el producto de matrices por blogues (que es una aplicacién de la
Ecuacién 3.6 en la pagina 37 cuando las submatrices son el resultado de “cortar” las matrices en bloques).

Ahora considere una lista @ = (a1, ..., aq,) de g indices no repetidos, asi como la submatriz all; dela
matriz identidad | de orden mayor o igual al mayor de los indices en @. Si o es la j-ésima componente de

la lista «, entonces la columna (a| I)|o¢' resulta ser igual a I; € R? (donde g es la longitud de la lista a):
J

||j cR? sik= Qi
alllk = (ar,ag )ik = (ah___,%”(hk) = €RY, (3.3)
0cR? sikda
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puesto que si de I}, (cuya tinica componente no nula es la k-ésima) seleccionamos un subvector de ¢ com-
ponentes que coloca su k-ésima componente en la posicién j, obtenemos lj; € R, y si seleccionamos un
subvector que no toma su tnica componente no nula, obtenemos un subvector nulo: 0 € RY.

Ejemplo 3. Si consideremos la lista de 3 indices @ = (4,1,2,) (cuyo mayor indice es el 4) y una matriz
identidad de orden mayor o igual que 4; por ejemplo | de orden 4. Entonces

0 0 01

all =@izyt=|10 00

01 00
Fijandonos en las columnas de la anterior matriz observamos que:

= como 4 es el primer componente de la lista a, entonces la cuarta columna ((4’1727)||)|4 es igual a la

primera columna de la identidad de orden 3 (pues 3 es la longitud de la lista):

(1,2 =

_ o O O

(4,1,2,)]

= como 1 es la segunda componente de la lista a, entonces la primera columna ((471,27)|I) L s igual a la

sequnda columna de la identidad:

1

0
(4,1,2,)|||1: 0 =11

0

(4,1,2,)]

= como 2 es la tercera componente de la lista a, entonces la segunda columna ((4’1’2,)||)| , s igual a la
tercera columna de la identidad:

(1129 h2 =

O O = O

(4,1,2))]

= y como 3 no estéd en la lista a, entonces la tercera columna ((471,27)|I)|3 es nula

(1,291 =

(4,1,2,)]

[Libreria NACAL para PythonJ

alpha = (4,1,2,) # indices
Sistema([ alphalI(99)|j for j in (4,1,2,3,) 1) # las cuatro columnas del ejemplo
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Y ahora considere las columnas del producto de matrices (I|a) (a||). Usando (3.3) se deduce que

((I|a)(a||)) _ (||a)(a|||k:) _ {(lla)llj = ( |a)| = ||k sik=q; : (3.4)

I# (ha)O =0 sik ¢ a
Asi, para @ = (4,1,2,) e | tenemos que
4x4
0 1 0 00 0 1 1 0 00
I = 0 0 1 L 00 o0l= 01 00
( |(4’1,2>))((4’1,2’)| “ 1o o0 0 . 1o oo 0l
1 0 0 0 00 0 0 0 1

de manera que solo hay unos en las posiciones 1, 2 y 4 de la diagonal.

[Libreria NACAL para Python]
(I(4)|alpha) * (alphal|I(4)) # fijese en la necesidad de los paréntestis

Ahora considere las matrices A y B ; y las listas de indices 7, ...,7;, tales que cada indice j =1:p
mxp pXn
estd en una, y solo una, de las listas ;. Por ejemplo, sip = 5,9, = (3,1,), v, = (5,) y v5 = (4,2, ); entonces
Ay ivatirs = Al154,2)3

donde + es el operador que concatena. Es decir, 4, #45H#9;5 = (3,1,5,4,2,) es la concatenacién de las listas
Y1, Y2 ¥ 3. Entonces Alvﬁwrﬁ'vg es un reordenamiento (o permutamon) de las columnas, pues todos sus
indices aparecen una, y solo una, vez en la lista v, #y,# 95 = (3,1,5,4,2,).

Si empleamos las listas 44, ...,7; para reordenar tanto las columnas de A y como las filas de B, el
producto de las matrices resultantes resulta ser igual al producto AB:

(A|‘Yﬁ+"'%‘7h) (‘Yﬁ*"'H‘thB) = A("‘Yﬁ*"'H‘Yh) ("11%"'%‘7“')3 =AIB = AB’

pues, como todos los indices estdn incluidos por (3.4), sabemos que (IHI%,,,%,“) (‘m%%‘vhll) =1

Ejemplo 4. Si usamos las listas y; = (3,1,) y ¥5 = (4,2,) con | , entonces

4x4

g1=(3,1,); g2=(4,2,)

[Libreria NACAL para Python]
(I(D) 1g)*(g1lI(4)) + (I(4)Ig2)*(g2]1I(4))

1 0 0 O 0 0 0O 1 0 0 O
0 0 0 O 01 0 0 01 0 O
(I|(3717)) ((371,)||) + (I|(4727)) ((472,)||) 1o o1 0 + o0 o0o0l 1o o1 o0
00 00O 0 0 0 1 0 0 0 1

Consecuentemente podemos calcular AB mediante la suma de k productos de submatrices:
h h h
SICINCIES I CUMIMTIIETY D of(SIAT) LRSSV RIS
k=1 k=1 k=1

donde, por (3.4), cada sumando de .2221 (Ihk) (,yk|l/) es una r/nz.itriz .cuadrada cuya j-ésima columlna es I,
cuando j €4y, 0 0, en caso contrario. Y como cada indice estd incluido en una y solo una de las listas -y,
la suma de dichas matrices es igual a la identidad.
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Fjemplo 5. Para A = [ é _22 Bl ] ,B=1] 1 1 |; ylaslistasy; =(3,1,) y v5 = (2,); tenemos

(Apysir,) (ritra1B) = (A, ) (3,1B) + (Apy,) (3,1B) = (A1) (3.1)1B) + (Aj2)) (2,1B)

R R R HH R R R

[Libreria NACAL para Python]

A = Matrix([ [1,2,-1], [2,-2,0] 1)

B = Matrix([ Vector([2,1,-1]), Vector([1,1,1])]
gl=(3,1,); g2=(2,) # Fijese en la coma tras el 2
(Alg)*(gl|B) + (Alg2)*(g2|B) )

Nota: las listas de un solo elemento se escriben en Python con una coma después del tnico elemento.
Por ejemplo (2,) es la lista que solo contiene el 2. Asi se distingue el numero 2 entre paréntesis de la lista
que contiene al 2. Por claridad, y puesto que la distincién es importante, hemos seguido el mismo criterio de
notacién:® asi, A, es una columna de A (un vector) y Aje,) es una submatriz (una matriz columna).

3.C.1. Producto matricial expresado como una suma de matrices

Como caso particular, consideremos que cada lista k-ésima contiene tinicamente el indice k, es decir,
7, = (k,). Entonces el producto AB queda descrito como una suma matrices:

14

(A)(B)=> (Ajk))(x)B);

mxp pXn
k=1

donde cada sumando (A|(k7)) ((k,)|B) es una matriz* de orden m por n. Ejemplo:

m X1 1xn
[1 2 3 -1 2
AB=| 1 1 11| 0 0|=(Aq))(w)B) + (A)(2)B) + (As))(s)B)
0 -1 2 10
[ 1 2 3 -1 2 0 0 30
={1|[-1 2]+ 1 [[0O0]+|L|[L O]=|-12|4+]|00O0f+]10
| 0 -1 2 0 O 0 0 2 0
(2 2
=10 2
12 0
3.C.2. Submatriz de un producto como suma de productos de submatrices
Considere una lista de listas 4y, ...,7}, donde cada indice j = 1 : p estd incluido en una y solo una de
las listas 4;,; por (3.5) sabemos que:
h
k=1
Por tanto, seleccionando algunas filas de A y algunas columnas de B , la submatriz ol (AB)| 8 resulta ser
h
3 k=1

véase la nota a pie 4 en la pagina 4
cuando veamos el concepto de rango entendera que esta expresién es una descripcién del producto matricial como suma de
matrices de rango uno como maximo.

4
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Matrices partidas en bloques

Y por fin podemos presentar un modo particular de multiplicar matrices (que era objetivo de este apéndice).

Fijese que en (3.6) no se requiere que las sub-listas 4, estén formadas por indices consecutivos; pero éste
suele ser el caso méas habitual en los textos. En tal caso las matrices quedan “cortadas” en bloques. Fijese en
los dos siguientes ejemplos (en los que hemos marcado los bloques mediante lineas horizontales y verticales).

jemplo 6. Sean o = ,2,), (3,4,)), v = ,2,), (3,4,5,)); vy las matrices
E lo6. S 1,2 3,4 1,2 3,4,5 1

1 0 0 0 ;‘ —62
C|E 0 1]0 00 G
A_{DF}_ 2 1] 4 2 1 yB_[H]_ jl g ’
3 1 |-1 75 L6
10 [0 0 O 2 —1
donde € = (1.9)A|12) = [O 1}7 E = (12)A|3:5) = 0 0 0}’ D = 3u4)Aja2) = [3 1 } y
r 73
4 21 4 -2
F=<3:4>|A|<3:5>={_1 . 5] Ydonde G =gB=| , ¢ ] H= 5B = —11 g
4 -2
" [C|EJ[G] [CG+EH] | 5 6
Entonces AB{DF}{H}_DG—FFH} 208
8 27

Ejemplo 7. De manera similar, sean & = ((172,)7 (3,4,)), ¥ = ((1,2,), (3,4,5,)), B = ((1,2,)7 (3,))7

2 —-1]3 1
C|E 1 0|1 2 G|J
A_[DF}_ 0 0 1 0 yB_[H K}_ ;  entonces
0 0|0 1
4
AB — CG+EH | CJ+EK | |3
" |DG+FH|DH+FK | | 0

1 -1]0
3.C.3. Matriz por vector como suma de submatrices por subvectores

Definicién 3.6. Sea . \b el vector formado por las componentes de b indicadas eny, es decir, 5b = (41)b.

Si A tiene n columnas y b € R™; y si«yq,...,7), son listas de indices tales que cada indice j =1 : n estd
en una, y solo una, de las listas 4,, entonces es inmediato ver que la combinacién lineal Ab se puede expresar
como suma de varias combinaciones lineales

h
Z A|"Yk ‘Yk'b (37)
k=1

Por ejemplo, sin =4, 4, =(1,3,), v 4, =(2,4,). Entonces, reordenando los sumandos tenemos

combinacién de columnas de indice impar  combinacién de columnas de indice par

Ab= (Ap)(yb) + (A)(3b)  +  (ApR)(b) + (A (4d) = (Ap,)(4,10) + (Ap,) (4.0);

es decir, la suma de una combinacion lineal de las columnas de indice impar, (Al‘h) (.mb)7 mas otra com-
binacion de las columnas de indice par, (AHQ) (72|b).
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Parte 11

Transformaciones elementales,
métodos de eliminacion y matriz
inversa
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LECCION 4

Transformaciones elementales y métodos de eliminacién

Como veremos a lo largo de este curso, hay un algoritmo que permite resolver gran cantidad de problemas:
decidir si una matriz es invertible y, si lo es, encontrar su inversa; decidir si un sistema de ecuaciones lineales
es resoluble y, si lo es, resolverlo; encontrar una base del complemento ortogonal de un subespacio de R™;
pasar de las ecuaciones paramétricas a las cartesianas (y viceversa); calcular determinantes, etc. De hecho,
ipracticamente todos los problemas que veremos en este curso se puede resolver con un tnico algoritmol!

Este algoritmo se denomina Método de Eliminacion y es sorprendentemente simple: consiste en aplicar
una secuencia de transformaciones sobre las columnas (o sobre las filas) una matriz. Cada transformacién
en la secuencia (cada paso en la secuencia) realiza uno de estos dos tipos de operaciones:

Tipo I. Sumar un multiplo de un vector a otro vector. Ejemplo: [a; b;] — [a; (b+ /\a);}.
Tipo II. Multiplicar un vector por un ntmero distinto de cero. Ejemplo: [a; b;] — [a; ()\b);].

Ambas operaciones se denominan transformaciones elementales.!

4.1. Transformaciones y matrices elementales

Denotaremos con “ 7”7 al operador correspondiente a la transformacién aplicada. Lo situaremos como
subindice a la derecha de la matriz para indicar que opera sobre las columnas: A .. Por debajo de cada

“77” indicaremos entre corchetes los detalles de la transformacion: T .
[detalles]

La matriz que resulta de aplicar una sola transformacién elemental sobre | tiene un nombre especial:

Definicién 4.1. Matriz elemental | . es cualquier matriz obtenida tras aplicar una sola transformacion
elemental sobre las columnas de una matriz identidad.

En esta seccién veremos que A, = A(I T). Es decir, que mediante un producto de matrices se puede
aplicar la transformacion elemental 7 a las columnas de A. Antes debemos detenernos en las trasnformaciones
(y matrices) elementales de tipo I y II.

4.1.1. Transformaciones elementales (y matrices elementales) de Tipo I

Transf. elemental de Tipo I: T  suma A veces el vector i-ésimo al vector j-ésimo (con j # ).
[(N)i+3]
(solo modifica el vector cuyo indice aparece en ultima posicion en el corchete).

[Libreria NACAL para Python]
T( (8,2,3) ) # Suma ocho veces el segundo vector al tercero

T
[(8)2+3]

1En muchos manuales consideran el intercambio como una tercera transformacién elemental, pero aqui no lo haremos.
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Una matriz elemental Tipo I es la obtenida tras aplicar una sola transformacion elemental Tipo I
sobre las columnas de una matriz identidad:

',
[(\)i+4]
Por ejemplo, si sobre las columnas de la matriz identidad de orden 3 aplicamos la transformacién T
[(M)2+3]
(que suma “\ veces” la sequnda columna a la tercera) obtenemos:

1
| = 1 Al;

-
[(M)2+3] 1

que es como la matriz identidad de orden 3 salvo porque la segunda componente de su tercera columna ahora
es A (en lugar de cero).

Fijese que la notaciéon [(A)i + j] indica que sumamos A veces la 4-ésima columna a la columna j-ésima;
pero también describe la matriz elemental correspondiente: en negrita aparecen los indices (fila i-ésima,
columna j-ésima) de la componente de | cuyo valor ha cambiado a ()).

[Libreria NACAL para Python]

I(3) & T( (8,2,3) ) # Transf. de las columnas de la matriz identidad de orden 3
# (suma 8 wveces la segunda columna a la tercera)

1 00
0 1 8
0 01

Aplicar T  sobre las columnas de | solo cambia la j-ésima columna. Las columnas de la nueva matriz

[(V)i+3]
son
cuando k = j : (I , ) = M+ 1j; (nueva columna j-ésima)
(it |
(l N (4.1)
I cuando k # j : (I - ) = ljz (el resto de columnas no cambian)
(431 |,

donde k =1 : n. Veamos qué pasa si aplicamos una transformacion elemental Tipo I sobre A.

Transformacién de las columnas de A: Si aplicamos 7 a las columnas de A obtenemos una
[(N)i+5] mxn
matriz cuyas columnas son:

M+ A, =AM+ 1) :A(I r ) para k = j

[(N)i+3] |j
(A, ) = =A(l . ).
[(N)i+5] . [(N)i+5]
I A =A(l) = A(' r ) para k # j Ik
[(i+d)” |,

donde k =1:n y donde hemos usado (4.1).

Por tanto, aplicar sobre las columnas de A la transformacién 7 es equivalente a multiplicar A por

mxmn [(A\)i+34]
la matriz elemental | de orden n por la derecha,
[(V)i+3]
A, =A (l . )
{ESER™) (Vi3]
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0 0
Por ejemplo, si A= |0 b c|; alsumar “\ veces” la segunda columna a la tercera obtenemos:
a b

C

0 0 (A0+c) 00 1
A, =l00b (M+to|=1]0 b ¢ 1A=A(|,).
[(N)2+3] a b ()\b+c) a b ¢ 1 [(A\)2+3]

4.1.2. Transformaciones elementales (y matrices elementales) de Tipo II

Transf. elemental de Tipo II: 7 multiplica por « el i-ésimo vector (con « # 0).
[(@)d]
(solo modifica el vector cuyo indice aparece en ultima posicion en el corchete).

[Libreria NACAL para Python]
TC (5, 1) ) # multiplica por 5 el primer vector ‘

T
[(5)1]

Una matriz elemental Tipo II es la obtenida tras aplicar una sola transformacion elemental Tipo IT
sobre las columnas de una matriz identidad:
.

[(@)i]

Si sobre las columnas de la matriz identidad de orden 3 aplicamos la transformacion 7 obtenemos:
[(@)2]

[(e)2] 1

que es como la matriz | salvo porque la segunda componente de la diagonal es «.
3x3

[Libreria NACAL para Python]

I(3) & T(C (5,1) ) # Transf. de las columnas de la matriz identidad de orden 3
# (multiplica por 5 la primera columna)

5 0 0
010
0 01

Aplicar 7 sobre las columnas de | solo cambia la i-ésima columna. Las columnas de la nueva matriz son
[(a)i]

cuando k=1 : (I r ) = alj; (nueva columna i-ésima)
()41 |
(If = , donde k =1:n.
[(a)i] . .
Ik cuando k # i : | = lj; (el resto de columnas no cambian)
(@31 |g

Es decir, la matriz I , es como | salvo por la i-ésima componente de su diagonal, que es «.
()i

43


https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacallib/master?filepath=doc/Notebooks/Notebook.ipynb
https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacallib/master?filepath=doc/Notebooks/Notebook.ipynb

=

Transformacién de las columnas de A: Siaplicamos 7 a las columnas de A obtenemos una matriz
[(Oz)l] mXn

cuyas columnas son:
aly :A(ozl|k) sik=1
A - :A(IT , donde k=1:n.

-
HeH™ |k A, =A(lR) para el resto de columnas M |k

De nuevo aplicar una transformacién elemental (ahora de Tipo II) sobre las columnas de A es equivalente

mXxXmn

a multiplicar dicha matriz A por la correspondiente matriz elemental (de Tipo II') de orden n por la derecha.

A, :A<IT).

[(@)i] [(@)i]

0 0 ¢
Por ejemplo, si A= |0 b c¢| entonces al multiplicar la segunda columna por « resulta que:
a b c
0 0 c 0 0 1
A, =|0 ab ¢/ =10 b ¢ a :A<I.,)
[(e)2] a ab C a b 1 [()2]

4.1.3. Transformacién de las columnas de una matriz

Como al aplicar cualquier transformacién elemental T sobre las columnas de A siempre se verifica que:

(AB), = AB(1,) = A(B.)

Por tanto no son necesarios los paréntesis. Basta escribir: AB

Recuerde que
= multiplicar una columna por cero no es una transformacién elemental;

= restar una columna a si misma tampoco lo es.

4.1.4. Sobre las matrices elementales y su notacién

Las matrices elementales (de orden n) se obtienen aplicando las correspondientes transformaciones ele-
mentales sobre la matriz identidad (de orden n). La notacién empleada “casi” describe por completo las
correspondientes matrices elementales (solo falta indicar el orden de la matriz identidad). Asi,

v la matriz 1, (de orden n) es como la matriz identidad (de orden n) salvo por la componente de
[(-7)1+2]
la fila 1 y columna 2, que es un (—7). Por tanto

1 —
I :[ 7], pero también | . =

0 1 [(=7)1+2] [(=7)1+2]

S O =
OO O
OO =

O = OO
_ o oo
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» la matriz | ; es como la matriz identidad (de orden n) salvo por que la primera componente de su
()1
diagonal es un (3). Por tanto

30 3 00
1, = [3]; pero también, | . = {0 1]; 6 I, =101 0f, 6
((3)1] [(3)1] (1] 0 0 1
Fijese que la matriz identidad es simultdneamente de Tipo I y de Tipo II: . =1=1,.
[(0)i+35] (Vi)

Nota 3. FEs fdacil comprobar que la transpuesta de una matriz elemental es otra matriz elemental.
T
= Para las matrices elementales de Tipo I resulta evidente que (I - ) =1 . ,
(Vi3] [(V3+i]

=y las matrices elementales de Tipo II son simétricas.

1=z | Solo hay dos tipos de transformaciones elementales
de Tipo I. Suman a un vector un multiplo de otro vector: T
[(N)i-+3]

de Tipo II. Multiplican un vector por un ntmero distinto de cero: T
[(a)d]

Llamamos matriz elemental a la resultante de aplicar una sola transformacién elemental 7 sobre las
columnas de la matriz identidad, I . Solo hay dos tipos:

de Tipo I. I . , dondej#:i
[(\)i+5]

de Tipo II. | . |, donde a # 0.
[(a)d]

Al aplicar una transformacién elemental 7 sobre las columnas de A, se verifica que:

Consecuentemente tenemos una nueva propiedad asociativa:

(AB) = A(B,) = AB,.

Ademds, la transpuesta de una matriz elemental también es elemental (y del mismo tipo).

EJERCICIO 25. Escriba las siguientes matrices elementales de orden 4.
@1 b1, ©1 . @1 .

[(-7)1+3] [(1)1+4] (3)2+1] [(~10)3]

EJERCICIO 26. ;Qué operaciones realizan las matrices anteriores si multiplican por la derecha a B?

11 1 1
EJERCICIO 27. Sea la matriz A = |0 1 1 1|, exprese las siguientes transformaciones elementales de
1 2 3 4

A como productos de A por matrices elementales y escriba el resultado:

(a) Multiplicar la primera columna por 3. (b) Restar la primera columna de la segunda.
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4.1.5. Secuencias de transformaciones elementales. Parte I
Considere la aplicacién de una secuencia de k transformaciones elementales sobre las columnas de A:
(A, ) )
2 Tle—1) T

Denotamos la aplicacién dicha secuencia con A"‘r""k' Es facil ver que dicha aplicacion es equivalente al
producto de A por una secuencia de k£ matrices elementales:

Arr = (o) o)) = (A ) Y = Al) (1),

T, ¢ —
(k—1) T

En particular, si A = | entonces

L, = (1) - (07) | (4.2)

es decir, la matriz (I Tl“"rk) es producto de matrices elementales; y por tanto

Arr=A(l...)

k

EJErciciO 28. Demuestre que la aplicacién de una secuencia de transformaciones elementales de las columnas
es un operador lineal.

Puesto que la aplicacién de una secuencia de transformaciones elementales es un producto de matrices:

A, . =A(L)--(1,) = A(l,l..,k)

la aplicacién de una secuencia de transformaciones elementales de las columnas es un operador lineal.

Notaciéon Denotaremos una secuencia de k trasformaciones de las columnas de A con el siguiente esquema:
7'1 ‘rp.Jrl

1 T2 T3 Tk : +p ""k
A—A, —A;, — - —A, . oagregando varios pasos A — A, . —— A,
P

Tk.

. .y . 0 1 .

Por ejemplo, la sucesién de transformaciones A . . donde A = , se escribe como:
(3)21[(2)1+2] 704

-

, - ((3)2]
0 1 5] w2, |0 3 5| i+ |0 3 5| bi 0 1 5 @142 [0 3 5
70 4 17 0 4 |7 14 4|7 O Dremcomo 70 4 o144

Alternativamente podemos expresar una secuencia de transformaciones elementales mediante productos de
matrices elementales. Por ejemplo, para la secuencia anterior:

015} {015] {035]

= | I = )

{7 0 4] 70 4 ([(;2])([(2)L2]) 7 14 4
[(3)2]

[(2)1+2]

[Libren’a NACAL para Python]
TC (2,3,8) ) & TC (-7,1) ) & TC (-1,3,1) ) |

T
((2)3+4]
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4.1.6. Intercambios

Aunque solo hemos considerado como transformaciones elementales las de Tipo I y II, la mayoria de
manuales de Algebra Lineal consideran como tercer tipo el intercambio:

Intercambio: T — intercambia los vectores i-ésimo y j-ésimo.
[i=3]

[Libreria NACAL para Python]
‘ T(C {1, 3} ) # intercambia los wvectores primero y tercero ‘

r
[1=3]

Definicién 4.2 (Matriz de intercambio). Cualquier matriz obtenida tras intercambiar las columnasp y q de
la matriz identidad de orden n: | .

[p=ad]

Puesto que en | . solo han cambiado las columnas p y ¢ de I, se deduce que | , es simétrica:

[p=4q] [p=q]
| . 1 si k=q vy j=p
S1 ) =
la S =P L si k=p vy j=g¢
<|T> = I|p S1) =¢q = (I‘r) = 1 k= = IT ;
p=al” |; |, sij#pa k| p=d” | s =J#D.q | p=al” g

0 en el resto de casos

es decir, transponiendo (intercambiando los indices k y j) la matriz no cambia. Por tanto:

toda matriz intercambio | . es simétrica.
[p=4d]

No consideramos el intercambio como una transformacion elemental puesto que en realidad es una sucesién
de transformaciones elementales de Tipo I mds una transformaciéon de Tipo IT que multiplica una de las
dos columnas intercambiadas por —1. El siguiente ejercicio le pide que lo compruebe.

EJERCICIO 29.

(a) Mediante una secuencia de transformaciones elementales Tipo I y II transforme | en la matriz | , .
3x3 [1=2]

(b) Mediante el producto de las matrices elementales correspondientes a los pasos dados en el apartado
anterior obtenga la matriz intercambio | . de orden n.

[i=4]
[Libreria NACAL para Python]
i=2; j=4 # indicamos quienes son j e %
I(4) & TC [(-1,7),(-1,7,i),(1,i,3),(-1,j,1)] )# aplicacion de lista de transf. elem
#I(4) &8 T( {2,5}F ) # es mas sencillo aplicar intercambio
1 0 0 0
0 0 01
0 010
01 00

I . se puede factorizar en un producto de matrices elementales Tipo I y una matriz elemental Tipo II,

(i=4)

(que multiplica por —1 una de las columnas intercambiadas) cuando i # j. Si ¢ = j, entonces | , =1.
li=4]
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Intercambio de las columnas de A:

A, = Alj; sik =i (es decir, en la posicién i se coloca la columna j)
(A - =qA; =Al; sik=j (es decir, en la posicién j se coloca la columna i) » = A1l
S A, = Al en el resto de casos se mantienen las columnas en su sitio Bk
a 0 0 a 0 0[]0 1 O
Si A= |b b 0], entonces A :A(I - ): b b 0] |1 0 O] intercambia las columnas 1y 2.
c ¢ c (1=2] (1=2] c c c| |0 0 1
[Libreria NACAL para Python]
a, b, ¢, = sympy.symbols('a b c') # definimos variables simbélicas
A = Matrix([ [a,0,0], [a,b,0], [a,b,c] 1)# definimos Matriz fila a fila
A& TC{1,2} ) # intercambio de las dos primeras columnas
0 a O
b a 0
b a ¢

4.1.7. Permutaciones

Mediante una sucesién intercambios se logra un reordenamiento o permutacion de vectores.

Permutacién: 7 — reordena una lista mediante una sucesién de intercambios.
(0]

Definicién 4.3 (Matriz permutacion | ;). Cualquier matriz obtenida tras realizar un nidmero arbitrario de
(ol
intercambios entre las columnas de la matriz identidad.

[Libren’a NACAL para Python]
I(4) & TC [{1,3}, {4,2}, {3,2}] ) # ejemplo de matriz permutacion

O = O O
S o O
— o O O
oo~ O

Por definicién, una matriz permutacién se puede factorizar como producto de matrices intercambio. Aunque
las matrices intercambio | , son simétricas, las matrices permutacién |, no son simétricas en general:?

[p=4q] [O]
0 0 1110 1 O 0 0 1

(t,)1,)=1]010[|L 0O =100

[1=3] [1=2] 1 0 0 0 0 1 0 1 0

2el producto de dos matrices simétricas es simétrico si y solo si dichas matrices conmutan, es decir, si AB = BA.
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El intercambio, 7T , es una secuencia de transformaciones Tipo I junto a una de Tipo II (que multiplica
[i=4]
por —1 uno de los vectores). Las matrices intercambio, | , , son simétricas y su cuadrado es la matriz
li=31
identidad (es decir, “intercambiar dos veces los mismos vectores nos deja como al principio”).

Una secuencia de intercambios da lugar a un reordenamiento de los vectores. Llamamos matriz per-

mutaciéon al resultado de aplicar una sucesién de intercambios sobre las columnas de |I. En general las

matrices permutacion |, no son simétricas.
[l

4.2. Eliminacién por columnas

Definicién 4.4. Llamamos pivote de una columna no nula, a su primer componente no nulo, y posicién de
pivote al indice de la fila en la que estd el pivote.

Definicién 4.5. Una matriz K es pre-escalonada si las componentes a la derecha de cada pivote son nulas.

Ejemplo 8.
00 00
00 0 7
K=1]0 0 0 6
3 000
6 0 1 0

El pivote de la primera columna es 3, el de la tercera es 1, y el de la cuarta 7. La posicién de pivote de la
primera columna es 4 (cuarta fila), la de la tercera es 5 (quinta fila) y a de la dltima es 2 (segunda fila).

4.2.1. Método de eliminacién (o eliminacién de “Izquierda a derecha”)

El método de eliminacién consiste en pre-escalonar una matriz mediante transformaciones elementales,
es decir, en lograr una matriz en la que todas las componentes a la derecha de cada pivote son nulas:

r
0 1 0 [(1)1+42] 0

0 1 [(~1)2+3] (~2)143] L0
9 9 o LTy o 4| 2 e o g
2 -8 1 2 -8 9 2 -6 5

Toda matriz se puede pre-escalonar mediante transformaciones elementales. jPrdcticamente el resto del curso
descansa sobre en este teorema! Lo demostraremos por inducciéon: demostrando que si es cierto para cualquier
matriz de n columnas, también lo es para cualquier matriz de n + 1 columnas.

Teorema 4.2.1 (Eliminacién). Para toda A existe una secuencia Ty - - 7, tal que A . . . es pre-escalonada.

Demostracion. Por induccion sobre el numero de filas de A.

PASO DE INDUCCION: Supongamos que A tiene m filas y que el resultado es cierto para matrices de
(m — 1) filas. Es decir, existe una sucesién 7, --- 7, de trasformaciones elementales de las columnas tal que

A.,.l...,.k = mel K - J ; y donde la submatriz K es pre-escalonada.

Entonces A ... 7 también es pre-escalonada si se da alguno de los siguientes supuestos en la tltima fila:
» Supuesto 1. La tltima fila es nula, es decir, b,,; = 0 para j = 1:n.

= Supuesto 2. Son nulos los componentes de la ltima fila que estdn bajo las columnas nulas de K (como
en el caso de la segunda columna del Ejemplo 8).
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= Supuesto 3. De los componentes de la tltima fila situados bajo las columnas nulas de K, solo uno es
distinto de cero, y las componentes a su derecha son nulas (como en la tltima fila del Ejemplo 8, donde
1 es el primer componente no nulo de aquellos con una columna de ceros por encima).

Si no se da ninguno de estos supuestos, entonces necesariamente se da el siguiente caso:
= como no se da el supuesto 1, la dltima fila es no nula.
= como no se da el supuesto 2, la iltima fila contiene algin pivote.
= como no se da el supuesto 3, a la derecha del primer pivote en la tltima fila hay coeficientes no nulos.

Si by, es el primer pivote de los situados en la tltima fila (i.e., de aquellos componentes situados bajo las
columnas nulas de K, es el situado més a la izquierda), podemos eliminar los componentes a su derecha

L ) L - bonj , .
restando de cada columna j-ésima (con j > r) la columna r-ésima multiplicada por ( b—J) Asi, aplicando la

mr
secuencia de transformaciones *

[(%)rﬂ] para todo j >,

obtenemos una matriz que cumple el Supuesto 3.

BASE DE INDUCCION: Se prueba igual que en el paso de induccién, pero sin K, es decir con una matriz
A con una sola fila y donde A, es la primera columna no nula. O

Llamaremos a este Método “Eliminacién de izquierda a derecha” o sencillamente “Eliminacion”.

[Libreria NACAL para PythonJ

A = Matrix( [ [03252], [1’_29_8]’ [1,1’1] ] )

Elim(A,1) # Eliminacién por columnas
0 2 2 T 0 2 0 ]@+ 79 2 0
1o g | I L [ O g g
1 1 1 1 1 0 1 3 6

El método de eliminacién estd implementado en NAcAL, pero es importante que usted sepa aplicarlo con
l4piz y papel (o mejor atin, que sepa programarlo). *

4.2.2. Método de eliminacién Gaussiano

Definicién 4.6. Decimos que la matriz L es escalonada, si toda columna que precede a una no nula Ly, es
no nula y su posicion de pivote es anterior a la posicion de pivote de L.

(Esta definicién implica que a la derecha de cualquier pivote solo puede haber ceros).

En una matriz escalonada las columnas no nulas estdn a la izquierda y las nulas a la derecha (si las
hubiere). Ademés, conforme nos movemos de izquierda a derecha, los pivotes aparecen cada vez mas abajo,
es decir, los pivotes describen una escalera descendente (de ahi el nombre de matriz “escalonada”).

Ejemplo 9.

,_
Il
coo o
wo oo
o ooo
cooco

6 0

El pivote de la primera columna es 7, el de la segunda es 3 y el de la tercera 1. La posiciéon de pivote de la
primera columna es 2 (segunda fila), la de la segunda es 4 (cuarta fila) y la de la tercera es 5 (quinta fila).

3que no modifican K puesto que por encima del pivote by, todo son ceros
4Use el médulo solo para verificar los resultados que usted ha obtenido previamente usando lapiz y papel.
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Fijese que aunque toda matriz escalonada es pre-escalonada, las matrices pre-escalonadas no suelen ser
escalonadas (Ejemplo 8 en la pagina 49).

Toda matriz se puede escalonar mediante transformaciones elementales tal como afirma el siguiente

Corolario 4.2.2 (Eliminacién Gaussiana). Para toda A existen T, --- T, tales que A -, €5 escalonada.

Demostracion. Basta pre-escalonar A y reordenar sus columnas para que los pivotes describan una escalera
descendente, dejando las columnas nulas a la derecha de las no nulas. O

Dicho procedimiento se denomina Método de Eliminacion de Gaussiano.

[Libreria NACAL para Python]

A = Matrix( [ [0,2,2], [1;_2:_8]: [1’1’1] ] )
L = E1limG(A,1) # Eliminacion Gaussiana por columnas
[(2)71-+2]
0 2 2 [(_1‘l)'2+3] 0 2 0 [(6)123] 0 2 0 [1;2] 2 00
1 -2 8f——]1 -2 6| —> |1 0 O 01 0
1 1 1 1 1 0 1 3 6 3 1 6

4.2.3. Método de eliminacién Gauss-Jordan

La eliminacién gaussiana se pude llevar més lejos, obteniendo una forma escalonada reducida.

Definicién 4.7. Decimos que una matriz R es escalonada reducida, si es escalonada, todos los pivotes son
“unos” y los componentes situados a derecha e izquierda de los pivotes son cero.

Ejemplo 10.

O ONoe = O
O~ O OO
—_— o o oo
OO O OO

Corolario 4.2.3 (Eliminaciéon Gauss-Jordan). Para toda A existen T, - -- 7, tales que A . .. r, €s escalonada
reducida.

Demostracion. Basta escalonar la matriz, y con cada pivote eliminar el resto de componentes no nulos de su
fila. Después se divide cada columna no nula por el valor de su pivote para lograr los “unos”. O

Dicho procedimiento se denomina Método de Eliminacion Gauss-Jordan.

[Libreria NACAL para Python]
A = Matrix( [ [0:2:2]: [1:_2:_813 [13111] ] )
R = E1imGJ(A,1) # Forma escalonada reducida
T T
T 2)1 L
[(—1)2+3] [(i(l))sﬂ]q] &g%%
[(2)1+2] T [(6)2] [
0 2 2 [(6)1+3] 0 20 1=2] 200 [(=1)3+2] 400 [(3)3] 100
1 -2 8 —11 0 0 —— [0 1 Of ——— |0 6 O0Of ——= |0 1 O
1 1 1 1 3 6 3 1 6 0 0 6 0 0 1
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Cualquier matriz se puede pre-escalonar, escalonar o escalonar y reducir mediante una secuencia de trans-
formaciones elementales.

= Una matriz K es pre-escalonada si las componentes a la derecha de cada pivote son cero.

= Una matriz L es escalonada si esta pre-escalonada y los pivotes describen una escalera descendente
(cada pivote estd més bajo que el pivote de la columna anterior) y las columnas nulas (si las hubiere)
estan todas a la derecha de la matriz.

= Una matriz R es escalonada reducida si es escalonada, cada pivote es un “1” y el resto de componentes
de su fila son ceros (por ejemplo, la matriz identidad es escalonada reducida).

Apendices a la leccion
4.A. Transformaciones elementales de las filas

Casi todos los manuales de Algebra Lineal aplican las transformaciones elementales principalmente sobre
las filas. Aqui usaremos las transformaciones sobre las filas en la Pagina 70 para demostrar la Proposi-
cién 5.2.4; y seran fundamentales para diagonalizar matrices cuadradas tanto por semejanza como por
congruencia (Parte VI del libro). Este apéndice trata las transformaciones sobre las filas de una matriz y
su relacion con las transformaciones sobre las columnas.

La primera observacién es que siempre podemos aplicar una transformacion elemental a las filas de A
sencillamente transformando las columnas de AT, y transponiendo de nuevo el resultado. Asi concluimos que

(A1) )T = (AD1)T = (1)) ((A)T) = (1,)7)A,

donde (I .,.)T es una matriz elemental (por ser la transpuesta de una elemental —Nota 3 en la pagina 45).

Por tanto, al multiplicar por la izquierda de A, por una matriz elemental, transformamos las filas de A.
Ello sugiere usar la notacion ,A para la transformaciéon 7 de las filas de A;

A= (1,)A.

Consecuentemente .l denota la transformacién 7 de las filas de I; es decir,”

Asi pues,
A= (.,.I)A.
Ademas, como el producto de matrices es asociativo y I.,.l,,,,,.k =l; - I.,k, deducimos que
T _ T _ T T _ _
(Mreor)t = (1) = () (1) = 20l = 4 p ] (4.3)

Noétese que al transponer no solo cambiamos de lado los subindices, sino que también invertimos el orden de
la secuencia de transformaciones (de manera similar a cuando se transpone un producto de matrices).

Por todo lo anterior, denotaremos con la transposicién a la operacién de invertir el orden de una secuencia
de transformaciones elementales:

(ry- 1) =71y (4.4)

5{Ffjese que nuevamente la transposicién supone cambiar de lado el subindice!
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[Libreria NACAL para Python]

Tr = T( [(66,1,2), {3,2}, (4,1)]1, 'h' )

Tr
T T T
[(66)1+2][2=3][(4)1]
[Libreria NACAL para Python]
~Tr # La transposicion invierte el orden
T T T
[(4)1][2=3][(66)1+2]
[Libreria NACAL para Python]
I(3) & Tr
4 0 66
0 0 1
01 0
[Libreria NACAL para Python]
(~Tr) & I(3) # transpuesta de la matriz anterior
4 0 O
0 0 1
66 1 0
Matrices simétricas. Por (4.3) y (4.4) sabemos que (l Tl.._Tk)T = 7.7l = (,...r)7|. Consecuentemente
la matriz 'T&“'Tk es simétrica si y solo si
(Tli..fk)Tl = I,,.l....,.k. (4.5)

[Libreria NACAL para PythonJ
p = T([(9,2), (18,1), (-1,2,1), (fracc(1,9),1), (-1,1,2), (fracc(1,2),2)], 'h')
p

T T T T T T
[(9)2][(18)1][(—1)2-+1][(5) 1] [(—1)1+2][(3)2]

[Libren’a NACAL para Python]

(~p & I(2)) == (I(2) & p) # matriz simétrica si se verifica la igualdad

True

[Libreria NACAL para Python]

I(2) & p # veamos que efectivamente la matriz es simétrica
2 -1
-1 5
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Una secuencia de transformaciones elementales se comporta casi como un producto de matices:
fijese que aunque la secuencia T;--- 7, no es un producto de matrices... jcasi se puede interpretar como
tall... Tan solo falta que las transformaciones actiien sobre una matriz para saber el orden n de las matrices
elementales, y entonces si actian como un producto de matrices elementales. De tal manera que al igual que

ABT :(BT) (AT)7 también

T T
(A"'l"“"k) = (A(Iflfk)) = (fk"'fll)(AT) - (Tk"'n)(AT) - (T m )T (AT)
Por (4.3) y (4.4) sabemos que
T
Tk"'Tll = (T1"'Tk)Tl = (I"'l"""k) :
No obstante, en general tanto
mer VF rr como P It I P
salvo cuando | o7, €5 simétrica, en cuyo caso ya hemos visto que T "'1| =l,..,.

(fijese en el orden de las transformaciones tanto en las igualdades como en las desigﬁaldades).

Por tltimo, nétese que incluso cuando operamos con las filas, la notacion sigue siendo asociativa:

(r,.r A)B = (AB)

T T,

Asi que podemos escribir sencillamente . ... AB.
1 k

Notaciéon para una secuencia de transformaciones sobre las filas de una matriz. De igual modo
que una secuencia de transformaciones de las columnas se puede expresar de varias formas, también dispo-
nemos de representaciones alternativas para una secuencia de transformaciones de las filas de una matriz.
Por ejemplo:

100 10 0 4 00
01 0|= 01 0l=|0 01
00 1 00 1 66 1 0
T T T T
[(4)1)[2=3)((66)1+2] [(4)1]
[2=3]
(66)1+2]
es decir, , , - A:(TI)<TI>(T I)A: . A
[(4)1]2=3)[(66)1+2] (@n / \p=s / \i66)1+2 [(4)1]
[2=3]
(66)1+2]

Al operar sobre las filas, las primeras transformaciones en actuar son las que quedan maés a la derecha de

T T T o mas abajode T
[(4)1][2=3][(66)1+2] [(H1]
[2=3]
[(66)1+2]

Ademas, para indicar que una secuencia de transformaciones actta sobre las filas de una matriz, escri-
biremos las abreviaturas por debajo de las fechas. Por tanto, los pasos en el esquema de la transformacién

+ = + | son los siguientes:
[(4)1][2=3][(66)1-+2]

1 00 1 00 1 00 4 0 0
01 0|——|6610|—0o01|—]0 01
0 0 1| ey 0 0 1| el [ 66 1 0| by | 66 1 0



4.A.1. Matriz escalonada por filas

Definicién 4.8. Una matriz estd escalonada por filas si su transpuesta estd escalonada por columnas.

[Libreria NACAL para Python]

A = Matrix([ [0,2,2], [1,-2,-8], [3,6,-6]1 1)
U = E1limGF(A,1) # Escalonamiento operando con las filas
0 2 2 0 2 2 0o 2 2 —6

T

3 6 —6 | [(—3)2+3] 0 12 18 [(—61)'1-1-3] 0 0 6 [1;2]
[(1)14-2]

1 0
1 -2 38— 1 -2 8|——1 0 —6|——1]0 2 2
0 0

)

(recuerde que en el paso intermedio primero actua 1 yluego T
[(1)1+2] [(—6)1+3]

4.B. Transformacion elemental “espejo” de otra transformacién

Usaremos las transformaciones “espejo” en la Leccion 16 cuando veamos matrices semejantes. Silo prefiere,
puede posponer la lectura de esta seccién hasta ese momento.

Resulta que podemos obtener una misma matriz elemental operando sobre las filas o sobre las columnas
de la matriz identidad. Si la matriz elemental es de Tipo I, por ejemplo | , | es facil verificar que

[(c)2+3]
1 1 1
1 = 1 al = 1
1 1 1
T T
[(a)3+2] [(0)2+8]

En general, para una misma matriz elemental de Tipo I tenemos que

=1,

T .
[(e)k+37] [(e)d+k]

Fijese en el intercambio entre los indices j y k en funcién de si se transforman las filas o las columnas de la
matriz identidad. Es decir, la transformacién elemental necesaria para crear una matriz elemental de Tipo I
es distinta en funcién de si actuamos sobre las filas, o sobre las columnas de I.

A falta de mejor nombre, llamaremos a cada una de estas transformaciones el “espejo” de la otra:

Definicién 4.9. Llamamos espejo de T (que denotamos con “esp(T)”) a aquella transformacion elemental
que actuando por el otro lado de la matriz identidad arroja el mismo resultado; es decir

)
=1, ¢ ,1=1

esp(T) esp(T)
El espejo de una transformacién elemental Tipo [ T es a la transformacién que resulta de inter-
[(a)j+k]
cambiar los indices j y k, es decir,
esp( T ) = T .
[(a)j+k] [(a)k+3]

En cuanto a las transformaciones elementales Tipo II y los intercambios... json su propio “espejo”! pues
tanto las matrices elementales Tipo II como las matrices intercambio son simétricas (I, = -1 = cp(r)l).
Por ejemplo

1 1 1 1 1 1

T T T T
[(a)2] [(e)2] [2=3] [2=3]
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Ademas, el espejo de una sucesion de transformaciones elementales es la sucesién de transformaciones espejo:

esp(Ty)...esp(T,) = esp(Ty -+ T} );
es decir

esp(‘rl)...esp(fk)l = esp(‘rl»--'rk)l = I‘rl---'rk

[Libreria NACAL para Python]
Tr = T((3,2,1)) & T((-2,3,2)) & T((7,1,3)) & T({2,3}) & T((20,1)) # Suc. transf.
A =1I(3) & Tr # Transformacién de las columnas de la Identidad
B = Tr.espejo() & I(3) # Transformacion espejo sobre las filas de la Identidad
A == # Verificacion de que A y B son tguales

True

Matrices simétricas. Por la Ecuacién 4.5 deducimos que la matriz | 7T, €5 simétrica si y solo si

esP("H“‘Tk)I = I"'1“‘Tk = (T1"‘Tk)TI'

[Libreria NACAL para Python]

p = T([(9,2), (18,1), (-1,2,1), (fracc(1,9),1), (-1,1,2), (fracc(1,2),2)], 'h")
p

T T T T T T
(O2[A)[(=1)2+1][(5)1] [(=1)1+2][(5)2]

[Libreria NACAL para Python]

(p.espejo() & I(2)) == (~p & I(2)) # matriz simétrica st se verifica la igualdad

True

[Libreria NACAL para Python]

p-espejo() & I(2) # veamos que efectivamente la matriz es simétrica
2 -1
-1 5

Atin cuando ¢ P Tk?l = .. = (1 ,.k)TI (Ror ser |, ... 7, Slm/etlrlca)7 las tres sucesll(/)nes de transfor-
maciones son en general distintas. En el ejemplo de més arriba: la sucesién 7y - - - 7, la sucesién esp( 1 --- 7;,)
y la sucesién (7 --- 7;,)" son respectivamente

) T y T
(9 ) ] [(9)2] [(3)2]
[(18)1] [(18)1] [(=1)142]
[(=1)2+1] [(=1)1+2] [(3)1]
[(3)1] [(5)1] [(—1)2+1]
((=1)1+2] [(=1)2+1] [(18)1]
[(3)2] [(2)2] ((9)2]

(si se fija en los indices de las dos primeras sucesiones verd que las tres son distintas).
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Espejo de la inversa de una transformaciéon elemental. Cuando una trasformacién elemental deshace
la operacion realizada por otra se dice de ambas que “una es la inversa de la otra” 6.

Por ejemplo, si sumamos el triple del vector @ al vector y, podemos deshacer (o invertir) la operacién
restando el triple de  a y. Asi, la transformacién inversa de T es T .
[(a)j+i] [(—a)3+i]
De manera similar, si multiplicamos por 2 un vector, podemos deshacer (o invertir) la operacién dividiendo
dicho vector por 2. Asi tenemos que transformacién inversa de T es T .
[(a)s] [(%)4]

Consecuentemente, empleando las transformaciones espejo concluimos que

- I - =1 y que s =0
[(—a)i+i] [(@)i+]] [(%),} [(e)d]

asi, si denotamos con 77! la inversa de T, tenemos que

esp(‘r)'ll T esp( ‘r'l)l T

y en general, para una secuencia de transformaciones elementales”

esp(mym) e

[Libreria NACAL para Python]

Tr = T((3,2,1)) & T((-2,3,2)) & T((7,1,3)) & T({2,3}) & T((20,1))
(Tr**-1) .espejo() & I(3) & Tr

OO
o = O
_ O O

Veremos que la Leccién 16 se basa en aplicar, a matrices cuadradas, transformaciones de la forma

S'AS = (I;r) A(lrin) = cop(rmy Blrr = copirory Aryn,
donde S = brr -
La Leccién 18 se basa en aplicar, a matrices simétricas, transformaciones de la forma
B'™AB = (1. )'A(lpyr) = (rr)tAlrr = (rr)rArr,
donde B=1, ..

La Leccién 17 es un caso especial en el que se aplican, a matrices simétricas, transformaciones de la forma
=il
Q AQ

donde Q = I.,.l‘,,,,.k es tal que Q' =QT, es decir, tales que esp( Tl_”,rk)—ll = (Tl,‘,rk)TI; por lo que es un

caso particular de lo tratado tanto de la Leccién 16 como en la Leccion 18.

6La Leccién 5 trata sobre este tema.

"véase la Seccién 5.A en la pagina 71 la justificacién para la notacién: esp( T ‘rk)_l.
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LECCION 5

Inversa de una matriz. Rango de una matriz

Matrices invertibles por un lado. Decimos que A es invertible por la derecha si existe otra matriz B
tal que AB = 1. Y decimos que A invertible por la izquierda si existe otra matriz B tal que BA = |. Esta
leccién se centra en las matrices cuadradas e invertibles por ambos lados a la vez...

5.1. Matrices invertibles

Definicién 5.1 (Matriz invertible). Se dice que A es invertible (o tiene inversa) si eziste otra matriz B del
mismo orden tal que
AB =BA =1.
(nétese que AB = BA implica que A y B son necesariamente cuadradas).
Pues bien, si A es invertible su inversa es tnica:

Proposicién 5.1.1 (La inversa es tnica). Si A, B y B’ verifican que

AB = BA = | yque AB’ =B'A =1
entonces B y B’ son iguales.
Demostracién. En efecto: B = Bl = B(AB’) = (BA)B’ = IB’ = B'. O
BA=I
1=AB’ =

La unicidad nos permite dar una definicion de “la” matriz inversa de A:

Definicién 5.2 (Matriz inversa). Si A es invertible, denotaremos con A™ a la tinica matriz tal que
AAY) =(AHA =1,

. . -1 ..
Ademds diremos que A™ es la matriz inversa de A.

Definicién 5.3 (Matriz singular). Si una matriz cuadrada no tiene inversa se dice que es singular.

A continuacién veremos varias propiedades de las matrices inversas. En particular, que el producto de
matrices invertibles es invertible; que la transpuesta de una matriz invertible también es invertible; y que si
una matriz tiene alguna fila o columna nula, entonces no es invertible.

EJercicio 30. Demuestre las siguientes proposiciones:
(a) Proposicién 5.1.2. Si A y B (de orden n) tienen inversa entonces: (AB)_1 = (B_l) (A_l).

(b) Proposicién 5.1.3. Si Ay,..., A, tienen inversa, entonces| (Aj---Ap)™" = A7 - AL

Pista. (Ar---Ay)" = (A1(As---Ay) " = (Az---Ay) " (ADY).
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(c) Proposiciéon 5.1.4. Sea A de orden n y sea B invertible de orden n. Entonces AB es invertible si y
solo si A es invertible.

(d) Proposicién 5.1.5. Sea A invertible de orden n y sea B de orden n. Entonces AB es invertible si y
solo si B es invertible.

(e) Proposicion 5.1.6. Si A de orden n tiene inversa entonces la inversa de AT es: (AT)_1 = (A'I)T.

Pista. Recuerde que BTAT = (AB)" y apliqueloa AT(A™)T ya (A™)TAT.

(f) Proposicién 5.1.7. Si alguna fila o columna de A es nula entonces la matriz es singular.

== | A es invertible si existe B tal que AB = BA = I; su inversa B es tnica y se denota con A™L.
= ¢l producto de matrices invertibles es invertible: (AB)_1 =B'A™

= la transpuesta de una matriz invertible es invertible: (AT)_1 = (A_I)T.

= Si alguna fila o columna de A es nula la matriz es singular (no tiene inversa).

5.1.1. Inversa de las matrices (y las transformaciones) elementales.
1= | iNo todas las matrices cuadradas son invertibles!

;Qué hace que una matriz cuadrada sea invertible?. .. Todo tiene que ver con las matrices elementales.
Veamos primero que las transformaciones elementales (y las matrices elementales) son invertibles.

Las transformaciones elementales son reversibles. Por ejemplo, sumar el doble de la primera columna a la
tercera, y luego restar el doble de la primera columna de la tercera, nos deja como al principio:

10 211 0 —2 10 0
A . ,:A(l,)(l,):Ao1o010=A010=A.
(2)148][(~2)1+3] (1487  [(~2)143] o0 1/]lo 0o 1 0 0 1

Algo similar ocurre cuando multiplicamos y dividimos una columna por a # 0:

1 0 0f|1 0 O 1 00
ATT:A(IT)(IT):AOLSO 0 L ol=Al0 1 0f=A
(©2(3)3] @27 N [(1)q 00 10 0 1 00 1
En general,
A T T =A T T =A y A T T =A T T =A,
[(Vi+311(—N)i+d] [(=N)i+3][(Vi+d] [(@sI[(L)4] [(2)s]lted]

es decir, para toda transformacién elemental 7 existe otra, que denotamos 77!, tal que
A(.,.-l),,. = A.,.(.,.—l) =A. (51)
Recordando que A, , = (A ,.1) .

= (A,.l) I -, podemos expresar (5.1) como
2

(M)l = (AL)l - = A;

si en particular A =1 tenemos que
(L), =0 ) =1 = (1) =(,)"

Asi pues, llegamos al siguiente
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Teorema 5.1.8. Para toda matriz elemental | ., existe otra matriz elemental | -1, tal que
(1) (1) = (1=) (1) = 1.

En particular, si i # j y a # O:

()OO0 )] s 60

r
[((=N)i+3] [(M)i+3] [(N)i+id] [((=N)i+5] [(i),] [(a)d]

)~

Como toda transformacién elemental es invertible, también lo es cualquier sucesién de transformaciones
elementales (por ejemplo un intercambio). Es decir, se verifica la siguiente

)

i’ N (1)

Proposicién 5.1.9. Si A es producto de matrices elementales, entonces existe B (también producto de
matrices elementales) tal que AB =1=BA  (es decir, si A = I.,.l....,.,c entonces es invertible).

Pero hay que tener en cuenta que la tltima trasformacion realizada ha de ser la primera en ser invertida
(como cuando uno se pone los calcetines y luego los zapatos. .. para descalzarse se empieza por los zapatos
y se finaliza por los calcetines); asi, si se realizan una serie de trasformaciones elementales en determinado
orden, se deshacen en el orden inverso —véase la Proposicion 5.1.3.

Cualquier matriz E=1, .. T, ©s invertible por ser producto de matrices elementales, en particular,

(I"'l“""k)(lflzl"""fl) = (I"'1) (I"'k) (ITI:I) (I"'l_l) = l"'l'”‘"k Tt T I;
por lo que podemos denotar 7' - -+ 77 como (7 - ‘rk)_l. Asf pues,

,,.1—1 = |(,,.1,,_,,.k)71.

E! =1_-

Uy 0

[Libreria NACAL para Python]

Tr = T([ (3,2), (5,2,3), (10,1,2) 1, 'h'); Tr # Secuencia de transformaciones
# el parametro 'h' es para mostrar
# la secuencia en 'h'orizontal

T T T
((3)2][(5)2+3][(10)1+2]

Trx*x(-1) # Inversa de la secuenctia de transf.

T

T T
[(~10)1+2)[(~5)2+3][(1)2]

A = I(3) & Tr # A: producto de elementales

B = I(3) & Trx*x(-1) # B es la inversa de A

A*B # Comprobacidén de que son inversas
100
010
0 0 1
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5.1.2. Matrices pre-escalonadas con inversa.

Como primer paso para encontrar un algoritmo que calcule la inversa, demostraremos que una matriz K,
de orden n, pre-escalonada y sin columnas nulas, se puede transformar en la matriz identidad | mediante
una secuencia de transformaciones elementales

Kpor, = K(ITl,,,,.k) =1 (Teorema 5.1.10).

=il . . =il
Consecuentemente, K™ es el producto de las correspondientes matrices elementales; |K™ = |.,.1.._ |

Teorema 5.1.10. Si una matriz K, de orden n, es pre-escalonada y sin columnas nulas, existen k trasfor-
maciones elementales tales que Ko . . =1.

Demostracion. Toda matriz pre-escalonada sin columnas nulas tiene pivotes en todas sus columnas; si ademas
es cuadrada, entonces tiene pivotes en todas sus filas (pues cada pivote ocupa una fila y columna distintas).

Por tanto, basta aplicar las k transformaciones 7, ... 7, de la eliminacién Gauss-Jordan (Corolario 4.2.3
en la pagina 51) que transforman K en su forma escalonada reducida K 73 que en este caso resulta ser
la matriz identidad de orden n (pues K, de orden n, tiene n pivotes). O

[Libreria NACAL para Python]

K = Matrix( [[0,5,0], [2,0,0], [6,9,3]11 )
R = E1limGJ(XK,1) # Forma Escalonada Reducida
T
: (i
[(=3)3+1] 2)2
0 5 0 [1;2] 5 0 0 [(—2)512] 5 0 0 [(1)3] 1 0 0
2 0 0 02 0|——1]0 20 01 0
6 9 3 9 6 3 0 0 3 0 0 1

Corolario 5.1.11. Si K es pre-escalonada y cuadrada, las siguientes propiedades son equivalentes
1. K no tiene columnas nulas
2. K es un producto de matrices elementales

3. K tiene inversa

Demostracion.
1. = 2. Si K no tiene columnas nulas, existen transf. elementales 7 --- 7, tales que K, .. r, = l; asi que
I = Kior =K(l-..0),
-1 -1 o -1
I(I Tl'”‘rk) = K(I Tl'"Tk) (I Tl”'Tk> ;  multiplicando ambos lados por (I Tl"'Tk) ,
-1
(I e ‘rk) = K>
donde (I Tl,,lrk)_l = I(Tl..,,_k)—l = I,.;l...,.l—l es un producto de matrices elementales.

2. = 8. {Ya se sabe! Proposicién 5.1.9 en la pagina anterior.

3. = 1. jYa se sabel... si tuviera columnas nulas seria singular por la Proposicién 5.1.7 en la pagina 60.
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[Libreria NACAL para Python]

(R.TrC)**-1 # inversa de la secuencia de Transf. de las
# Columnas en el proceso de eliminacion K —-> R

T T T T T T
((3)3][(2)2][(5)1][(2)3+2][(3)3+1] [1=2]

(compare con la salida del bloque de c6digo anterior y fijese cémo la primera transformacion inversa deshace
la dltima del bloque anterior, la segunda deshace la pentltima, etc.)

[Libreria NACAL para Python]

I(K.n) & ( R.TxC )*x-1  # al aplicar la inversa de las
#Transf. sobre I(3) recuperamos K

0 5 0
2 00
6 9 3

(K.n es el nimero de columnas de K, asi que I(X.n) es la matriz identidad de orden 3)
5.1.3. Matrices invertibles
15 | El siguiente corolario caracteriza las matrices con inversa. Ademas, nos dice cémo verificar si A es invertible:

= A es invertible si y solo si tiene alguna forma pre-escalonada sin columnas nulas.

Corolario 5.1.12 (Caracterizacién de las matrices invertibles). Dada A de orden n, las siguientes propie-
dades son equivalentes

1. Al (pre)escalonar A se obtiene una matriz sin columnas nulas.
2. A es producto de matrices elementales.

3. A tiene inversa.

Demostracion.

1. = 2. Por el Teorema 4.2.1 sabemos que existen 7, --- 7, tales que A, . = K es pre-escalonada; y si

K no tiene columnas nulas, entonces es producto de p matrices elementales, K = | S
p
Allnen) = (1)
-1 -1
A(IT1 Tk)(l'ﬁ'“‘rk) (ITl/ TI:)(IT1 Tk)
A = (l T{,__Té)(l(,-l...fk)'l) = IT{”"’}; ‘r,;l-~»‘r1'1’

2. = 3. iYa se sabe! Proposicién 5.1.9 en la pédgina 61

3. = 1. Sean T, --- T, tales que A (I P .,.k) = K es pre-escalonada. Entonces, puesto que I, ..., es invertible,
A es invertible si y solo si K es invertible (Proposicién 5.1.4 en la pagina 60).

O

Por tanto, para saber si una matriz cuadrada es singular o si es invertible, basta con aplicar la eliminacién
y verificar si la forma pre-escalonada encontrada tiene columnas nulas o no.
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[Libreria NACAL para Python]
A = Matrix( [ [2,-1,0], [-1,2,-1], [0,-1,2] 1 )
K = Elim(A,1) # una forma pre-escalonada de A
[2)2] (93]
2 -1 0 2 0 0 2 0 0
1)142 1)243
T T T N T T S e N I
0o -1 2 0o -2 2 0 -2 4
(Como A es cuadrada y la forma pre-escalonada K no tiene columnas nulas, A es invertible.)

Podemos ver las transformaciones que hemos aplicado para llegar a la forma pre-escalonada K con:

[Libreria NACAL para Python]

Tr = K.TxC # Transformaciones aplicadas a las columnas
T(Tr, 'h') # Las representaremos en 'h'orizontal

T T T T
((2)2][(1)1+2][(3)3][(1)2+3]

Aplicado la inversa de dichas transformaciones sobre K recuperamos la matriz original A:

[Libreria NACAL para Python]

‘ Matrix(K) & ( Tr*x*-1 ) # es A
2 -1 0
-1 2 -1
0o -1 2
Es decir, A = (I / _’_/) donde | - _» = K es pre-escalonada, como en la demostracién anterior:
1 [ PRI T Tp
2 0 O 2 -1 0

P
I
\
—
w
=
I
\
—
I\
\
—
I
>

T T T T
Hrespcheady | o 2 4 0 -1 2

T T T T
[(*I)HSI[(%):;} [(=D1+2] [(%)2}

15 | La siguiente proposicién nos ofrece una nueva caracteristica de las matrices NO invertibles:

= Si A tiene columnas que son combinacion lineal del resto, entonces es singular.

EJercicIO 31. Demuestre la siguiente proposicion.

Proposicién 5.1.13. Sea A de orden n; si alguna de sus columnas es combinacién lineal del resto (o si
alguna de sus filas es combinacion lineal del resto), entonces A es singular.

1= | Y ahora veamos que si A y B son de orden n y AB = I, entonces A y B son una la inversa de la otra.

Este resultado es de gran importancia, pues nos dice que para comprobar que una matriz cuadrada es
invertible, basta ver si existe inversa por uno cualquiera de sus lados.

Como nos apoyaremos en la eliminacion para su demostracion, no hemos podido ver antes este resultado.
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Proposiciéon 5.1.14. Para A y B de orden n se verifican las siguientes propiedades:
= 57 B es singular, entonces AB es singular.
= Si A es singular, entonces AB es singular.

» Si AB =1, entonces tanto A como B son invertibles y B = A™".

Demostracion. Vayamos punto por punto:

= Si B es singular, la ultima columna de cualquiera de sus formas escalonadas es nula. Consecuentemente
si E es invertible y tal que BE es escalonada, entonces la tiltima columna de ABE es nula. Y por tanto
ABE es singular, pero como E es invertible, necesariamente AB es singular.

= Como A es singular su transpuesta también. Por tanto BTAT es singular (punto anterior). Pero como
BTAT = (AB)T es singular, entonces su transpuesta AB también.

» Como | es invertible, por el punto anterior, A tiene que ser invertible, es decir, existe A™*. Multiplicando
ambos lados por A obtenemos el resultado deseado:

A'(AB)=A"l = B=A"

iYa tenemos las piezas para disenar un algoritmo que encuentre la inversa de una matriz!
(lo hace buscando la inversa por el lado derecho mediante eliminacién por columnas).

La eliminacién permite encontrar una forma pre-escalonada de toda matriz (Teorema 4.2.1 en la pdgina 49)
A Ty T, K,

y si K no tiene columnas nulas, aplicando Gauss-Jordan, se puede continuar con las transformaciones
elementales hasta reducir K hasta | (Teorema 5.1.10 en la pagina 62)

=1.
To+1) " Tk

Por tanto, la sucesion de k transformaciones elementales 7, --- 7, Tp+1) " Tk transforma A en |

Arr =A(l.r)=1

1

. . . -1 . . -1 .
es decir, si K no tiene columnas nulas, entonces | A =1, . m, bV si las tiene entonces A™" no existe.

[Libreria NACAL para Python]

a, b, ¢, d = sympy.symbols('a b c d') # definimos las variables simbélicas

A = Matrix([[a,b], [c,d]]) # definimos la matriz
R = E1imGJ(A,1) # Eliminacion hasta obtener la Identidad
Tr = R.TxC # Transformaciones de las Columnas

[a b} [(~2)1+2] [Z 0 ] (- )21 [a 0 } [ (7)) [

¢ d d— e

a

(asumiendo que a # 0 y que ad — be # 0)
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Ahora ya sabemos que aplicando las transformaciones sobre las columnas de | obtenemos la inversa

d b
10 — ad—be " ad—bc
0 1 < a
T T T

T " ad—bc ad—bc
[(= &)1+ [ (= adpe )2 +1] [(2) [(sa%we )]

[Libren’a NACAL para Python]

A x (I(2) & Tr) # comprobacion de que I(2) & Tr es la inversa de A

o 1]

...Pero aplicar k transformaciones elementales 7, --- 7, a las columnas de A hasta tener I, y después
aplicar dichas transformaciones a las columnas de la matriz identidad, 1 5 ... T puede ser bastante pesado.

(Hay alguna una forma de realizar ambas operaciones a la vez: la transformacién A.,.l_i..,.k =1lyla

transformacion 1, .., = A™'?
1 k

. s s . A
ISi! y es sencillisimo. .. basta “alargar” las columnas de A con | y entonces aplicar 7, --- 7, a H»

5.1.4. Secuencias de transformaciones elementales. Parte 11

Apilando A y B (ambas con el mismo ndmero de columnas), es decir, alargando las columnas de A
A . -
Bl podemos aplicar una transformacion elemental T a las columnas de esta
matriz “alargada”, y el resultado es equivalente a transformar tanto A como B y apilar luego las matrices

resultantes:
A -, Al |A,
B B . B,

A
de manera que la columna j-ésima {ﬁ» es la concatenacion de las columnas (A "')Ij y (B ")Ij'
T

poniendo las de B por debajo

Lo mismo ocurre si aplicamos una secuencia de k transformaciones elementales:

B
T T,

1 k

T Tk

Por tanto, si antes de realizar las transformaciones “pegamos” por debajo de A = { g (1) i ] la matriz |

de orden 3 y aplicamos algunas transformaciones:

0 1 5 01 0 - 01 0
7 0 4 T 7 0 4 (73] 7 0 0 [A -|
ﬁ, =11 0 0 w) 1 0 0 w} 1 0 —4 _ (=543 [(D3I[(— r1+3]
| I )
01 0 0 1 -5 0 1 -35 (=231 (N3] [(— 4y 18] J
0 0 1 00 1 0 0 7
entonces sin necesidad de multiplicar sabemos por una parte que
1o -4 010
" - - - =101 =35 ]: y por la otra que A L 5 = .
(=32 431D~ )143] 00 7 (=243 (D[~ )1+3] 700
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Asi pues, es facil encontrar la inversa de A: basta calcular la forma escalonada reducida de la matriz que
resulta de apilar A con la matriz identidad que tiene el mismo niimero de columnas:

Ejemplo 11.
501 . [5 07 100 11 o
Al |2 2wz o 2| (&) ] o0 1 | [A...
I |1 o0 1 0 1/5 0 o Ve oz,
0 1 1 1 1/5 —1/2
1/5 0 -1
Puesto que A, . = I, entonces I, . = /5 —1/2 =A

Método para encontrar la inversa de una matriz (cuadrada)

. . A
1. Con transformaciones elementales de las columnas encuentre una forma escalonada reducida de H .

2. Si en la matriz obtenida la submatriz R tiene columnas nulas, entonces A no tiene inversa.

[

3. En caso contrario, |, .., es la inversa de A.

[Libreria NACAL para Python]

A = Matrix([ [1, -1, -3], [0, 1, 0], [0, -1, 1] 1)
InvMat(A,1) # Calcula la inversa por eliminacion Gauss—-Jordan
1 -1 =3 1 0 O 1 00
0 1 O |4y |0 1 O . 01 0
0 -1 1 (31+43] | 0 —1 1 |[MW3+21 [ 0 0 1
1 0 0 1 1 3 1 4 3
0 1 0 0 1 0 01 0
0 0 1 0 0 1 01 1

5.1.5. Inversa de una matriz triangular

[y I Veamos primero que una matriz triangular no puede tener ceros en la diagonal principal y ser invertible.

Por ejemplo, la siguiente matriz no es invertible, pues es imposible encontrar un vector (z,y, z) tal que

1 b 0

a
0 = (1] =1p.

—= 0
SISO

Por una parte z es necesariamente cero, y por otra, con la primera y segunda columnas no podemos obtener
la segunda componente del vector del lado derecho. .. Ahora vayamos con la demostracién general.

Proposicién 5.1.15. Una matriz triangular invertible no tiene ceros en la diagonal principal.

Demostracion. Si A es triangular superior (si las componentes por debajo de la diagonal son nulas). jPuede
haber un cero en a11? (en la primera posiciéon de la diagonal). Puesto que las componentes por debajo de
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la diagonal son cero, si ademds a1 también fuera cero, entonces la primera columna seria nula, lo cual es
imposible dado que A es invertible. Por tanto a;; no puede ser cero.

i Puede haber un primer cero en la posicion j-ésima de la diagonal? Por ser el primer cero de la diagonal,
las anteriores componentes de la diagonal serian distintas de cero. Asi que aplicando eliminacién, podemos
anular todas las componentes por encima de a;;; pero como todas las componentes por debajo también son
cero (por ser la matriz triangular superior), anularfamos la columna; algo imposible, pues A es invertible. Asi
que a;; tampoco puede ser cero. (La demostracién es semejante para una triangular inferior) O

Si 7 --- T, es una sucesién de tranformaciones elmentales de T%po I de un proceso de eliminacién de
“izquierda a derecha”, la matriz I ... T, €S triangular superior unitaria, pues solo cambian las componentes
a la derecha de la diagonal, ya que ninguna columna es multiplicada por un escalar. Asi tenemos el siguiente

Teorema 5.1.16. La aplicacion de proceso de eliminacion de “izquierda a derecha” sobre un matriz identidad
da lugar a una matriz triangular superior unitaria e invertible.

Ahora considere una matriz U triangular superior unitaria. Para calcular su inversa basta aplicar la
eliminacién de “izquierda a derecha” mediante una sucesién de transformaciones 7;--- 7, que eliminen
todas las componentes a la derecha de la diagonal:

(de “izquierda a derecha”)

{I } ! k L } por tanto 1, . T, = U™ es triangular superior unitaria.
Ty Ty

Asi pues, tenemos el siguiente

Corolario 5.1.17. Si U es cuadrada y triangular superior unitaria, U™ también es triangular superior
unitaria.

1 b ¢ 1 0 O 1 0 0

0 1 e | [“plite 0 1 e . 0 1 0
Por ejemplo: 0 0 1 [(—c)1+3] 0 0 1 [(—e)2+3] 0 O 1

1 0 0 1 -b —c 1 —b be—c

0 1 0 0 1 0 0 1 —e

0 0 1 0 0 1 0 0 1

Si U no es unitaria, aunque si invertible, tras escalonar U por eliminacién, serd necesario dividir cada
columna por el valor de su correspondiente pivote (tiltima operacién en la eliminacién Gauss-Jordan). Conse-
cuentemente la inversa de U es triangular superior (por el proceso de eliminacién), pero no es unitaria (pues
el tltimo paso de la eliminacién Gauss-Jordan modifica la diagonal). Asi hemos demostrado la siguiente

Proposicién 5.1.18. Si U es triangular superior e invertible, U™ también es triangular superior.

Por ejemplo:

.
a b c . a O 0 a 0 0 [(1)1] 10 0
0 d e | [(-ty+2] | O d e . 0 d 0 (G2l |0 1 0
00 f| I3 o 0 f | [(=923 |0 0 f [(3)3] (1) Ob b1d
1 0 0 1 —g _g 1 _g be;iCd = _1117 Z;l)?
010 0 1 0 0o 1 - 0 1 -
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 i

Para terminar esta seccién, como la inversa de transpuesta es la transpuesta de la inversa (Proposicién 5.1.6
en la pagina 60), llegamos a los siguientes corolarios:

Corolario 5.1.19. Si L es cuadrada y triangular inferior unitaria, L™ también.

Corolario 5.1.20. Si L es triangular inferior e invertible, L™ también.
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5.2. Rango de una matriz

1=z | Vimos (Corolario 5.1.12) que si una matriz es invertible, ninguna de sus formas pre-escalonadas tiene
columnas nulas. Una generalizacién de este resultado da lugar a la definiciéon de rango que usaremos aqui.

Considere una matriz A tal que A = KB, donde K es una matriz pre-escalonada. Puesto que las columnas
de A son combinacién lineal de las de K, resulta que la posiciéon de pivote de cada una de las columnas no
nulas de A coincide con la posicién de pivote de alguna (solo una) de las columnas de K.

El motivo es que la posicién de pivote de la columna no nula A|; = KBy; es, de entre aquellas columnas
de K multiplicadas por coeficientes no nulos de B;, la posicién del pivote que se encuentre mas “arriba”, es
decir, la de menor posicién (recuerde que como K esté escalonada cada pivote en K ocupa una fila distinta).

Para verlo, nétese que si K tiene n columnas entonces, para toda lista 4y de indices entre 1 y n, no
repetidos y ordenados de menor a mayor, la submatriz K}, es pre-escalonada (pues como mucho habrin
desaparecido algunas columnas, por lo que sigue sin haber elementos distintos de cero a la derecha de cada
pivote). En particular, sea 4y la lista formada por los indices h tales que Kin ¥ nB); son distintos de cero, es
decir 4 = (h | Kin #0y By # O); y sea v la lista de indices de 1 a n que no estan en 4. Entonces, por la
Ecuacién 3.7 sabemos que

Aj; =KBj; = (Kiy) (4B);) + (Kiw) (4B};) = (Kiy) (+/B),;-

Sea i la menor posicion de los pivotes en K|, entonces (por ser preescalonada) el pivote con dicha posicién

es el tnico elemento distinto de cero en la fila i (Kh). Asi, como el sub-vector (,Y|B)|j no tiene elementos

nulos, necesariamente ;| A|; = il( h) ('”B)Ij # 0 es el pivote de la columna A;.

Resumiendo: sabemos que si A = KB (con K pre-escalonada), la posicién de pivote de cada una de las
columnas no nulas de A coincide con la posicién de pivote de alguna (solo una) de las columnas de K. Por
tanto, el conjunto de posiciones de pivote en K contiene al conjunto de posiciones de pivote en A (pues todas
las posiciones de pivote en A estdn en K).

Demostremos ahora que las formas pre-escalonadas de una matriz A tienen el mismo nimero de pivotes:

Supongamos que E = ITl'”Tkr y E = ITI/”_T/ son matrices tales quer AE = K y AE’ = K’ son

P
pre-escalonadas. Entonces las posiciones de los pivotes de K y K’ son coincidentes. Vedmoslo.

Como A = KE™, tenemos que
K’ = AE' = KE'E/;

por tanto las columnas de K’ = K (E'lE' ) son combinacién lineal de las de la matriz pre-escalonada K; asi

que el conjunto de posiciones de pivote en K contiene al de K’. Pero también K = K'(E’_lE)7 por tanto las
columnas de K son combinacién lineal de las de la matriz pre-escalonada K’; asi que el conjunto de posiciones
de pivote en K’ contiene al de K. Consecuentemente, ambos conjuntos son iguales. Y como ambas matrices
estan pre-escalonadas, es decir, como en cada matriz cada pivote ocupa una posiciéon distinta, necesariamente
ambas matrices tienen el mismo niimero de pivotes.

Este resultado nos permite dar la siguiente definicion:

Definicién 5.4 (Rango de una matriz). El rango de A es el nimero de columnas no nulas de cualquiera de
sus formas pre-escalonadas. Denotamos el rango de A con rg (A)

Es decir, el rango de A es el nimero de pivotes de cualquiera de sus formas pre-escalonadas.
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5.2.1. Algunas propiedades del rango de una matriz

Proposicién 5.2.1. Si E es invertible, entonces rg (A) =1g (AE).

Demostracion. Con ambas matrices se pueden obtener idéntica forma pre-escalonada A . ... - Veamoslo:

sea E = ITI/___T/, entonces A.,.l....,.]c = (AEE_l)_’_ oy, = (AE) O
P 1 k

(et ey
Proposicién 5.2.2. El rango de AB es menor o igual que el de B.

Demostracion. Sea E = |T1~~Tk tal que BE = L es escalonada. Entonces
= Aplicando la proposicién anterior tenemos que en particular: rg (AB) =rg ((AB)E).

= Por otra parte tenemos que (AB)E = A(BE) = AL, y si k es el ntimero de columnas nulas de la
matriz escalonada L, las 1ltimas k& columnas de AL son necesariamente nulas.

= Si realizamos transformaciones elementales sobre las columnas de AL de manera que no modificamos
las k ultimas, obtendremos una forma escalonada con al menos k£ columnas nulas. Por tanto, el rango
de AL es menor o igual que el rango de L, por lo que finalmente concluimos que

rg (AB) =rg (ABE) =rg (AL) < rg (L) =rg (B) O
Proposicién 5.2.3. Si E es invertible, entonces rg (EA) =1g (A)

Demostracion. La proposicién anterior nos indica que rg (EA) <rg (A), pero también nos indica que
rg (E'l(EA)) <rg (EA); por tanto rg (A) <rg (EA). Por tanto, rg (EA) =rg (A) O

Aplicando eliminacién gaussina por filas' a una matriz escalonada reducida R (anulando las componentes
por debajo de los pivotes y dejando las filas nulas por debajo de las no nulas), obtenemos una matriz S
escalonada reducida cuyos pivotes estdn en la diagonal principal. Asi, tanto S como su transpuesta son
diagonales (con idéntica diagonal); consecuentemente rg (S) =rg (ST):

[Libren’a NACAL para Python]

R = Matrix( [ [1,0,0,0], [-1,0,0,0], [0,1,0,0], [0,0,1,0], [0,0,2,0] 1)
S = E1imGF(R,1) # Eltiminacion Gaussiana por filas
= # transpuesta de S
1 00 0 1000 1000 1000
-1 0 0 0 0000 0000 0100
R=| 0 100|——s|0100|——]010O0|——|001°0]|=S
0 01 0| 42 |0 0 1 0| ((=ag5) |0 0 1 0| sZg |0 0 0 O
0 0 2 0 00 20 0000|1000 0
10000
gT_|0 1000
00100
00000

Aprovechemos este hecho para demostrar las dos siguientes proposiciones.

1Véase el Apéndice 4.A en la pagina 52
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Proposicién 5.2.4. Si R es escalonada reducida, entonces rg (R) =rg (RT).

Demostracion. Puesto que podemos encontrar una matriz invertible E = . .. - I tal que ER = S es diagonal.
Asi, por las proposiciones 5.2.3 y 5.2.1, y puesto que ET también es invertible:

rg (R) =1g (ER) =rg (S) =rg(ST) =rg (RTET) =1g (RT). O
Proposicién 5.2.5. rg (A) =rg (AT).

Demostracion. Sea E = ITl"'Tk tal que AE = R es escalonada reducida, entonces (aplicando la Proposi-
ci6n 5.2.3 en la dltima igualdad) tenemos: rg (A) =rg (AE) =rg (R) =rg (RT) =rg (ETAT) =rg (AT). O

Proposicién 5.2.6. El rango de AB es menor o igual que el de A.

Demostracién. rg (AB) =1g (BTAT) < rg(AT) =rg(A). O

[Libreria NACAL para Python]

Elim(A) .rango # rango es una atributo de la clase Elim
A.rango() # rango() es un método de la clase Matriz

Rango completo por columnas (por filas). Una matriz cuyas formas pre-escalonadas tienen pivote en
todas las columnas se dice que es de rango completo por columnas; y si tienen pivote en todas las filas se
dice que es de rango completo por filas.

Rango completo. Una matriz que es de rango completo tanto por filas como por columnas (y que por
tanto es cuadrada) se dice que es de rango completo.

Asi pues, por el Corolario 5.1.11, una matriz de rango completo es invertible, pues es cuadrada y sin
columnas nulas (por tener todas pivote).

Apendices a la leccion

Vamos a aclarar algo sobre la notacién empleada en la Seccién 4.B en la pagina 55. Recuerde que puede
posponer el estudio de las transformaciones elementales “espejo” hasta que llegue a la Leccién 16.

5.A. “Espejo” de la inversa de una secuencia de transformaciones
elementales

" -1 -1 . ; -
Fijese que cspr 1)l =11 = (17) 7 = (csp(m)]) = (esp(r)t1; es decir, que esp(T 1) = (esp(7))™".

Como esp(7 -+ 7,) = esp(7)...esp(T;,), y como (1 -7, )_1 = 7'...77'; tenemos que

esp((Ty - 'rk)'l) =esp(ri'... ') =esp(7;!)...esp( 1) = (esp( ) b (esp(my)) = (esp(my - Tk))_l;

’ ] . . -1
asi que podemos escribir sencillamente: | esp(7 --- 7},)

[Libreria NACAL para Python]

Tr = T((3,2,1)) & T((-2,3,2)) & T((7,1,3)) & T({2,3}) & T((20,1)) # Suc. transf.
(Tr**-1) .espejo() .t == (Tr.espejo()**-1).t # sson iguales?

True ‘
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Parte III

Subespacios y resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales
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LECCION 6

Espacios vectoriales y funciones lineales

El propésito de esta lecciéon es introducir terminologia abstracta que usaremos a partir de ahora. De paso
recapitularemos lo visto hasta aqui empleando la nueva terminologia.

Comenzaremos con los espacios vectoriales y las funciones lineales. Luego veremos formas de definir
espacios mas pequenos que uno dado (los subespacios) y espacios més grandes a partir de otros suespacios:
mediantes productos cartesianos y con funciones cuya imagen estd contenida en un espacio vectorial.

Casi cualquier espacio vectorial con el que se encuentre en otras disciplinas sera fruto de un encadena-
miento de espacios vectoriales de funciones y/o productos cartesianos, o subespacios de estos.

6.1. Espacios vectoriales

Para cualesquiera nidmeros reales a, b 'y ¢ (y empleando la suma y producto habituales) se verifica que:

l.a+b=b+a. 5. a(b+c¢) = ab+ ac.
2.a+(b+c)=(a+b)+ec 6. (a+b)c = ac+ be.
3. a+0=a. 7. a(be) = (ab)c.

4. a+ (—a) =0. 8. la=a.

También sabemos que si definimos la suma y el producto por escalares para R™ como:
(a+b) =ap+bs v (Ab), = Albp).

se verifican las siguientes propiedades (Proposicién 1.2.1 en la pdgina 9):

l.a+b=b+a 5. AMa+b)=Xa+ b
2.a+(b+ec)=(a+bdb)+c 6. (A+n)a=Xa+na
3.a+0=a 7. XMna) = (A\n)a

4. a+(-a)=0 8. la=a

Y si definimos la suma y el producto por escalares para R™*" (matrices de orden m por n) como

(A+B),=A;+B; v (M), =A(Ap),
se verifican las siguientes propiedades (Proposicién 1.5.1 en la pdgina 19):
1. A+B=B+A 5. A((A+B)=)MA+)B
2.A+(B+C)=(A+B)+C 6. A+nA=)A+nA
3.A+0=A 7. A(nA) = (An)A
4. A+(-A)=0 8. IA=A

A primera vista es evidente que subyace una estructura comin a R, a R™ y al conjunto de matrices R™*™

(con sus respectivas operaciones de suma y producto por escalares). Esta estructura se denomina espacio
vectorial.
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Definicién 6.1. Un espacio vectorial es un conjunto V de objetos' junto con dos operaciones que denomi-
namos: suma y producto por escalares.

En cuanto a los elementos de V:

= se denominan vectores y los denotaremos genéricamente con letras miniusculas en cursiva y con una
flecha por encima: T, Y, Z,...2

En cuanto a las operaciones:
= [a suma asocia cualquier par de elementos de V con otro elemento de V.

Dicho de otro modo, la suma de dos vectores, T e 3, de V es otro vector de V que denotamos ¥ + 7.
Esto se representa esquemdticamente con®

+ VXV =V
-7

(Puesto que sumando vectores de V se obtienen elementos V, se dice que V es cerrado para la suma).
La operacion suma debe verificar las siguientes cuatro propiedades:

- o

T+y=9y+7

1.

2.7+ (T+2)=T+9+7

3. Eziste un vector,*, que denotamos con 0 (vector nulo) tal que T + 0= 7, para todo ¥ € V.

4. Para cada 7 €V existe un vector, que denotamos con — 7 (vector opuesto) tal que 7 +(—7) = 0.

= el producto por escalares asocia cualquier par, formado por un un escalar y un vector de V, con un
vector de V.

Dicho de otro modo, el producto de a € R por @ €V es otro vector de V que denotamos a- T. Esto
se representa esquemdticamente con

- RxV=VY
(a,9) > a-7

(normalmente omitimos el “punto” y escribimos sencillamente a7, que llamaremos mailtiplo de 7) .
La operacion producto por un escalar debe verificar las siguientes cuatro propiedades:

5.a(T+7Y)=aZ +ay

6. (a+b)7 =a? + b7

7. (ab)Z = a(b)

8. 17 =7

Por tanto, y recordando lo visto en la Leccion 1, sabemos que el conjunto de niimeros reales R, el conjunto
de listas ordenadas R™ y el conjunto de matrices R™*™ (junto con las operaciones de suma y producto por
escalares definidas respectivamente en a cada conjunto) son espacios vectoriales.

EJERCICIO 32. Demuestre que

(a) si 7+ @ = 7 para cualquier 7, entonces necesariamente z = 0.
. = e d = - —>
(b) si 74+ @ = 0 entonces z = — .

Lobjetos del mismo tipo: o niimeros, o listas de niimeros, o matrices, o funciones, o polinomios, o variables aleatorias, etc.
2por tanto, segiin qué tipo de objetos contenga V), resultard que Z serd un nimero, o una lista de ntimeros, etc.

3Véase la Seccién 6.A.1 en la pagina 86 del apéndice a esta leccién.

4y por tanto V # ()
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Por tanto, en todo espacio vectorial los vectores 0 y, para cada 7, el vector opuesto son (nicos.

Notacién. En el caso particular de R™ usamos los simbolos a, x, 0, etc. para denotar las listas ordenadas
de nidmeros reales (i.e., los vectores de R™); y en el caso de R™*" usamos A, X, 0, etc. para las matrices
(1 e., los vectores de Ran) Pero en general denotamos los vectores de un espacio vectorial genérico V con
——)

0 etc.

Para denotar espacios vectoriales genéricos usaremos caracteres como: C, N, X, V, W...

Fijese que la definicién de espacio vectorial es abstracta, pues nada se dice sobre la naturaleza de los
objetos que constituyen el conjunto V), como tampoco sobre la definicion de las operaciones suma de
vectores y producto de un escalar por un vector; tan solo se enumeran las propiedades que deben verificar
las operaciones.

Consecuentemente, para definir un espacio vectorial concreto necesitaremos indicar qué elementos
constituyen el conjunto; y definir las operaciones (suma y producto por escalares) de manera que verifiquen
las propiedades indicadas. Implicitamente asi lo hicimos en la Leccién 1.

(véase el ejercicio a continuacién del recuadro)

EJercicio 33. Considere el conjunto de ntimeros reales positivos, R*, junto con las siguientes definiciones:
suma de @ e § es zy; y el producto de un escalar por el vector @ es x¢, es decir,

4+ RtxRt =R v - RxRt—=R
(Z,Y) —ay (¢, @) —a°

-
Demuestre que R* junto con las operaciones indicadas es un espacio vectorial. ;Quien es 0 en este caso?

6.1.1. Algunas propiedades

Hay algunas propiedades muy elementales que se cumplen en cualquler espacio vectorial V y que se
deducen de las ocho propiedades descritas mas arriba: para el vector nulo 0eV y cualquier escalar a:

aﬁza(ﬁ—&— 6) =a0 +a0.
Restando —(a(_f) a ambos lados deducimos que 0=a0.Y para el escalar 0 y cualquier vector ¥ € V:
07 =(040)7 =07 +07

Restando —(07') a ambos lados deducimos que 0 =07. Ademds, (-1)7 = -7, puesto que

|
ol

T4+ (-1)Z=12+(-1)Z=(1-1)7 =07

Por tltimo, si a¥ = 0 hay dos casos pombleb O bien a = 0; o si es distinto de cero, multiplicando ambos

lados por ail tenemos a “la?)=a! 0 Desarrollando el lado izquierdo llegamos a a~'(a¥) = (a~'a) ¥ =

lv = v y el lado derecho es 0, pues 0 por cualquier escalar es 0. Asf llegamos a que si a # 0 entonces
=0.

Acabamos de demostrar el siguiente
Teorema 6.1.1. S7 )V es un espacio vectorial

1. H:aﬁ)pam())EVyaeR,

2. 0=0Z para T €V y0eR.
3. (=)@ = -7 para todo T € V.

4. Sia¥ =0 obiena=0o0bien T =0.
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Particularizando a los espacios R™ y R™*" tenemos que:

En R" En R™*"
1. 0 =a0 para 0 € R" y a €R. . 0=a0 para 0 e R™"*" y a€R.
2.0 =0x para x € R" y 0e€R. . 0=0A para A cR™" y 0ecR.
3. (-1)x = —x para todo = € R"™. . (=1)A = —A para todo A € R™*",
4. Si ax =0 o bien a =0 o bien x = 0. . SiaA =0 o bien a =0 o bien A =0.

W N

1= | Hemos visto que el conjunto de matrices m por n (R™*™), las listas ordenadas de n nimeros (R™) y el
conjunto de nimeros reales R, comparten una estructura comun: la estructura de espacio vectorial.

Dicha estructura consiste en un conjunto de objetos junto con las operaciones de suma y producto por
escalares que verifican las mismas propiedades que ya vimos para la suma y producto para escalares en la
Leccién 1. Los elementos de un espacio vectorial V' se denominan vectores de V.

En la Definicién 2.2 de la Pagina 24 definimos las combinaciones lineales de vectores de R™. Ahora
daremos una definicién de combinacién lineal para vectores de un espacio vectorial genérico V:

Definiciéon 6.2 (Combinacién lineal). Sea [T)’l; To; ... 17”;] un sistema de n vectores de V. Llamamos
combinacion lineal a cualquier suma de maultiplos de dichos vectores:

—> —> —>
a1 V1 +ag vz + -+ ap Uy
donde los “a;” son los coeficientes de la combinacion lineal.
1= | En este curso trabajaremos principalmente con el espacio vectorial R™, pero debe saber que existen otros

conjuntos que (con la definicién de suma y producto por escalares adecuada) poseen estructura de espacio
vectorial. Usted se encontrara con ellos en otras asignaturas (véase el final de la Seccién 6.3.3).

6.2. Funciones lineales

1 I El segundo término abstracto de la leccién son las funciones lineales. . .

A lo largo de estas lecciones hemos indicado en numerosas ocasiones que ciertos operadores eran lineales.?
En cada una de esas ocasiones lo que hemos visto es un ejemplo de funcién lineal.®

Definicién 6.3 (Funcién lineal). Sean D y V dos espacios vectoriales. Decimos que la funcion f: D —V
es lineal si satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo @,y € D, f(ZT+7)=f(Z)+ f(¥).
2. Para todo T € D y para todo a € R, f(a®) = af (7).

= I Repasemos las operaciones empleadas hasta el momento y veremos que casi todas son funciones lineales. . .

6.2.1. Ejemplos de funciones lineales que ya hemos usado

Ejemplo 12. Las definiciones de suma y producto por escalares dadas en la Seccién 1.2 en la pagina 6
convierten a la funcién f(x) = x|; que selecciona la componente i-ésima de un vector de R" en una funcién

5Consideraremos como sinénimos los términos: funcién lineal, aplicacién lineal, transformacién lineal u operador lineal.
6Se supone que usted conoce las funciones, pero dispone del Apéndice 6.A en la pagina 85 con todo lo necesario.
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lineal. Podemos describir la funcién “selector de una componente”, f(x) = x|;, con el siguiente esquema:

r — I;

Y sabemos que dicha funcién (que selecciona la i-ésima componente, x — x;) es lineal puesto que:

(+y) ==ty
()‘w)h‘ = )‘(wli)'

EJERCICIO 34. Describa con un esquema (al modo de ejemplo anterior) las siguientes funciones lineales, e
indique (como en el ejemplo anterior) por qué son funciones lineales:

) La seleccién de la columna j-ésima de una matriz: A — A; (Pégina 19)
b) La seleccién de la componente de la fila i-ésima y columna j-ésima de una matriz: A — ;/A|; (Péagina 20)
¢) La transposicién de una matriz: A — AT (P4gina 20)
d) La seleccién de la fila i-ésima de una matriz: A — ;A (Pagina 20)
e) El producto de una matriz por el vector b por su derecha: A — Ab (Pigina 26)
f) El producto de un vector por una matriz A a su izquierda: b — Ab (Pagina 24)
g) El producto de una matriz por el vector a por su izquierda: B — aB (Pagina 27)
h) El producto de un vector por una matriz B a su derecha: a — aB (Pédgina 28)
) El producto de una matriz por una matriz B a su derecha: A — AB (Pégina 31)
) El producto de una matriz por una matriz A a su izquierda: B — AB (Pégina 31)
) Una transformacion elemental 7 de las columnas de una matriz: A — A . (Pégina 44)
)

Una transformacién elemental 7 de las filas de una matriz: A — A (Pagina 52)

(a
(
(
(
(
(
(
(
(i
(J
(k
(1

[y I iUn titulo alternativo para las primeras lecciones podria haber sido... “Ejemplos de funciones lineales”!

6.2.2. Algunas propiedades de las funciones lineales

A continuacién vamos a ver algunos resultados béasicos de las funciones lineales. Empecemos con la
composicion y la inversa de funciones lineales:

EJERCICIO 35. Demuestre las siguientes proposiciones (ambas demostraciones son muy similares):

(a) Proposicién 6.2.1. La composicién go f de dos funciones lineales f:D —V y g:V =W es
una funcion lineal.

(b) Proposicién 6.2.2. Si f: D —V es lineal e invertible, su inversa f~':V — D también es lineal.
jEn las primeras lecciones también nos hemos topado con composiciones de funciones lineales! Por ejemplo:

» La seleccién de la componente de la fila i-ésima y columna j-ésima de una matriz f(A) = ;A|;:

mXn
l|*|] R — R

es la composicion de la funcién que selecciona la i-ésima fila de la matriz, con la funcién que selecciona
la componente j-ésima de la fila.

7,|7|‘7 Rmxn il— Rn —lJ R

(fijese que del mismo modo es la composicién de la funcién que selecciona la j-ésima columna de la
matriz, con la funcién que selecciona la componente i-ésima de la columna.)
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s El producto de dos matrices por un vector ABx es un ejemplo de composicién de funciones lineales;
pues si fa(x)=Axz y fs(x)=Bx; entonces

[facfe](z) = fa(fe(z)) = fa(Bxz) = ABxz = fap(x).

Fijese que aunque en el ejemplo anterior el orden en el que aparecen compuestas las funciones coincide
con el orden en el que aparecen las matrices en el producto, ocurre lo contrario cuando se multiplica
por la izquierda: si ga(z) =xA y gg(x) = xB, entonces

[gaogs](x) = ga(gs(x)) = ga(xB) = zBA = gga(x).
Otro ejemplo es el producto de varias matrices: ABX.

= Una sucesiéon de k transformaciones elementales de las columnas A.,.l.A.Tk es una composiciéon de k
funciones lineales; y lo mismo una sucesion de transformaciones de las filas. .. o también una sucesién de
transformaciones elementales tanto de las filas como de las columnas (puesto que las transformaciones
elementales sobre A se pueden representar como un producto de varias matrices).

Como ejemplos de funciones lineales invertibles con las que ya hemos trabajado podemos indicar:
s Las transformaciones elementales.

= Si A es invertible, entonces fa es invertible; en particular (fA)_l = fp-1.

Eaplicacién: por una parte fa(fa-1(x)) = AA'z = x y porotra fa- (fa(y)) = AlAy =y.
(Proposicién 6.A.1 en la pagina 87 del apéndice de la leccion).

6.3. Creacion de nuevos espacios vectoriales

[y I Comencemos con la creacién de espacios vectoriales dentro de espacios vectoriales.

6.3.1. Subespacios

Algunos subconjuntos de un espacio vectorial V (y con las mismas operaciones de V) son espacios vecto-
riales por si mismos. Dichos subconjuntos se denominan subespacios.

Definicién 6.4. Un subconjunto W no vacio de un espacio vectorial V es un subespacio de V si es cerrado

para la suma y el producto de por escalares. Es decir, si para todo @ e T en W y todo escalar a,

1. Z+ 7Y esta en el subespacio W 2. a@ esta en el subespacio W

Asi, para demostrar que W es un subespacio de V basta comprobar que es cerrado tanto para la suma
como para el producto por escalares. Alternativamente, también basta demostrar que es cerrado para las
combinaciones lineales, pues si para todo Z e Z en W y para todo a,b € R

aZ +by esta en el subespacio W

entonces con a = b = 1 satisfacemos la primera condicién de la definicién y con b = 0 la segunda. Por tanto,
decir que el conjunto es cerrado para las combinaciones lineales de cualquier para de vectores es equivalente
a decir que el conjunto es cerrado para la suma y el producto por escalares.

EJERCICIO 36. ;Es subespacio el conjunto de combinaciones lineales de n vectores de un espacio vectorial?

Fijese que si W es un subconjunto de un espacio vectorial V; sabremos inmediatamente que W no es un
—
subespacio si 0 no estd en W, o si estd ¥ pero no — 7.

80



=

=

Un subespacio es un espacio vectorial que estd contenido dentro de otro espacio vectorial.

Para comprobar que W es subespacio basta verificar si es cerrado para la suma y el producto por escalares
(es decir, que es cerrado para las combinaciones lineales).

Ejemplos de subespacios
L tores de R? i t
= Los vectores de cuya primera componente es cero

Si sumamos dos vectores con primera componente nula, obtenemos otro vector con la primera compo-
nente nula; y lo mismo ocurre con cualquier multiplo de un vector con primera componente nula.

» Las funciones reales (R — R) que ademéds son continuas (véase la Seccién 6.3.3 en la pdgina siguiente).

Si sumamos dos funciones reales y continuas, obtenemos otra funcién real y continua; y lo mismo ocurre
si multiplicamos una funcién real y continua por un escalar.

= Polinomios (R[z]).
= Variables aleatorias con esperanza cero: su suma tiene esperanza cero y cualquier multiplo también.

» Variables aleatorias con distribucién normal (gaussiana).

Notese que como todo conjunto estd contenido en si mismo, todo espacio vectorial es un subespacio de si
mismo. Por tanto, para cualquier espacio vectorial V, son subespacios tanto V, como el subconjunto {0}
que solo contiene el vector nulo (pues obviamente es cerrado para la suma y el producto por escalares).

Interseccién de subespacios

La interseccién de subespacios es un subespacio:

Teorema 6.3.1. Sean V, y Vs subespacios de S, entonces la interseccion de YW = Vi N Vs también lo es.

N
Demostracion. Sabemos que la interseccién es no vacia pues el 0 estd en ambos subespacios. Asi que basta
probar que la interseccion es cerrada para las combinaciones lineales de dos vectores. Para ello tomamos a y
bde Ry 7 ey de W. Como W es la interseccién, entonces e 3 pertenecen tanto a V; como Vs.

s Por ser V; un subespacio (i.e., cerrado para las comb. lineales) sabemos que aZ + by € V.
= Por ser V, un subespacio (i.e., cerrado para las comb. lineales) sabemos que aZ + by € Vs.

Por tanto, si Z y ¥ pertenecen a W, entonces ax + by € Vi N Vs = W. O

Sin embargo, la unién de subespacios no suele ser cerrada para la suma (piense en la unién del conjunto
de vectores de R cuya primera componente es cero y el conjunto de vectores de R? cuya dltima componente
es cero; si sumamos un vector del primer grupo con uno del segundo, generalmente obtendremos un vector
en el que no son cero ni la primera, ni la ltima componentes (al sumar nos “salimos” del conjunto).

6.3.2. Espacios vectoriales de productos cartesianos

= I Y ahora una forma de construir espacios vectoriales “maés grandes” a partir de otros espacios vectoriales.

El Producto Cartesiano de dos conjuntos A y B, que denotamos con A X B, es el conjunto de pares ordenados
(a,b) donde a € Ay b€ B:
AxB={(a,b)|lac Ay be B}.
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Si A y B son espacios vectoriales, definimos la suma de pares ordenados del conjunto A x B como el par
ordenado formado por la suma de las primeras componentes y la suma de las segundas:

(@, 0)+(0,2)=(T+72C, b+4d) (6.1)
donde es importante hacer notar que el simbolo “+” de la izquierda representa la suma de pares ordenados;

pero que los simbolos “+” de la derecha representan las sumas de los vectores de los respectivos espacios
vectoriales. Por ejemplo, si consideramos pares del producto Cartesiano R™ x RP*4_ entonces

(z,A)+(y,B)=(x+y, A+B)
evidentemente los tres tipos de sumas, lo son de objetos muy distintos.

Y definimos el producto de un escalar A por un par ordenado como el par ordenado que resulta de
multiplicar cada componente por el escalar A

AN@,B) = (\T,AD); (6.2)
siguiendo con los productos el mismo critero que con las sumas en la definicién anterior. Por ejemplo

AMax, A) = (Ax, \A).

EJERCICIO 37. Demuestre la siguiente

Proposicién 6.3.2. El producto cartesiano A x X de los espacios vectoriales A y X, junto con la suma de
pares ordenados (6.1) y el producto de un par ordenado por un escalar (6.2) es un espacio vectorial.

La generalizacién a k conjuntos A, B, ... M del Producto Cartesiano (que denotamos con A x B X --- M)
es el conjunto de k-tuplas ordenadas (a,b,...,m) dondea € A, b€ B,... y m € M:

AxBx---M={(a,b,...m)|a€ A, beB,...y me M}

Pero alternativamente podemos considerar esta generalizacion como el producto cartesiano del primer con-
junto con el producto cartesiano del los n — 1 restantes, es decir:

AxBx---M=Ax(Bx---M).

Ejemplo 13.
AxBxCxD=Ax (Bx(CxD)).

Empleando dicha visién alternativa podemos aprovechar la Proposicién 6.3.2 para saber que el producto
cartesiano A x B x --- X de los espacios vectoriales A, B, ... X, junto con la suma de pares ordenados (6.1)
y el producto de un par ordenado por un escalar (6.2) es un espacio vectorial.

6.3.3. Espacios vectoriales de funciones

La suma de funciones y el producto de un escalar por una funcién son potentes herramientas para crear
nuevos espacios vectoriales. Algunos de ellos aparecerdn en otras asignaturas.

Definamos la suma y el producto por escalares para funciones con el mismo dominio X y cuyas imagenes
estan contenidas en el mismo espacio vectorial V:

Definicién 6.5. Se define la suma de dos funciones f: X =V y g: X =V como la funcién
[f+g: X >V . (6.3)
7 > f(@) +9(T)

Definicién 6.6. Se define producto de un escalar o por una funcion f: X —V como la funcion

[a-f]: X =V . (6.4)
T —a f(7)
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Con VP denotaremos al conjunto de funciones cuyo dominio es D y cuya imagen estd contenida en V:
Ve ={f|f:D—V}. (6.5)

EJERCICIO 38. Demuestre la siguiente

Proposicién 6.3.3. El conjunto VP de funciones cuyo dominio es D y cuya imagen estd contenida en V
junto con la suma (6.3) y el producto por escalares (6.4), es un espacio vectorial.

Ejemplos de este tipo de espacios que probablemente encontrara en futuras asignaturas

...aunque quiza no le indiquen explicitamente que estd trabajando con espacios vectoriales:
= R®: funciones reales de variable real: f: R — R.
» R®"): funciones reales de varias variables reales: f: R” — R.
= RY: sucesiones infinitas de niimeros reales (con indice sobre los niimeros naturales): a: N — R.
= R”: sucesiones infinitas de niimeros reales (con indice sobre los niimeros enteros): a: Z — R.

= R: variables aleatorias (donde € es el conjunto de sucesos elementales): X: Q — R.

] (RQ)Z: series temporales: Y: Z — R.
= Etcetera.

6.3.4. Subespacio de funciones lineales

EJERCICIO 39. Demuestre las siguientes proposiciones (ambas demostraciones son muy similares):

(a) Proposicién 6.3.4. La suma de dos funciones lineales es una funcidn lineal.
(b) Proposicién 6.3.5. El producto de un escalar por una funcion lineal es una funcion lineal.

Por tanto, concluimos que el conjunto de funciones lineales que van del espacio vectorial D al espacio
vectorial V es un subespacio del espacio vectorial VP (el conjunto de funciones cuyo dominio es D y cuya
imagen estd contenida en el espacio vectorial V).

Por tanto, cerramos la leccién con el siguiente
Corolario 6.3.6. Dados D y V, el conjunto de funciones lineales f: D — V es un subespacio de VP .

(hemos citado algunos ejemplos en la Seccién 6.3.1)

6.4. Generalizaciones o visiones alternativas (%)

I Hay una estrecha relacién entre subespacios y funciones lineales que no se suele contar.

6.4.1. Subespacios y funciones lineales

Proposicién 6.4.1. SiV y W son dos espacios vectoriales y f C V x W las siguientes propiedades son
equivalentes:

1. f:V —= W es una aplicacion lineal

2. f es un subespacio vectorial de V x W suplementario” de {0} x W.

Demostracion. 1. = 2. Veamos en primer lugar que f es un subespacio vectorial de V x W.

Tes decir VW= f& ({6} X W). (véase la Definicién 10.2 en la pdgina 121)
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1. Por ser f una funcién cuyo dominio es V y cuya imagen estd contenida en W, cualquier elemento
de f es un par ordenado cuya primera componente pertenece a ) y cuya segunda componente
pertenece a W. Por tanto f C V x W.

2. Como V es un espacio vectorial V # (. Luego, dom(f) =V # 0 y por consiguiente f # 0.

3. Si (V1,1W) y (Vs, Ws) pertenecen a f y ay,as € R entonces, como f(v1) = y f(U2) =y f
es lineal, tendremos que

flar1 T + ao®) = aq f(T1) + aaf(Ta) = an Wy + ash
Luego (a1 U1 + ao Vs, a1 W + aotlh) € f v por consiguiente
otly, W) + B(tz, Wp) = (n V1 + a2 Uz, a1 W1 + agh) € f

Veamos en segundo lugar que [y {6} X W son subespacios suplementarios:

1. Si (v,@) € fn ({ 0} x W) tendremos que @ = f(¥) y que ¢ = 0. Luego, por ser f lineal,

necesariamente @ = 0. Por tanto

N ({0} x W) = (6,0)
2. Dado (¢,%W) € V x W, como V = dom(f), tendremos que
(U’ u7) = ( s

Por tanto V x W = f @ ({0} x W).

<y
~
—
~—
SN—
+
—
=]
\
—
<y
=
m
K,j
+
-~
o
—
X

Figura 6.1: Representacién esquemética de que V x W = f @ ({0} x W).

1. <= 2. Veamos primero que f es una funcién cuyo dominio es V y cuya imagen esta contenida en W.

1. Como f C V x W, los elementos de f son pares ordenados de primeras componentes en V y de
segundas en W.

2. Si (0,%W) y (¥, ) pertenecen a f, por ser f un subespacio vectorial de V x W, tendremos que
su diferencia (0, — @) € f. Como dicha diferencia pertenece al subespacio {0} x W que es
suplementario de f, necesariamente® @ — wh = 0. Por tanto @ = @, con lo que es imposible
encontrar dos pares distintos de f cuyas primeras componentes sean coincidentes.

8f N ({0} x W) = (0,0)
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3. De momento ya sabemos que f es una funcién cuyo dominio estd contenido en V y cuya imagen
estd contenida en W. Veamos que V = dom(f).

—,

Si @ eV, como {0} x Wy f son suplementarios, el vector (7,0) se descompone en suma de un
vector (Z,%) de f y otro (0,2) de {0} x W.

(7,0) = (#,9) +(0.2)
Como en dicha descomposicién necesariamente & = ¥, concluimos que ¥ € dom(f).
Ya solo falta comprobar que f:V — W es lineal.
Si 1,7 €Vyar,az €R, como (T, f(Th)) y (T2, f (5’2)) pertenecen al subespacio f, tendremos que
(Oél U1 + Uy, 0 f(V1) + o f (Vo ) = 041( ) + 042(112,f(72)) ef
Luego f(o1 V1 + ag¥2) = a1 f(V1) + aa f(72).

Apendices a la leccion

[y I Se suele asumir que los estudiantes conocen las funciones, pero creo oportuno anadir el siguiente apéndice.

6.A. Funciones

Definicién 6.7. Una funcion es un conjunto de pares ordenados en los que mo existen dos pares distintos
que tengan su primeras componentes iguales.

Dada una funcién f, se llama dominio de f, al conjunto de primeras componentes de los pares de f.

dom(f) = {z | existe y tal que (z,y) € f}.

Dada una funcién f, se llama imagen de f, al conjunto de segundas componentes de f.
imagen(f) = {y | existe = tal que (x,y) € f}.
Ejemplos.

Ejemplo 14. El siguiente conjunto (en el que las segundas componentes son el cuadrado de las primeras) es
una funcién

= {(mva) | x € Z} = {(070)7 (17 1)’ (_171)7 (274)7 (_2a4)v (379)7 (_379)’ }
donde Z es el conjunto de nimeros enteros.

Sin embargo, este otro conjunto (en el que las primeras componentes son el cuadrado de las segundas)
NO es funcién:

{(z*2) |z €Z} ={(0,0), (1,1), (1,-1), (4,2), (4,-2), (9,3), (9,-3), ...}
pues hay pares distintos que tienen la misma primera componente; por ejemplo (1,1) y (1,—1).
Ejemplo 15 (Funcién nula). La funcidn nula es aquella cuyas segundas componentes son todas nulas, es decir
n={(,0) |z € dom(n)} = {(z,0), (y,0), (2,0),...};

(donde con el simbolo “0” denotamos el elemento nulo del conjunto que contiene la imagen de la funcién
—véase un ejemplo de funcién nula més abajo).

Ejemplo 16 (Funcién identidad). La funcidn identidad es aquella cuyas segundas componentes son iguales a
las primeras, es decir

id = {(z,z) | z € dom(id)} = {(z, ), (4,9), (2,2),...}.
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6.A.1. Notacion

Son habituales distintas formas de notacién relacionadas con las funciones.

Por ejemplo, la expresién

[ X =Y 0 equivalentemente X i) Y

es una forma abreviada de expresar lo siguiente:
1. f es una funcién
2. dom(f) =X
3. imagen(f) C Y

Por otra parte, el esquema
f: X—=Y

T — expresion de x

es una forma abreviada de expresar el siguiente conjunto de pares:
f=A{(, expresion de x) |z € X}.
Asi,

= el Ejemplo 14 en la pagina anterior se puede expresar como  f:Z — N .
2
T —x

s la funcién nula que asigna a todo nimero real el vector nulo de R? se puede expresar como

n:R—-R? | donde <O) es el elemento nulo en R?.
0
x — (0,0,)

» y podemos expresar la funcién identidad en R como id: R? — R3.
T -z

Uso de la notacién funcional. Posiblemente esté mas familiarizado con la siguiente notaciéon funcional
fla)=y
que equivale a escribir (z,y) € f.
Asi, el Ejemplo 14 en la pagina anterior se puede expresar como:
f(z) =22, donde x € Z;

pues indica que cada par (z,7?) pertenece a f. Seguramente alguna vez haya tenido que representar grafi-
camente los pares (z,z?) de esta funcién, y sabra que describen una parabola.

De igual modo, expresamos la funcién nula que asigna a todo nimero real la matriz nula de R2*2:

fly=10, donde x € R 'y 0[8 8}
2x2 2x2
Y podemos expresar la funcién identidad en R3 como:
flx) ==, donde = € R®.
Por tanto, empleando la notaciéon funcional podemos expresar la imagen de f como:

imagen(f) = {y | existe z € dom(f) tal que f(z) =y}. (6.6)

A veces se usa la notacién f(X) para indicar la imagen de f: X — Y (donde X es el dominio):
f(X) ={y | existe z € X tal que f(z) =y}.
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6.A.2. Invertibilidad

Decimos que una funcién es invertible si al invertir el orden de los pares se obtiene una funcién. En tal
caso dicha funcién se denota ', y se llama funcién inversa de f.

Fijese que de los tres ejemplos anteriores, inicamente la funcién identidad es invertible. En los otros dos,
al invertir el orden de los pares se obtienen pares distintos pero que comparten la misma primera componente
(si invertimos el orden de los pares de la funcién nula, todos tendrdan como primera componente la matriz
nula 0; y ya vimos qué pasaba al invertir los pares ordenados del Ejemplo 14 en la pdgina 85).

Puesto que intercambiando dos veces el orden de los pares recuperamos los pares originales, tenemos que
—1\—1
() =r

También es evidente que dom(f~!) = imagen(f), y que imagen(f~—') = dom(f).
Proposicién 6.A.1. Si f y g son dos funciones tales que

g(f(x)) =z para todo x € dom(f) Yy flg(y)) =y para todo y € dom(g)

entonces f es invertible y su inversa es g.

Demostracién. Puesto que f y g son funciones basta comprobar que (z,y) € f si y solo si (y,x) € g.

Por una parte
@y ef =y=Ffz) =gl =9(f)) =2 = (y2)yg

y por otra
(y,2)€g9 = gly) =2 = flg(y) = fl) =y = (v,y) € f

6.A.3. Composiciéon de funciones

Si tenemos dos funciones f y g tales que el dominio de g contiene a la imagen de f, llamamos composicion
de f y g al conjunto de pares

go f={(z,2) ’ existe z de modo que (z,y) € f y (y,2) €g}.
La composicién de funciones se escribe usando la notacién funcional como
lgo fl(z) = g(f(x)).

pues z = [go f](z) siempre que y = f(z) y z = g(y)-

Asi, resulta evidente que si f es invertible entonces

[fto fl(z) = f’l(f(x)) =z, para todo z € dom(f).

Igualmente evidente es que
[fof N =Ff(f") =y, para todo y € dom(f™).
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6.A.4. Los sistemas (listas ordenadas) son funciones
Iniciamos la Leccién 1 haciendo uso del concepto “intuitivo” de lista ordenada. Para poder hablar con

=
propiedad de conceptos tales como el conjunto de vectores de R3 o el conjunto de matrices de orden n

necesitamos contar con una definicién formal de sistema (lista ordenada).

Un sistema (o lista ordenada) de n elementos es una funcién cuyo dominio es el conjunto de nimeros naturales
menores o iguales a n y mayores que cero, es decir, cuyo dominio es el conjunto de indices {i |1 <i < n}.

Asi, el sistema de tres elementos [a; 9; B;] es la funcién con dominio {1, 2,3} consistente en el conjunto

de pares:
{La). @5), 5.8)};
2, m,) es la funcién (el conjunto de pares):

{(1,0)7 (2,-2), (3,7r)}.

y el vector (0, —

Visto asf, R? es el conjunto de funciones de la forma v: {1,2,3} — R, es decir, el conjunto de funciones cuyo
dominio es {1,2,3} y cuya imagen estd contenida en R. De hecho el simbolo R? es (siguiendo la notacién de

la ecuacién 6.5 en la pdgina 83) una forma abreviada de escribir R1:2:3} donde

R{123} = {'u ’ v:{1,2,3} = R}.

Una lista vacfa (un sistema vacfo) es cualquier funcién [ ]: § — X cuyo dominio es el

Listas vacias.
conjunto vacio @; consecuentemente dicha funcién es el conjunto vacio, pues no contiene ningtn par:’
(6.7)

9esta equivalencia matemética no se da en el lenguaje de programacién Python puesto que la implementacién informética de
conjuntos y listas es diferente, asi que en Pyhton un objeto lista (1ist) y un objeto conjunto (set) nunca pueden ser lo mismo.
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LECCION 7

Resolviendo Ax = 0

7.1. Sistemas de ecuaciones lineales

La Parte III del curso trata sobre sistemas de ecuaciones lineales. Como veremos enseguida, los sistemas
de ecuaciones lineales estan intimamente relacionados con los subespacios de R™.

Una advertencia. Quiza conozca algiin método de resolucién de sistemas. Mi experiencia es que
generalmente los alumnos saben ejecutar unos pasos a ciegas para obtener una solucién, pero sin entender
bien el método... y con alguna frecuencia no son capaces de ejecutar el método correctamente.

El método que veremos es deliberadamente distinto del que se cuenta habitualmente. Con ello pretendo,
entre otras cosas, que el estudiante no aplique ciegamente una bateria de recetas (mal aprendidas en muchos
casos). As{ pues, por el momento olvide lo que sabe y trate de entender el método que expondré aqui.

Por suerte el método es muy sencillo, aplicable a otros problemas que veremos mas adelante. .. y para
mayor fortuna justed ya lo ha empleado en la Leccién 5 para invertir matrices!

Llamamos ecuacion lineal a aquella que se puede escribir de la siguiente forma
a1x1 + -+ apy = b,

donde b y los coeficientes aq,...a, denotan nimeros fijos y x1,...x, son las variables, es decir, etiquetas
para ser reemplazadas por niimeros.
Llamamos solucion a los valores que, reemplazando a las variables, hacen cierta la igualdad.

Sistemas de ecuaciones lineales Se llama sistema de ecuaciones lineales a una colecciéon de ecuaciones
en la que cada variable es reemplazada por idéntico valor en todas las ecuaciones donde aparece. Por ejemplo,

z+ y—2z=1
rT—2y+ z2=2,
—2z+ y+ z=3
es un sistema de tres ecuaciones con tres variables (o incégnitas) z, y y z. La llave indica que cada variable
debe ser reemplazada por el mismo valor en cada una de las tres ecuaciones, es decir, si asignamos el valor

x = 5, lo hacemos para las tres ecuaciones a la vez. No hay un orden ni en la disposicién de las ecuaciones ni
en las sumas dentro de cada ecuacién; de manera que el anterior sistema también lo podemos escribir como

z4+y—2r= 3
y+r—2z= 1,
r+z—2y= 2

pero esta libertad en la notacién tradicional no ayuda a trabajar con ellos.
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7.1.1. Notacién matricial de los sistemas de ecuaciones lineales

Aqui emplearemos la notacién matricial en lugar de la tradicional. Ello nos permitird aprovechar facil-
mente toda la potencia de los conceptos de espacio vectorial.

El primer paso para usar la notacién matricial requiere tomar una decisiéon inicial y arbitraria. Hemos de
establecer quién es la primera variable, quién la segunda y quién la tercera; y también decidir qué ecuacién
serd la primera, cudl la segunda y cudl la tercera. La decision que tomemos no es importante, pero una vez
tomada, estamos obligados a mantenerla.

Volviendo al ejemplo anterior, podemos decidir que el orden de las variables es, primero z, luego y y
por tltimo z; asi definimos el vector de incdgnitas: x = (x,y,z). También podemos establecer que las
ecuaciones seran ordenadas tal como aparecen dentro de la llave en la primera versién del ejemplo. Siguiendo
este criterio, generamos una matriz de coeficientes cuya primera fila contiene los coeficientes de la primera
ecuacion (y en el orden que hayamos establecido para las variables), cuya segunda fila contiene los coeficientes
de la segunda ecuacién (respetando el mismo orden de las variables), etc.

El orden de las ecuaciones también determina el orden de las componentes del vector que contiene los
nimeros que aparecen a la derecha de cada ecuacién. En el ejemplo anterior serd b = (1,2,3). A este vector
lo denominamos vector del lado derecho.

Asi, con la siguiente ecuacién matricial:
Ax =0

)

denotamos de manera compacta un sistema de ecuaciones, y donde la variable x es una etiqueta para ser
reemplazada por un vector. Asi, con

T T+ y—2z=1
1 -2 1 y|l =12 denotamos rT—2y+ 2=2.
z —2r+ y+ z2=3

—

w

= I La ecuacién matricial Ax = b define un sistema de ecuaciones lineales.

Llamamos solucion de un sistema de ecuaciones Ax = b a cualquier vector que, reemplazando a x hace
cierta la igualdad; y llamamos “resolver” un sistema Ax = b a encontrar el conjunto de sus soluciones.

7.2. Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos

Cuando el vector del lado derecho es un vector nulo el sistema de ecuaciones se dice que es homogéneo.
En esta Leccién 7 solo nos ocuparemos del los sistemas de ecuaciones que son homogéneos:

Ax =0.

Fijese que el lado izquierdo de un sistema de ecuaciones esta formado por el producto Az, es decir, el lado
izquierdo es una combinacion lineal de las columnas de la matriz de coeficientes. Por tanto, el sistema de
mas arriba nos esta preguntando jqué combinaciones lineales de las columnas de A son vectores nulos?
Evidentemente si reemplazamos el vector de incégnitas & por 0, tenemos que

A0 =0.
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Pero aparte de la solucién trivial = 0, jexisten otros vectores & # 0 para los que la combinacién lineal Ax
es el vector nulo? Veamos un par de ejemplos. Imagine que la matriz de coeficientes es la matriz identidad
de orden 3, entonces tenemos el sistema lx = 0

1 0 0 T 0
0 1 0lfxz]) =10
0 0 1| \z3 0
Puesto que el lado izquierdo del sistema es
1 0 0f /=y 1 0 0 1
0 1 0 To | =21 |0 +a2 (1] 4230 =22,
0 0 1| \zs3 0 0 1 x3

y tiene que ser igual al vector del lado derecho (que es 0); no hay més solucién que aquella en la que todas
las componentes de @ son nulas (es decir, la solucidn trivial = 0).

Sin embargo es posible encontrar soluciones no triviales para el siguiente sistema Ax = b:

—
|
[\
—
8
[N~}
I

o O O

por ejemplo @& = (2,2,2). Piense un poco y seguro que es capaz de encontrar muchisimas maés.

7.3. Espacio nulo de una matriz N (A)

Los ejemplos anteriores muestran que el conjunto de soluciones de algunos sistemas de ecuaciones lineales
homogéneos dnicamente contiene el vector nulo 0 (la solucidn trivial), pero que para otros sistemas el
conjunto de soluciones también contiene vectores distintos de 0.

Vamos a dar un nombre corto al “conjunto de soluciones del un sistema homogéneo Ax = 0”:

Definicién 7.1. Sea A de orden m X n. Denominamos espacio nulo de A (que denotamos con N (A)) al
subconjunto de vectores de R™ que son solucion del sistema Ax = 0, es decir !

N (A) = {x e R"|Az = 0}.

En el primer ejemplo de la pagina anterior vimos que el espacio nulo de | solo contiene el vector 0, es
decir, N (1) = {0}. En el segundo ejemplo, A" (A), contiene infinitos vectores (ademés del 0).

Ahora bien, en todos los casos el espacio nulo de una matriz de n columnas es un subespacio de R".

EJjercicio 40. Demuestre la siguiente
Proposicién 7.3.1. Para cualquier A de orden m x n, el espacio nulo N (A) es un subespacio de R™.
Pista. Basta comprobar que el conjunto es cerrado para las combinaciones lineales.

Es importante subrayar que aunque el conjunto de soluciones de cualquier sistema homogéneo es un
subespacio, el conjunto de soluciones de un sistema NO homogéneo Ax = b (con b # 0) nunca es un
subespacio, pues el vector nulo 0 no pertenece al conjunto de soluciones.

1Esta forma de caracterizar los elementos de un conjunto como soluciones de un sistema de ecuaciones se denomina ecuacién
cartesiana.
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7.4. Resoluciéon de un Sistema Homogéneo por eliminacién

Puesto que N’ (A) es un subespacio, sabemos que si conocemos algunas soluciones del sistema Axz = 0,
también son solucién sus combinaciones lineales, pero ;cémo encontrar todas las soluciones? es decir jcémo
calcular N (A)?

Revisitando el método de eliminacidn.

A p—
: -
S

[AE]

Vimos en la Seccién 5.1.4 que aplicando una secuencia de
transformaciones elementales 7, - - - T, a las columnas de la matriz que resulta de apilar A con | (con idéntico
ntimero de columnas) tenemos:

Arr] _ [Alr.r)] _ [AE]

Trm] ™

LE],
es decir, para cada columna tenemos que el subvector de la parte inferior, E,;, contiene los coeficientes (“la

receta”) de la combinacién lineal de las columnas de A que usamos para calcular (“cocinar”) la parte superior
de la columna, AE;.

E; /

Tt ]
Ahora fijémonos en la columna j-ésima de la matriz resultante

_ (ACEL))

LB

donde E=1, ...

(que es la concatenacion (A(E);)) # E|;);

Ejemplo 17. Apliquemos la eliminacién (de izquierda a derecha) tras apilar la matriz

A:

1 2
0 1
1 2

0 1
1 0
0 1

con la matriz identidad de orden 4. Fijese cémo la parte inferior de cada columna, de cada matriz en cada
uno de los pasos de la eliminacién, indica como calcular la parte superior de esa misma columna:

{%_

1 2 0 1
01 1 0
1 2 0 1
1 0 0 O
01 0 0
0010
0 0 01

,
[(—2)1+2]

[(—1)1+4]
D

1 00 0 1 0 0 0
0 11 0 0 1 0 0
1 00 o * {1 0 0 0
[(=1)2+3]
1T 2 0 1| 2501 2 2 -1
0 10 0 0 1 -1 0
0 01 0 0 0 1 0
0o 00 1] 0o 0 o0 1]

o A‘r] T, T,
I"'1 T2 T3

Por ejemplo, la 1? columna de la 12 matriz, la 22 columna de la 22 matriz, y la 3% columna de la 32

matriz, verifican respectivamente que:

Y no puede ser de otra manera, ya que la relacion (A

1
0| =A
1

—_

o O O

o O O

=A

—_

0

=A (I Tl"'Tk:)|j se cumple en todas y cada

una de las columnas, de todas y cada una de las matrices en todos y cada uno de los pasos de eliminacién.

En todo momento a lo largo de la secuencia de transformaciones

A A A
el Ty T,

la parte inferior de cada columna indica qué combinacién lineal de las columnas de A hemos usado para
calcular la parte superior de la columna:

(Arr); =A(r.r);; h=1:k
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Por el Teorema 4.2.2 sabemos que para cualquier A existen k transformaciones elementales tales que
r, = K es pre-escalonada. Por tanto

I e e o 2 L SR UL S R

1 k

A,

L

Solo caben dos posibilidades, que K tenga columnas nulas o que no tenga:

Cuando K tiene columnas nulas: si la columna K|; es nula sabemos que
K|j:A(E|j) =0 y por lo tanto E; EN(A).

Es decir, que si K tiene columnas nulas, los vectores que aparecen por debajo de las columnas nulas
son soluciones al sistema Az = 0 (asi como todas las combinaciones lineales de dichos vectores).

Asi pues, buscar soluciones no nulas del sistema Axz = 0 es tan sencillo como alargar A poniendo la
matriz identidad por debajo, y aplicar transformaciones elementales a las columnas de la matriz por
bloques hasta pre-escalonar el bloque superior. Si la forma pre-escalonada K tiene columnas nulas, los
vectores que hay debajo son soluciones no nulas de Az = 0. Siguiendo la nomenclatura de G. Strang,
llamaremos soluciones especiales a estas soluciones encontradas por eliminacion.

Volviendo al Ejemplo 17 en la pagina anterior, sabemos que los vectores
2 -1
-1
1 y
0

_ o O

son soluciones especiales del sistema Axz = 0. Y también sabemos que es solucién cualquier combinacién
lineal de ambos vectores. Por ejemplo, si sumamos ambos vectores obtenemos una nueva soluciéon

120 1 _21 _01 1201_11 0
0110 ol =10 ol ]=1(0
1201 0 . 120 1]\, 0

Cuando K no tiene columnas nulas: cuando K es de rango completo por columnas (i.e., no tiene colum-
nas nulas) podemos continuar con la eliminacién Gauss-Jordan hasta alcanzar una forma escalonada
reducida AE = R. Como cada columna tiene un pivote y cada pivote es el tinico elemento no nulo de
su fila, es evidente que Rx = 0 si y solo si & = 0. Asi pues tenemos que

Az =0 = AEE'z=0 = R(E'z)=0 = E'z=0 = EE'z=E0 = z=0.

Asi que la tnica solucién es = 0 (la solucién trivial).

Y ahora nos puede surgir una duda, jexisten otras soluciones que no sean combinacién lineal de las
soluciones especiales que hemos encontrado mediante la eliminacién)?

La Proposicién 7.4.3 en la pagina siguiente demuestra que no; es decir, que todas las soluciones son
combinacion lineal de las soluciones especiales.

Pero antes necesitamos demostrar un resultado previo:

EJERCICIO 41. Demuestre el siguiente

Lema 7.4.1. Si K es pre-escalonada, entonces K& = 0 si y solo si son nulos los coeficientes x; correspon-
dientes a las columnas no nulas de K.
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Veamos ahora el resultado fundamental de esta leccién. . .

Proposicién 7.4.2. Si A tiene soluciones especiales, todo vector de N (A) es combinacion lineal de ellas.

Demostracion. Sea E = I.,.l,,,.,.k tal que AE = K es pre-escalonada (con n columnas). Puesto que E es
invertible, para cada £ € N’ (A) existe un dnico vector y tal que

Ey = z;
concretamente el vector y = (E'l):c. Por tanto, como Ax = 0, entonces AEy = Ky = 0.

Sea p = (p1,- .., pr,) la lista de indices de las r columnas no nulas de K (de sus r columnas con pivote).
Por el Lemma 7.4.1 sabemos que la condicién necesaria y suficiente para que Ky = 0 es que las componentes
del vector y que multiplican a las columnas con pivote sean nulas, es decir?, oY =0.

Siv € R"" es lista de indices de las columnas nulas de K, entonces cada indice j = 1 : n estd en una y
solo una de las dos listas: p 6 v. Asi, usando la Ecuacién 3.7 en la pagina 38 tenemos que para cualquier x
de N (A)

z = By = (Ep) (o) + (Ew) () = (Ep)(yy)

por ser nulo el vector ,y. Como E},, es una matriz (la submatriz formada por las soluciones especiales) y

]l
como ,,y es un vector, todo vector  de N (A) es combinacién lineal de las soluciones especiales. O

Por tanto tenemos el siguiente

Corolario 7.4.3. O todas las soluciones de Ax =0 son combinaciones lineales de las soluciones especiales,
o bien, la forma pre-escalonada de A no tiene columnas nulas y la unica solucion es 0, es decir:

<

O N (A) = {combinaciones lineales de las soluciones especiales} 6 N (A) ={0}.

Ahora ya podemos terminar el Ejemplo 17 en la pdgina 92 concluyendo que el espacio nulo de A (es decir,
el conjunto de soluciones del sistema Az = 0) es:

2 -1

4 2 -1 0
N(A)={veR* |IpeR? v= R E:

0 1

Es decir, N (A) es el subconjunto de vectores v de R* que verifican que, para cada v, existen dos nimeros
reales Pj1 Y P tales que P|y veces la primera solucion especial mds Py veces la sequnda es igual a v.3

Nomenclatura usada por G. Strang Siguiendo la nomenclatura de G. Strang, a las columnas de A que
acaban siendo nulas en la forma pre-escalonada K se denominardn columnas libres y el resto (i.e. las que
mantienen un pivote) se llamaran columnas pivote.*

Las variables (o incégnitas) correspondientes a columnas pivote, se denominardn wvariables pivote (o
variables endégenas), el resto se denominaran variables libres (o variables exdgenas); y las columnas que
quedan debajo de las columnas nulas de K se denominardn soluciones especiales (realmente no son especiales,
pero asi es como las llama G. Strang).

2Repase la Seccién 3.C.3 en la pagina 38

3 Esta forma de caracterizar los elementos v de un subconjunto como aquellos que para los que es posible encontrar pardmetros
P que permitan expresar cada v como una combinacién lineal se denomina ecuacién paramétrica.

Fijese que con las ecuaciones paramétricas es muy facil obtener elementos del conjunto, basta elegir dos valores p; y p2
cualesquiera para obtener una solucién. Por el contrario, las ecuaciones cartesianas (Definicién 7.1) nos sirven para verificar
si un vector & pertenece o no al conjunto, basta verificar que Ax es cero. jCada tipo de ecuacién sirve para una cosa distinta,
unas para generar ejemplos, y las otras para verificar la pertenencia al conjunto!

4Noétese que la clasificacién indicada por esta nomenclatura depende de la secuencia de transformaciones T, -+ T, empleada
pues, en general, una columna acabara siendo nula o no dependiendo de dicha secuencia.
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Algoritmo para resolver Ax =0

1.

2.

Aplicamos la eliminacidn: H» T Tk H donde K=A, . y E=Il, ..

Si hay soluciones especiales (columnas de E bajo las columnas nulas de K)
= Solucién completa: N (A) = {combinaciones lineales de las soluciones especiales}
Si no hay soluciones especiales (si K no tiene columnas nulas)

» Solucién completa: N (A) = {0}

[Libreria NACAL para Python]

A = Matrix( [ [1,2,0,1]1,[0,1,1,0],[1,2,0,1] 1 )
H = Homogenea(A, 1) # Resuelwve la ecuacion homogenea
[1 2 0 1] (1 0 0 0 ] 1 0 0 0 ]
01 10 r 0 1 1 O 0 1 0 0
[(—=2)1+2]
1201 |2 )1 0 0 0 om0 |1 0 0 0
TP o000 — |1 -20 ~-1|—— |1 -2 2 -1
01 00 0 1 0 O 0o 1 -1 0
00 10 0 0 1 0 0 0 1 0
00 0 1] 0 0 0 1 | 0 0 0 1 |
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LECCION 8

Resolviendo Ax = b

En esta leccion veremos que el método de eliminacién también nos permite deducir si es resoluble Ax = b
y, cuando lo es, encontrar el conjunto de vectores x tales que Ax es igual a b.

8.1. Eliminacién sobre la matriz ampliada

Considere el sistema NO homogéneo Az = b (es decir, con b # 0). Podemos re-escribir el sistema para
que tenga una apariencia de sistema homogéneo:

Az =b — Az -b=0 = [Ab]@:o. (8.1)

El nuevo vector de incognitas, (m, 1,) = (21,...,2n, 1,), es la concatenacién del vector & con el vector (1,).
Por tanto el nuevo vector de incognitas tiene como restriccion que su altima componente debe ser un 1. La
matriz [A| —b]7 que es la matriz que obtenemos al anadir el vector opuesto de b a la lista de columnas de
A, se denomina matriz de coeficientes “ampliada”. Dibujamos una linea vertical para recordar que la parte
izquierda de la matriz corresponde a la matriz de coeficientes del sistema Ax = b y que la columna de la
derecha es el opuesto del vector del lado derecho... ifijese en el cambio de signo!

El método de resolucién que vamos a ver intenta resolver el “pseudo-sistema homogéneo” (8.1) buscando
soluciones que tengan un 1 en su tdltima componente (es decir, trataremos de encontrar algin vector de
N([A|—b]) que tenga un 1 en la 4ltima componente).

Las implicaciones “si y solo si” de mas arriba indican que encontrar soluciones de Ax = b es equivalente
a encontrar vectores del espacio nulo de la matriz ampliada que tengan un 1 como wultima componente.

La mecédnica consiste en aplicar el método de eliminacién como en la leccién anterior, pero usando ahora
la matriz de coeficientes “ampliada™. Si logramos anular la dltima columna de la matriz de coeficientes
“ampliada”, entonces el conjunto de soluciones del sistema no es vacio. jSi ademas logramos mantener el 1
de la ultima componente de la solucién especial correspondiente a la tltima columna, entonces tendremos a
la vista una solucién de Az = b!

Para resolver por eliminacién el sistema Ax = d (de n incognitas), “apilamos” la matriz ampliada
[A|—b], de (n+ 1) columnas, con una matriz identidad de orden (n + 1) por debajo:

A | —d
mXxn I
| donde | = |_nxn :
nxn (n+1)x(n+1) 1
1

y distinguimos los bloques correspondientes a las distintas partes con lineas horizontales y verticales. Después
pre-escalonamos la matriz como hicimos en la leccién anterior con los sistemas homogéneos.
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Probemos con el siguiente ejemplo de sistema de ecuaciones “sin solucion”:

1 1 2 5
. . . 2 2 4 -1
Ejemplo 18. Considere el sistema Az =d con A = 31 4 y d= 1
4 1 5 -1
1 1 2| =51 1 0 0|0 1 0 0] 0 ]
2 2 4|1 ‘ ;’ | 2 0 0 |11 2 0 0 | 11
—1)1+42 T
Al —d 3 1 4| -1 [(—2)143] 3 -2 2|14 [(—1)2+3] 3 -2 0 0
-1 | = 4 1 5|1 [(5)144] 4 -3 -3|21 [(7)2+4] 4 -3 0 0
— T - 1 0 0| O 1 -1 -2 5 1 -1 —-1]-2
01 0O 0 1 0|0 0o 1 -1] 7
0 0 1|0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0] 1 | L0 0 0 1] | 0 0 0 1|

Como no encontramos un vector de N ([A| —b]) cuya ultima componente sea un 1, el conjunto de
soluciones de Az = d es vacio (entonces se dice que el sistema es incomplatible, o que NO tiene solucion).

1 1 2 5
. . . 2 2 4 10 .
Ejemplo 19. Ahora considere el sistema Az = b con A = 31 4 y b= E Aplicando el
4 1 5 -1
método de eliminacién sobre la matriz ampliada tenemos
(1 1 2| =5 ] 1 0 0|0 ] 1 0 0] 0
2 2 4|-10 . 1‘;’ ] 2 0 0 0 2 0 0 0
—1)1+42 T
31 4| -1 [(—2)1+3] 3 -2 —-2|14 (—1)2+3] 3 -2 0 0
4 1 5 1 ((5)1+4] 4 -3 =321 [(7)2+4] 4 -3 0 0
1 0 0 0 1 -1 -2 5 1 -1 —-1| -2
01 0 0 0 1 0 0 o 1 —-1| 7
0 0 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0
L0 0 0 1] 10 0 0 1 0 0 0 1]

Hemos encontrado dos soluciones especiales (los vectores por debajo de las dos columnas nulas), de las
cuales la segunda tiene un 1 como ultima componente. Asi pues, por las implicaciones “si y solo si” de la
Ecuacién 8.1 sabemos que el sistema Ax = b es resoluble y que x = (—27 7, 0) es una solucién, pues

[A|—b]®:0 — Az-d=0 <+ Az=d.

. Una solucidn o infinitas soluciones?

Fijese en la tultima matriz obtenida en el proceso de eliminacién del tltimo ejemplo. Sumando cualquier
multiplo de la tercera columna a la cuarta obtenemos otro Vector de N ([A| — ]) con un 1 como udltima
componente. Es decir, el conjunto de vectores de N A|f con un 1 en la dltima componente es

-1

4 7 —1
y € R |existe p € R tal que y = 0
1

Consecuentemente (Ecuacién 8.1) el conjunto de soluciones del sistema Ax = b es

-2 -1
veER? |existepe Rtalquev=| 7 | +p[ -1
0 1
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Las ecuaciones paramétricas permiten obtener ejemplos de soluciones; basta asignar valores arbitrarios a los
pardmetros (en este caso a p). Obtenga alguna otra solucién v y compruebe que Av = b.

= I Una vez visto el funcionamiento en un ejemplo, veamos el caso general de sistema Ax = b con solucion.

Considere un sistema Ax = b que tiene solucién y donde r es el rango de la matriz de coeficientes A de
n columnas. Sean [A|—b] ... una forma pre-escalonada y E =1, ...
1 k

Sabemos que el espacio nulo N ([A| —b]) contiene todas las combinaciones lineales de las soluciones
especiales. Como en la demostraciéon de la Proposicién 7.4.2 en la pdgina 94, sea v = (v, ..., Vn—p, n+1,)
la lista de indices correspondientes a las columnas nulas de la forma pre-escalonada (sabemos que el dltimo
indice es n + 1 puesto que Az = b tiene solucién).

Por conveniencia expresaré v como concatenacién de dos listas: v = a+(n + 1, ); donde @ = (v1, ..., Vp—r, )
es la lista con los n — r primeros indices, y la segunda lista, (n + 1,), tan solo contiene el Gltimo indice.
Entonces:

N ([A]-b]) = {y € R("H)‘ existen x € R"™" y 2z € R tales que y = (E|a)m + (E|n+1)z} ;

y como todos los vectores de N ([A| —b]) tienen un 1 en su ultima componente y la tnica solucién especial
con un 1 en la dltima componente! es E|,+1, necesariamente z = 1. En consecuencia,

N ([A]-b]) = {v € R(”“)‘ existe x € R"™" tal que v = (o) + E|n+1} : (8.2)

De esto se deduce que cuando Ax = b es resoluble:

1. El conjunto de soluciones del sistema Ax = b es el resultado de quitar la Ultima componente de las
soluciones especiales de la Ecuacién (8.2).

2. Sila forma pre-escalonada de A tiene columnas nulas (si rg (A) < n) entonces el sistema tiene infinitas
soluciones. Y si por el contrario N/ (A) = {0}, entonces existe un tnico vector solucién... (el vector
cuyas n componentes son las n primeras componentes de la solucién especial E|,, ;).

Algoritmo de resoluciéon de un sistema no homogéneo
Aplicando el método de eliminacion de izquierda a derecha para pre-escalonar, logramos:
A | -b K c
mXn
I = ITl“'Tk w s (8.3)
nxXn 1 d

Ty T Ty

donde [K\c] es una matriz pre-escalonada de la matriz de coeficientes ampliada [A\ —b}; y donde la tnica
componente distinta de cero de la dltima fila es d (en la dltima columna).

Si se siguen los pasos de la demostracion del Teorema 4.2.1 en la pagina 49, entonces d siempre serd
igual a 1, pues no se habran empleado transformaciones de Tipo II. Pero si usted opera como lo hace el
médulo NAcAL (que multiplica algunas columnas por ntmeros no nulos para evitar operar con fracciones
en la medida de lo posible), entonces d podra tomar cualquier valor no nulo.

Irecuerde que la tltima componente del resto de vectores E|; con j # (n+1)esun 0
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Tras la eliminacién en (8.3), solo caben dos posibilidades:

1. Si ¢ = 0, entonces el sistema Ax = b tiene solucién. Si d # 1, basta dividir la tltima columna por d
para obtener una solucién especial cuya ultima componente es un 1.

K |o . K |o
mXmn [(%)(n-‘—l)} mxXn | I

w T Ty S )

d |1

donde s es tal que As = b. Al vector s se le suele llamar “solucidn particular” (aunque no tiene nada
de particular, tan solo que lo hemos encontrado aplicando la eliminacién).

2. Si ¢ # 0, entonces el sistema Az =b NO tiene solucién, pues b ¢ C (A)

Por tanto, el sistema tiene solucion si y solo si logramos transformar —b en el vector 0.

1= | Mediante la eliminacién podemos saber si A @ = b es resoluble (y encontrar una solucién cuando lo es).

mxn

Algoritmo para resolver Axz = b
Pre-escalonamos (y luego dividimos la dltima columna por su dltima componente, d)®:

A —b

(1))
-

donde K=A, . estd pre-escalonada; y por tanto: K; =0 = (I Tl"'Tk)|j EN (A)

Solo caben dos posibilidades:
= Si ¢ # 0 el sistema Az = b NO tiene solucién.

= Si ¢ =0, entonces As = b, y el conjunto de todas las soluciones es

{x e R" |existev € N (A) tal quev =s +y}.

Por tanto, cuando K no tiene columnas nulas (A (A) = {0}) la tnica solucién es s.

“Notese que d siempre es igual a 1 si se aplica el algoritmo de la demostraciéon del Teorema 4.2.1 en la pagina 49, pero si
también se emplean transformaciones Tipo II, entonces d podria tomar cualquier valor no nulo.

Decimos que un sistema de ecuaciones es incompatible si el conjunto de soluciones es vacio; y compatible en
caso contrario. A su vez, los sistemas compatibles se dividen en determinados cuando el vector solucién es
tnico, e indeterminado cuando el conjunto de soluciones contiene més de un vector.

“Resolver un sistema de ecuaciones” consiste en indicar que el conjunto de soluciones es vacio cuando el
sistema es incompatible; indicar la tnica solucién cuando es sistema es compatible determinado; y expresar
el conjunto de soluciones mediante ecuaciones paramétricas cuando el sistema es compatible indeterminado.
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[Libreria NACAL para Python]

A = Matrix( [ [7,-2,0], [6,4,2] 1 ); b = Vector([4,12])
SEL( A, b, 1) # resuelve el Sistema de Ecuaciones Lineales
7T -2 0| —4 [(77)2] 7 0 0 0 [(26)3] 7 0 0 0 7 0 010
6 4 2|12 QM 16 40 2] 60 | % 6 40 00 |6 40 0 |0
1 0 0] O Wi+ | 1 2 0] 4 @244 |1 2 —2|14 |(&I |1 2 -2]1
0 1 0] 0 0 7 0] 0 0 7 7|21 0o 7 7|3
0 0 1 0 0 0 1 0 0O 0 20| 0 0 0 2010
0 0 O 1 0 0 O 7 0 O 0 |14 0 O 0 1
1 -2
veR? |[IpeR!, v= % + | -7 |p
0 20
(Como multiplicamos la cuarta columna por 7 y por 2, al final debemos dividir la cuarta columna por 14.)

8.1.1. El Teorema de de Rouché-Frobenius

Del procedimiento anterior se deduce que los rangos de la matriz de coeficientes A y de la matriz ampliada
[A\ fb] nos clasifican los posibles casos en cuanto al niimero de soluciones del sistema Az = b.

Sabemos que tras aplicar el método de eliminacién sobre las columnas de la matriz de coeficientes ampliada
[Al-B] T K] o
solo se pueden dar dos casos: que la tltima columna sea nula (¢ = 0), o que no lo sea (¢ # 0):

1. Si ¢ # 0, entonces la matriz ampliada tiene una columna pivote adicional, es decir,

rg ([A\ —b]) >rg (A) = el sistema NO tiene solucién.

2. Si ¢ = 0, entonces
rg ([A\ —b]) =rg (A) = el sistema es resoluble.

Si ademas A es de rango completo por columnas, entonces la forma pre-escalonada K no tiene columnas
nulas (es decir, N (A) = {0}), por lo que el sistema tiene una tnica solucién.

Pero si el rango es menor que n entonces el sistema tiene infinitas soluciones, ya que a una solucién x
se le puede sumar cualquier vector de N’ (A) para obtener otra solucién.

El anterior resultado se resume en el siguiente

Teorema 8.1.1 (Rouché-Frobenius). Un sistema de ecuaciones lineales Ax = b con n incdgnitas tiene
solucion si y solo si el rango de la matriz de coeficientes A es igual al rango de la matriz de coeficientes
ampliada [A| — b]. En particular:

1. Sirg (A) =n, la solucion es unica.
2. En caso contrario hay infinitas soluciones.

Si ademds A es de rango completo por filas (si su rango es igual a su ndmero de filas m), el sistema
tiene solucién para cualquier vector b € R™; pues al pre-escalonar la matriz ampliada se anulan todas las
componentes de —b, por estar a la derecha de A y haber un pivote en cada fila de A).

Asi, para el caso de matrices cuadradas, tenemos el siguiente
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Corolario 8.1.2. Para toda matriz cuadrada A de orden n, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Elrango de A esn (6 A es de rango completo).
. Ax =0 si y solo six =0.

. Ax = b tiene solucion unica.

2
3
4. A no es singular.
5. A es invertible.
6

. A es producto de matrices elementales: A =1, . . .
7. & = A7 es la tunica solucién a Az =b

8.2. Espacio columna de una matriz

Considere el conjunto de todas las combinaciones lineales de las columnas de A de orden m por n
{b e R" ’ existen x1,...,x, € R tales que b=z A +--- + an|n}
o bien, usando la notacién matricial,
{b € R" | existe x € R" tal que b = Az }.

Puesto que este subconjunto de R™ contiene todas las combinaciones lineales de las columnas, obviamente es
cerrado para las combinaciones lineales. Por tanto, este conjunto es un subespacio de R™. Lo denominamos
espacio columna de A, y lo denotamos por C (A) Por ejemplo

existen z,y, z € R tales que b = <1) ty ((1)> +z <(1)> } :

Evidentemente Ax = b tiene solucién si y solosi b €C (A)

110 n
A:[1 0 1]; = C(A):{beR

El espacio columna y la eliminacién

El subespacio C (A) es cerrado para la suma y el producto por escalares, pero precisamente ese es
el tipo de operaciones que realizan las transformaciones elementales de las columnas. Por tanto, al aplicar
transformaciones elementales sobre las columnas de A obtenemos nuevas matrices cuyas columnas pertenecen
aC (A) Asi, el espacio columna de A T, estd contenido en el espacio columna de A:

C(A,..)CC(A);

pero como las transformaciones elementales son “reversibles”, mediante una sucesién de transformaciones

elementales se puede retornar de A T, @ A, pues A = (A P Tk') U Por tanto, también ocurre que
kT

C(A)cC(A,...).

Por tanto

c(A)=C(A,..)|

jAl aplicar la eliminacién, todas las matrices que aparecen en el proceso tienen el mismo espacio columna!

Asi pues, concluimos que

Si B=AE y E=l,. ., entonces C(A):C(B).
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8.3. Generalizaciones o visiones alternativas (%)

Resolviendo varios sistemas a la vez El método de resolucién que hemos visto permite (con una minima
variacion) resolver simultdneamente sistemas que compartan la misma matriz de coeficientes. Por ejemplo,
podemos resolver simultaneamente los ejemplos 18 y 19:

11 2 -5 | =5 1 0 0 0] O 1 0 0 0 0
2 2 4| —-10 1 2 0 0 011 2 0 0 0] 11
Al —b | —d 3 1 4 -1] -1 3 -2 =214 ]|14 3 -2 0 0 0
4 1 5 1 1 4 -3 =321 |21 4 -3 0 0 0
I = — —
T T 1 00 0 0 1 -1 -2 5] o 1 -1 -1} -2|-2
0 1 0 0 0 0 1 0 0] 0 0 1 -1 7 7
0 01 0 O 0 0 1 0] O 0 0 1 0 0
0 0 0 i 1] [0 o offt[t] [0 o0 of 1] 1

Es decir, Ax = d NO tiene solucién pero Ax = b si es resoluble, y el conjunto de todas las soluciones es

-2 -1
x €R? |existeac Rtalquex = | 7 | +a | -1
0 1

(Tenga en cuenta que aqui no puede usar la pentltima columna para eliminar componentes de la tltima).
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LECCION 9

Independencia, base y dimension

9.1. Combinaciones lineales de vectores de V
[Recuerde las definiciones de Espacio Vectorial (Pag. 76) y de Subespacio (Pag. 80)]
En esta leccién vamos a tratar con sistemas de vectores de un subespacio genérico V:
Z= [Z1; Zo;... Zn3], con ZieV;

a dichos sistemas los denotaremos con caracteres del tipo: A, B,.. X, Y, Z. De nuevo podemos emplear el
operador selector para denotar el j-ésimo vector de un sistema Z = [71; . Zns ]:

le = E}; por tanto Z = [Z|1§ Z|2§~"Z|n5]'

Fijese que las matrices son un caso particular, pues A de orden m por n es un sistema de n vectores de R™:

A = Matrix( [ [1,0,0], [-1,0,1]1 1)
A.sis() # Devuelve el Sistema correspondiente a las columnas de A

A= [0 -1 @) )

9.1.1. Extendiendo la notacién matricial a los espacios vectoriales
1

[Libreria NACAL para PythonJ

Vamos a extender la notacion matricial a subespacios genéricos’ empezando por el. ..
Producto de un sistema de n vectores de V por un vector de R”

Definimos el producto Za de un sistema de n vectores de V por un vector de R™ como la combinacién
lineal de los vectores de Z, cuyos coeficientes son las componentes de a:

Za = (Z|1)a1 + -+ (Z|n)an.

Por tanto Za es un vector de V. En el caso particular del producto Az obtenemos un vector de R™, pero
en el caso general Za, y dependiendo de la naturaleza de V), el vector resultante pudiera ser una funcion,
una matriz, un polinomio, una variable aleatoria, etc.... todo depende de la naturaleza de V.

Lsubespacios genéricos pero de dimension finita.
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Ejemplo 20. Veamos un ejemplo de un sistema de tres matrices por un vector de R3:

[Libreria NACAL para Python]

A = Matrix([ [ 1, 1, 11, [1, 0, 01 1)

B = Matrix([ [ 4, 4, 4], [0, 4, 0] 1)

C = Matrix([ [ 2, 0, 11, [0, 0, 11 1)

Z = Sistema( [ A, B, C] ) # Sistema de Matrices

a = Vector ( [ 1, 0, 11 )

Z*a # Sistema por Vector (comb. lineal de matrices)

El siguiente ejercicio muestra que el producto Za verifica las propiedades de linealidad: la primera respecto
a la suma, Z(b + c) =27Zb+ Zc, y la segunda respecto al producto por un escalar, Z(Ab) = \(Zb).

EJERCICIO 42. Demuestre las siguientes proposiciones.

(a) Proposicién 9.1.1. Sean Z, un sistema de n vectores de V, y sean b y ¢ vectores de R™; entonces
Z(b+c) =17b+Zec.
(b) Proposicién 9.1.2. Sean Z, un sistema de n vectores de V, el escalar \ y b un vector de R™; entonces

Z(Ab) = A(Zb).

Podemos extender aiin més la notacién matricial.
Sistema de n vectores de V por una matriz de R"*?

Si Z es un sistema de n vectores y A una matriz de n filas y p columnas; entonces denotamos por ZA al
sistema de vectores

ZA = [Z(Ap);---Z(Ap)i;
es decir, el vector j-ésimo del sistema ZA es

(ZA)); = Z(Ay):

i —
(compare esta expresién con la Definicién 3.1). Asi que podemos escribir sin ambigiiedad el vector ZA);.

Continuando con el ejemplo de mas arriba

D = Matrix([ Vector([0,2,0]), Vector([1,0,1]1) 1)

Z*D # Sistema por Matriz (Stistema de Matrices)
7D — 11 1| |4 4 4] [2 01/ (1) _ 8 8 8| |3 1 2]

B 100”0 4 0”0 0 1}’ 1 B 0 8 0|1 0 1]

Definicién 9.1. Sea Zl‘y el sistema formado por los vectores de Z indicados en 7y, es decir, Z|,Y = Z(|I‘7)'

[Libreria NACAL para PythonJ

o N O
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Veamos que también se verifica la asociatividad para el producto: Z(Bec) = (ZB)c y Z(BC) = (ZB)C:

EJERCICIO 43. Demuestre las siguientes proposiciones.

(a) Proposicién 9.1.3. Sean Z un sistema de m vectores de V, la matriz B , y el vector ¢ de R™, entonces:

Z(Bc) = (ZB)c.
(b) Proposicién 9.1.4. Sean Z un sistema de p vectores de V, y B y C, entonces Z(BC) = (ZB)C.

Por lo que podemos escribir sin ambigiiedad el vector ZBc y el sistema ZBC.

15 | Al extender la notacién matricial para expresar combinaciones lineales en espacios vectoriales genéricos,
hemos logrado algunos resultados sobre combinaciones lineales de sistemas de vectores de V que nos seran
de utilidad.

» Z(b+c)=7b+Zc c
- Z(Ab) = A(Zb) .

(Be) = (ZB)c

z
Z(BC) = (ZB)C

9.2. Sistemas generadores

En la Seccién 8.2 definimos el espacio columna de la matriz A como el conjunto de todas las combinaciones
lineales de sus columnas:

C (A) = {y e R | existen x1,...,x, € R tales que y = (A|1)x1 4+ 4 (A|n)xn }
o usando notacién matricial
C(A) ={y e R" |existex € R" tal que y =Ax}.
Ahora vamos a generalizar esta idea a cualquier espacio vectorial V.

Definicién 9.2 (£(Z) : subespacio engendrado por un sistema Z). Dado un sistema Z = [Zy;...; Z,] den
vectores del espacio vectorial V, el subespacio engendrado por dicho sistema es

.C(Z) = {T)’E V ) existen ay,...,a, € R tales que U = Zya; +--- + ?nan},
es decir E(Z) es el conjunto de combinaciones lineales de Zj; con j =1:n; o usando notacion matricial
L(Z)= {T)’ ey ’ existe a € R" tal que ¥ = Za } (9.1)
Definicion 9.3 (Sistema generador de V). Decimos que Z es un sistema generador de V si V = L(Z).

Ejemplo 21.
» Las columnas de A son un sistema generador de C (A); es decir L(A) =C (A).

[Libreria NACAL para Python]
A = Matrix([ Vector([1,0,0]), Vector([-1,0,11) 1)

SubEspacio( A.sis() ) # SubEspacio generado por el Sistema de columnas de A

1 -1
veR? |3peR* v=|0 0 |ppy={veR’|[[0 1 0]v=(0)}
0 1

(Ecuaciones paramétricas a la izquierda y cartesianas a la derecha)
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= Las soluciones especiales de Az = 0 son un sistema generador de N (A)

{Libreria NACAL para Python]

C = Matrix([ [1,0,0], [1,1,1] 1)

Homogenea(C, 1) .sgen # Sistema generador del espacio nulo de C
1 0 0 1 0 0
1 1 1 [(71‘1)'2%] 11 0
100 ——(10 O
01 0 01 -1
0 0 1 00 1
0
-1];
1

[Libreria NACAL para Python]
Homogenea(C) .enulo  # Espacio nulo de C

veR? |[IpeRLv=| -1 |p :{UGR3
1

L(Z) es el conjunto de combinaciones lineales de los vectores de Z; y puesto que
= la suma de dos combinaciones lineales Zb + Zc¢ es la combinacion lineal Z (b + c)
= el producto de una combinacién lineal por un escalar (Zb))\ es la combinacion lineal Z (b)\)

L(Z) es un subespacio, pues es cerrado para la suma y el producto por escalares.

Ademas, puesto que L(Y) contiene dnicamente las combinaciones lineales de Y = [@’1; . 37”;], el

subespacio L(Y) estd contenido en cualquier otro subespacio que también contenga los vectores Ui, ..., Un;
es decir, L(Y) es el subespacio més pequefio que contiene los vectores ¥, ..., ¥, (véase la Seccién 9.6).

Un sistema de vectores Z es un sistema generador de V si: V = L(Z)

Ahora ya podemos establecer un criterio para saber si dos sistemas Y y Z generan el mismo subespacio:

Sea Y un sistema de n vectores; puesto que L(Y) C L(Z) siy solosi Y|; € £L(Z), i =1:n, y puesto
que dos conjuntos A y B son iguales si y solosi A C By B C A, llegamos al siguiente

Corolario 9.2.1. Sean Y con n vectores y Z con k vectores; entonces L(Y) = L(Z) siy sélo si

Y|; € L(Z) para todoi=1:n Y Z; € L(Y) para todo j =1: k.

Definicién 9.4. Diremos que dos sistemas generadores son equivalentes si generan el mismo espacio.

[Libreria NACAL para Python]
A = Matrix( [[2,-1,0],[-1,2,-111 )

B = ElimGJ(Matrix(A))
SubEspacio( A.sis() ) == SubEspacio( B.sis() ) #;Son equivalentes?

True ‘
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9.3. Transformaciones elementales sobre sistemas de vectores

Aligual que con las matrices, podemos aplicar transformaciones elementales sobre los sistemas de vectores:

» (Transformacién Tipo 1 sobre el sistema de vectores) Sii # j entonces

T

— — — — [(a)itj] — — — — —
Z = [zl;...zi;...zj;...zn;} — [zl;...(azi—i— zj);...zj;...zn;] =7Z , = Z(I , )
[(e)i-+3] [(e)i+d]

» (Transformacién Tipo II sobre el sistema de vectores) Si aw # 0 entonces

,
[(e)i]

Z = [?ﬁ...?ﬁ...?m] = [?1;...((12);...ZL;] =7Z , = Z(I T)

[(a)i] [(e)i]

Sistemas equivalentes

Asi, si mediante una sucesion de transformaciones elementales 7,,..., T, transformamos Z en un nuevo
. _ _ _ -1 .
sistema Y = Z 7,7, Dbuesto que por una parte, Y, = ZE|; y por otra Z|; = Y(E )Ij’ por el
Corolario 9.2.1 concluimos que ambos sistemas son equivalentes:

L(Z) = L(ZE) = L(Y), dondeE=1, .. (9.2)

Consideremos ahora una transformacién de naturaleza distinta: quitar vectores nulos de un sistema:

- 7 —

—> — —
z1; 0500025 05000 2Zn; 0;]

itand 1
» (Quitando vectores nulos) [ Quitando vectores nulos [—’ Z z ]

Z15yee Riyeee Zns |-
Por el Corolario 9.2.1
L‘([?l; 6,2, 6;...2}; 6,]) :E([?l;...z;...?n;]).

Es mas, podemos generalizar el resultado con la siguiente

Proposiciéon 9.3.1. 57 Z = [E’l; e E’n;] es un sistema de vectores entonces
— — — — — — — — —
E([Zu---zi—l; Zij Zi+17---2n;]) =£<[Zl;~-~zi71; Zi+1;~--zn71§])~

si, y solo si, Z; es combinacion lineal del resto de vectores de Z.

Demostracion. Basta aplicar el Corolario 9.2.1. O

Como consecuencia, y volviendo al espacio generado por las columnas de una matriz A:

Si K es una forma pre-escalonada de A y si p es la lista de indices de columnas no nulas de K, entonces
C(A) =C(K)=C(Kp),

donde K|, es la submatriz correspondiente a las columnas no nulas de K (véase Apéndice 3.B en la pagina 33).

Por tanto, las columnas no nulas de cualquier forma pre-escalonada de A generan C (A)

Observacion. Como 0 € V,y como, qu_i)tando los _vectores nulos_)de un sistema generador - se engendra el
mismo espacio, tenemos que £([0; 0; 0;]) = £([0; 0;]) = £([0;]) = L([]) = £(0) = {0}; es decir, un
sistema (o lista) vacio es el sistema generador del subespacio {6} (véase la Seccién 9.6).
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9.4. Sistemas linealmente dependientes vs independientes

EJErCICIO 44. Demuestre la siguiente. . .

Proposicion 9.4.1. Dado un sistema Z = [?1; e ZL;] de n wvectores de V, existe i € {1,...n} tal que z;

es combinacion lineal del resto de vectores de Z si, y solo si, existe a #0 en R"™ tal que Za = 0.
Esto da lugar a la definicién de sistema linealmente dependiente y de sistema linealmente independiente:
Definicién 9.5. Diremos que el sistema Z de n vectores de V

= es linealmente dependiente si existe a € R™ no nulo tal que, Za = 0.

» es linealmente independiente si ocurre lo contrario,? por tanto, Za = 0 si y solo sia = 0.

(véase también la Seccion 9.6.)

Definicién 9.6. Sea Z de n vectores de V. Denominamos espacio nulo de Z al subconjunto N (Z) de vectores
x de R" tales que Zx = 6, es decir

N(@Z)={zeR"|Zz=T}.

Las anteriores definiciones implican que Z es linealmente independiente si y solo si N (Z) = {0}.
Ejemplos de sistemas linealmente independientes

= Las columnas de una matriz A invertible constituyen un sistema linealmente independiente, puesto que

Az=0 < A'Az=A'0 & =z=0.

= Si, de un sistema Z de vectores linealmente independiente, quitamos uno cualquiera de sus vectores, el
sistema resultante sigue siendo linealmente independiente.

» Por tanto, cualquier sistema formado por una seleccién de columnas de una matriz invertible (sin
repeticién) E|y es un sistema linealmente independiente.

= Como las soluciones especiales son una selecciéon de columnas de una matriz invertible E, las soluciones
especiales constituyen un sistema linealmente independiente.

Ahora que hemos definido los sistemas linealmente independientes, ya podemos enunciar la siguiente propo-
sicién sobre matrices de rango completo por columnas (json equivalencias vistas anteriormente!):

Proposicion 9.4.2. Para A = [vl; . vn;} de n vectores de R™, las siguientes propiedades son equivalentes:
= Bl rango de A = ['01§ . -~’Un;} es n. s La combinacion lineal Ax es 0 si y solo si x =0.
= NV (A) ={0}. = Las columnas de A son linealmente independientes.

9.5. Bases y dimensién

Hemos visto que en un sistema de vectores linealmente dependiente es posible retirar algin vector sin
reducir el espacio generado. Pero si el sistema es linealmente independiente, retirar cualquiera de los vectores
reduce el espacio engendrado por ellos. Un sistema que tenga el tamafo justo para generar el subespacio V
sin que sobre (sin que podamos retirar) ningin vector tiene un nombre especial:

Definicién 9.7. Diremos que el sistema B es una base de un subespacio V si simultdneamente
1. B genera el subespacio, es decir, si L(B) = V.

2. B es linealmente independiente, es decir, Bx = 0 si y solo si x =0.

2Para ver por qué un sistema vacio, Z = [ ], es linealmente independiente véase la Seccién 9.6.
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Es decir, una base B de V es un sistema de vectores suficientemente reducido para ser linealmente
independiente pero suficiente grande como para generar el subespacio V.

Ejemplo 22. Las soluciones especiales encontradas al resolver Az = 0 constituyen una base de N (A)

Justificacion: Por la Proposicién 7.4.2 en la pagina 94 sabemos que las soluciones especiales son un sistema
generador de N (A) y, puesto que son columnas una matriz invertible, son linealmente independientes.

Un importante resultado es que todas las bases de un subespacio V tienen el mismo nimero de vectores.
Usaremos la siguiente proposicién para demostrarlo:

Proposicién 9.5.1. Si X y Z son dos sistemas con p y q vectores de V respectivamente, donde p > q; tales

que E(X) C E(Z) entonces X es linealmente dependiente.

Demostracion. Como cada X|; es combinacion lineal de los vectores del sistema Z, existe M tal que

PXq
X|; = ZM|; para j = 1: p; es decir, tal que X = ZM.
Como M tiene mas columnas que filas, existe a # 0 tal que Ma = 0; y por tanto Xa = ZMa =70 = 0. O
Asi pues, dos bases de un mismo subespacio tienen el mismo nimero de vectores; pues si una base tuviera

maés que la otra, por la Proposicién 9.5.1, seria un sistema dependiente, y por tanto ya no seria una base.

Definicién 9.8. Decimos que un subespacio V es de dimension finita cuando tiene una base con un nimero
finito de vectores. En tal caso, llamamos dimension de V al nimero de vectores de cualquiera de sus bases.

En la seccién anterior vimos un procedimiento para generar una base quitando vectores. Veamos otro
procedimiento para completar una base anadiendo vectores.

Proposicién 9.5.2. Si [E’l; . E'n;] es un sistema linealmente independiente y 2,41 ¢ ﬁ([?l; . E’n;])
entonces [?1; A ?7,,+1;] es linealmente independiente.

N
Demostracién. Supongamos que a121 + -+ + GpZn + Any12ne1 = 0. Como Zpy1 ¢ E([E’l; . ZL;D,
necesariamente a,+; =0. Y como [2’1, ... E’n;] es linealmente independiente, también aq,...,a, =0. [

Corolario 9.5.3. Cualquier subespacio W, de un espacio V de dimension finita, tiene dimension finita
menor o igual a la dimensién de V.

Demostracion. Sea VW un subespacio de V. Sabemos que existen sistemas de vectores de W linealmente
independientes. Por ejemplo el vacio. Por otra parte, cualquier sistema de vectores linealmente independientes
tiene como mucho tantos vectores como la dimensién del espacio. De todos los posibles sistemas linealmente
independientes de W, tomemos un sistema M con el mayor ntimero posible de vectores. Entonces E(M) C W.
Veamos que si suponemos que existe ¥ € W tal que ¥ ¢ E(M), llegamos a una contradicciéon. Basta anadir
v al sistema M para obtener un sistema linealmente independiente formado por vectores de WW. Pero esto
contradice que M sea un sistema linealmente independiente con el mayor niimero posible de vectores. O

Corolario 9.5.4. Si W es un subespacio de V de la misma dimension de V, entonces W y V son iguales.
Demostracion. Tomemos una base B de W. Entonces sabemos que £(B) = W. Para demostrar que £(B) =V,
supongamos lo contrario. Supongamos que existe ¥ € V tal que ¥ ¢ £(B). Entonces podriamos incluir

N
v
en B y obtendriamos un sistema linealmente independiente con mas elementos que la dimensién de V. [

Corolario 9.5.5. Cualquier sistema B de vectores de W linealmente independiente cuyo nimero de vectores
coincida con la dimension de VW es necesariamente es una base.

111



9.5.1. Eliminacion “de izquierda a derecha” y sistemas “acoplados” de vectores

Vamos a disenar un algoritmo para encontrar una base de E(Z). La mecéanica es sencilla y se basa en la
Ecuacion 9.2, es decir, C(Z) = E(Z 7.1.,,,.k)

= consiste en aplicar la eliminacién de “izquierda a derecha” sobre Z, y observar qué vectores de Z no
se anulan. Aquellos vectores de Z que no se anulen constituyen una base de E(Z).

Aunque el procedimiento es sencillo, demostrar por qué funciona no es inmediato. Aprovecharemos para
introducir notacién y nuevas operaciones; a cambio lograremos una comprensién mas profunda de las
propiedades de los sistemas obtenidos en el proceso de eliminacién (“de izquierda a derecha”).

Notacién. Denotaremos con Y|, al subsistema de Y = [@’1; . g_]n,] formado por sus primeros s vectores
Y = [;T/’l,@;,} = {LT]J | i< s} con s<n,

y asumiremos que E(Z|(1:0)) =L([]) = {6}, (véase la Seccién 9.6 en la pagina 116 y (a pie de pagina) la
Nota 5 en la pagina 4).

Definicién 9.9 (Sistemas acoplados). Los sistemas Y y Z, de n vectores cada uno, estin acoplados si
E([?l;'“?_/;?}) = E([71;~-~5§;D parai=1:n,
es decir, si
L<YI(1:i)) = £(Z|(1;i)) parai=1:n.

— —

Proposicién 9.5.6 (Eliminacién “de izquierda a derecha” en Z). Si transformamos Z = [31;... zn;]
mediante una secuencia T, --- T, de transformaciones elementales “de izquierda a derecha”

Z‘rlm‘rk = ZE =Y; dondeE = |.,.1....,.k, es triangular superior unitaria,3es decir,
1 e ez -+ e
1 €33 -+ €an
N S T I B~ S 1 e oea |
Y*[ylv'“yna]*[zlmuzn,] 3n 7ZE’
1

entonces Y y Z estin acoplados, es decir, £(Y|(1:i)) = £(Z|(1;i)) para it =1:n.

Demostracion. Por una parte, como E es triangular superior unitaria, cada vector Y|; = ZE); es el vector

Z); més una combinacion lineal de los vectores Z);, con k < j, y por tanto ﬁ(YI(l:j)) C ['(Zl(l:j)) para
j=1:n.
Por otra parte, como Z = YE ™!, y como E™! también es triangular superior unitaria (Corolario 5.1.17),

usando el mismo argumento del parrafo anterior concluimos que E(Z|(1:j)) C E(Y|(1:j)) paraj=1:n. O

Notacién. SeanY = [J1;... ¥n; | y Z = [Z1;. .. Zk; | dos sistemas de vectores de V. Denotaremos con Y +Z
al sistema de n + k vectores resultante de concatenar Y (de n vectores) y Z (de k vectores)

YHZ = [371;...372; 71;...7k;].

3por el Teorema 5.1.16 en la pagina 68
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Lema 9.5.7. SeanY = [t;... Un;| yZ = [Z1;... Zi; ] dos sistemas de vectores de V tales que L(Y) = L(Z).

Entonces para cualquier sistema X = [35’1; . E’T;] de vectores de V se verifica que
(Y #x) =£(z#x).
Demostracién. Hay que demostrar que {Z1,..., Z, T1,..., T} C L(Y#X) yque{W,..., ¥n, T1,..., B} C

E(Z + X). Como ambos contenidos se prueban de la misma manera, solo comprobaremos el primero.

Por un lado tenemos que {7y, ..., Zx} C £L(Z) = L(Y) C L(Y+X). Por otro que {@1,..., 7} C L(Y#X).

Luego {Z1,..., Zk} U{Z1,..., T} C L(Y #X). O
Corolario 9.5.8. SiY = [J1;... Yn; | y Z = [Z1;... Zy;] son dos sistemas acoplados y Z), es combinacion

de los vectores que le anteceden en la lista Z
Zx € £(Z|(1:k,1)) = [,([?J |j<k’]), entonces (9.3)
los sistemas resultantes tras quitar el késimo vector, [?j | j # k] Y [@’j | j # k], también estdn acoplados.

Demostracion. El resultado es trivial si & = n. Asi que supongamos que k < n. Puesto que Z y Y estan
acoplados, E(Y|(1;i)) = £(Z|(1:i)) para todo i < k, y como consecuencia de (9.3) tendremos que

(9.3)

ﬁ(Ym:k—l)) = 5<Z|<1:k—1>> = E<Z|<1:k>) = £<Y|<1zk>)

luego aplicando el Lema 9.5.7 (en ;) tendremos que para todo k < ¢

(Y # Yigesr) = £(Yiaa ) = £(Zi0)
= ﬁ(z|<1:k:> + Z|(k+m))

z E(Z|(1:k,—]) # Z|(k+1:i)) = £([E’] |7 # k])

E([ng |j # k‘]) = £<Y|(1:k71) + Y|(k+1:i))

O

Corolario 9.5.9. Si Y y Z son dos sistemas acoplados de n vectores y 7, = 0 entonces los sistemas
[Vili#s| y [Z1j#s] también estin acoplados.

Definicién 9.10. Si (V1. Zys] y [Z15. .. Zns] son dos sistemas acoplados diremos que el par (Ys, Zs) es
superfluo si Yy, = 0. En tal caso diremos que [@'J | j # s} Y [E’] | j # s] son los sistemas acoplados resultantes
de quitar el par superfluo (Ys, Zs)-

Corolario 9.5.10. Si [J1;... Ui y [Z15... Zn;] son sistemas acoplados, también lo son [; | J; # 0] y
[Zi | ¥ # 0]
Demostracién. Basta quitar los pares superfluos correspondientes a los ceros en el sistema [¥1;... ¥n;]. O

=z | El anterior corolario nos muestra una forma de encontrar una base de E(Z) entre los vectores de Z: Basta
seleccionar el subsistema con los vectores de Z|; que no se anulen tras aplicar el método de eliminacién
VA om0 €5 decir

|2); | ZE); # 0], donde E=1,. .
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Asi pues, tenemos otro ejemplo de base de un subespacio:
Ejemplo 23. Las columnas no nulas de una forma escalonada de A constituyen una base de C (A)

Justificacion: Sea A,.l,,,.,.k una forma escalonada de A, por (9.2) sabemos que E(A) = L(A Tl""rk); asi,
al seleccionar las columnas no nulas de A, .. r, Creamos un sistema linealmente independiente.

Encontrando dos bases de C (A) y una base de N (A)

Concluimos que aplicando la eliminacién sobre la matriz resultante de concatenar las n columnas de A
con las columnas de la matriz identidad de orden n, encontramos dos bases de C (A) y una base de N’ (A):

00 1 2 001 0 00 1 0
1 21 3 1 2 1 1 | 2usg |1 0 0 0
A 2 43 8| ro (243 2 =02 0 100 K
H:1000—>1000 1—2—1—1:%;
010 0 010 0 01 0 0
0010 00 1 -2 0 0 1 =2
[0 0 0 1| 000 1 | 0 0 0 1 |

C (A) = ,C([KH; K|3]> es de dimensién 2 por ser K|; y K3 linealmente independientes; y por el Corola-
rio 9.5.10 sabemos que C (A) = L([A|1; A|3]> y como [Aj; A3] tiene dos vectores es una base de C (A).

Por otra parte, ya vimos (Pdgina 111) que las soluciones especiales E|, y E|, son una base de N (A)

Es evidente que, con este procedimiento, el niimero de columnas que se anulan (la dimensién de N (A))
més el niimero de columnas que no se anulan (la dimensién de C (A)) es el nimero total de columnas de A.
Por tanto podemos enunciar el siguiente

Corolario 9.5.11. dimC (A) + dim N (A) es igual al nimero de columnas de A.

[Libreria NACAL para Python]
A = Matrix([ [0,0,1,2]1,[1,2,1,3],[2,4,3,8] 1);

SubEspacio( A.sis() ).base # una base del SubEspacio

1

N = O
W =

[Libreria NACAL para Python]

SubEspacio( A.sis() ).dim # dimension del SubEspacio

[Libreria NACAL para Python]
Homogenea (A) .enulo.dim # dimension del Espacio Nulo

Pero noétese que, en general, ambos son subespacios de espacios distintos: C (A) CR™ y N (A) C R™.

114


https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacallib/master?filepath=doc/Notebooks/Notebook.ipynb
https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacallib/master?filepath=doc/Notebooks/Notebook.ipynb
https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacallib/master?filepath=doc/Notebooks/Notebook.ipynb

Pero el anterior resultado no se limita a sistemas de vectores de R™. De manera analoga, si mediante
eliminacién anulamos todo vector Z|; que sean combinacién lineal de los vectores de Z que estén a su

izquierda; es decir si Y = Z Ty donde E = I.,l.“.,.k y
(Ti; 05 T 05 - T
1 e2 e3 e -+ ey
. v 1 e eas -+ eaq
T Ty — 1 €34 te €3n ; (94)
. 1 -

el nimero total de vectores no anulados mas el nimero total de soluciones especiales es igual al nimero de
vectores del sistema Z. Por tanto, también es cierto el siguiente

Corolario 9.5.12. dimE(Z) + dim N (Z) es igual al numero de vectores de Z.

Pero nétese que, en general, ambos son subespacios de espacios distintos: E(Z) cVy N (A) C R™.

1= | Si tenemos un sistema de vectores y aplicamos el método de eliminacién (de “izquierda a derecha™), los
sucesivos sistemas que van apareciendo tienen la propiedad de que los subespacios generados por los j
primeros vectores de los distintos sistemas generan el mismo espacio. Es decir, para Z, y la sucesiéon de
transformaciones elementales 7,,..., 7, tal que E =1, . 7, €8 triangular superior unitaria:

si Y=2,.. T, = ZE, entonces Y y Z estan acoplados.

es decir,
L([z”,..zuﬂ) ::L([YH;H.YUJ> para j =1: 7.

Si algunos vectores de Y = Z, .., acaban anuldndose (tras la eliminacién de “izquierda a derecha”)
los correspondientes vectores de Z se pueden quitar y el sistema resultante continiia generando el mismo
subespacio (Corolario 9.5.10).

L£(Z) =£(Z)p) donde p=(i](Zr..5),#0):

Hemos usado esta idea para encontrar una base de C (A) entre las columnas de A pre-escalonando la
matriz mediante eliminacién (de “izquierda a derecha”).

Recordando la Proposicion 5.2.5, completemos el Corolario 8.1.2 con cuatro nuevas afirmaciones:

Corolario 9.5.13. Para toda matriz cuadrada A de orden n, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Elrango de A esm (6 A es de rango completo). 6. A=1, . . (prod. de mat. elementales)

2. Ax =0 siy solo sixz =0. 7. Las columnas de A son linealmente indep.

3. Az = b tiene solucion unica. 8. Las filas de A son linealmente independientes.
4. A no es singular. 9. Las columnas de A forman una base de R™.
5. A es invertible. 10. Las filas de A forman una base de R™.
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9.6. Generalizaciones o visiones alternativas (%)

Conjunto generador de un subespacio

En ocasiones es necesario definir el subespacio engendrado por un conjunto Z de vectores en lugar del
espacio engendrado por un sistema Z de vectores.*

Definicién 9.11. Dado un conjunto Z de vectores de V, el subespacio [,(Z) de V engendrado por Z es

c(z)={vev

existen ai,...,an ER y Z1,..., Zn €V tales que ?:a1?1+~~~+an?n}.

En un recuadro la Seccién 9.2 se di6 una segunda caracterizacién para E(Z) que, segin para qué, resulta
mas operativa; y que enunciamos de nuevo en relaciéon al conjunto generador Z:

Dado un subconjunto Z de vectores de V, el subespacio [,(Z) de V engendrado por Z es el subespacio
mas pequeno de V que contiene a Z.

Sistema (o conjunto) vacio como sistema generador. Con esta caracterizacién se hace evidente que
—
el subespacio de V engendrado por el conjunto vacio es el subespacio { 0} de V que tinicamente contiene el
—
vector nulo 0 € V; pues es el menor subespacio de V que contiene el conjunto vacio:

£(0) =£((1) = {0}

recuérde que un sistema vacio es equivalente al conjunto vacio (Ecuacién 6.7 en la pagina 88) y que todo
subespacio contiene al vector nulo.

Observacion. Esto nos indica que la notacién E([ ]) es incompleta por no indicar de quien es el subespacio
que estamos generando con [ ]. Lo correcto serfa escribir algo como®

Ly([])={0} cv 6 Le([])={0} CR™
pero arrastrar una notacién de la forma £y (X), donde se indica explicitamente el espacio vectorial V), seria

pesado y normalmente innecesario, pues sélo pueden surgir dudas cuando el sistema generador es vacio.

Dependencia e independencia lineal Con la dltima caracterizacién de subespacio engendrado por un
conjunto también podemos caracterizar los conjuntos de vectores linealmente dependientes e independientes.

Diremos que subconjunto Z de vectores de V, es linealmente dependiente si es posible quitar algin vector
de Z y que el conjunto resultante Z* siga engendrando el mismo subespacio es decir, que E(Z) = C(Z*).

Un conjunto de vectores que no es linealmente dependiente se dice que es linealmente independiente.
Por tanto un sistema vacio, Z = [ ], es linealmente independiente. Consecuentemente [ | es una base del
subespacio {0}, de lo cual se deduce que dim ({0}) = 0.

Sistemas de vectores y funciones lineales

Las proposiciones 9.1.1 y 9.1.2 implican que Zx es una funcién lineal; lo que sugiere el uso de la siguiente:

Notacién. Sea Z un sistema de n vectores de V, denotaremos con f7 a la funcién lineal:

fz:Rn—>V
x —7Zx

4]0 necesitaremos en la Seccién 11.2; y también es necesario cuando se trabaja con espacios vectoriales de dimensién infinita.
5de hecho lo correcto serfa escribir E(V,+’,>([ ]), pues para denotar un espacio vectorial es necesario indicar no solo el
conjunto “V”, sino las operaciones suma “+” y producto por escalares “-” (véase el Ejercicio 33 en la pdgina 77).
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Proposicién 9.6.1. Para cualquier funcidn lineal f: R™ — V), existe Z de n vectores de V tal que f(x) = Zx
para todo x € R™.

Demostracion.
f(z) =f(lz)
=f(zilp + - +aalp) por la definicién de matriz por vector de R"
=z f(l1) + -+ 2 f(l)) por ser f una funcién lineal
:[f(l|1); .. .f(l|n)]a: por la definicién de sistema por vector de R™
=7z donde Z = [f(11); --- f(h);]-

O

Nétese que tanto ZBe como ZBC son composiciones de funciones lineales, ya que por una parte: si Z
es un sistema de m vectores de V, si B es de orden m por n, y si ¢ € R™; entonces

[fz o fel(c) = fz(fs(c)) = fz(Bc) = ZBc = fzg(c),
es decir,
fre(e): R* B B2,y
Y por otra parte,si B y C,

mxgq axmn

[fz o f8](C) = fz(fs(C)) = fz(BC) = ZBC = fzg(C);

es decir,

fz

fZB(C)Z RI*" f—B> R™*™ == V”,

donde V" es el conjunto de sistemas de n vectores de V.

EJERCICIO 45. Compruebe que el espacio engendrado por un sistema Z es la imagen de f7.

EJercicio 46. Considere A |y compruebe que C (A) = imagen(fa), donde fa:R™ — R™.
mn r — Az

Definicién 9.12. Llamamos nicleo (o espacio nulo) de la funcidn lineal f: V — W, al siguiente conjunto
N(f)={TeV|f7) =T}.

EJERCICIO 47. Demuestre la siguiente

Proposicién 9.6.2. El nicleo de una funcion lineal es un subespacio.

Fijese que la Proposicién 7.3.1 es un caso particular en el que la funcién es fa: R™ — R™.
r — Az

EJERCICIO 48. Demuestre la siguiente
Proposicién 9.6.3. La imagen de una funcion lineal es un subespacio.

EJERCICIO 49. Demuestre la siguiente

Proposicién 9.6.4. Sean las funciones f:V — W y g: W — Y, entonces la imagen de go f estd
contenida en la imagen de g.

EJjercicio 50. Demuestre el siguiente

Corolario 9.6.5. Sean las funciones f:V — W y g:W — Y, y donde f es invertible, entonces
imagen(g o f) = imagen(g).
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Sistemas linealmente independientes y coordenadas

Proposicién 9.6.6. Un sistema Z de n vectores es independiente si y solo si fz es invertible.

Demostracion. SiZ es independiente, tenemos que comprobar que el conjunto de pares (Zx, x) tales que « €
R™ es funcién. Supongamos que Z& = Zy, entonces Z(x —y) = 0. Como Z es independiente, necesariamente
(x —y) =0; es decir x = y.

Supongamos el conjunto de pares (Zz,x) tales que z € R™ es funcién, es decir, (fz)™'; y que Zz = 0.
Como también Z0 = 0, los pares (Zz,x) y (Z0,0) pertenecen a (fz)~!. Como las primeras componentes
son nulas, necesariamente x tiene que ser 0. O

Cuando Z es independiente, la funcién inversa (fz)~': E(Z) — R"™ se conoce como funcion de coordenadas
respecto a Z; y la denotaremos del siguiente modo:

U/z = (fz)_l(U) = —/ 2 Rn;

por tanto T)’/Z (las coordenadas de U respecto de Z) es el vector de R™ con los coeficientes de la tinica
combinacién lineal de los vectores del sistema Z que es igual a v. Es decir, = T)’/Z es el dnico vector de R™
tal que

Ix =71, pues Z(U/Z) =7.

Como la funcién funcion de coordenadas respecto a Z es lineal, sabemos que
(7 + @’)/Z =7, + z_j/z y (a?c’)/z =a(7)).

EJErcicIO 51. Demuestre la siguiente

Proposicién 9.6.7. Si B es una base de V, entonces para cualquier funcion lineal f:V — W existe un
sistema Z de vectores de W tal que f(7) =Z(7 ).
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LECCION 10

Los cuatro subespacios fundamentales de una matriz A

10.1. Suma de subespacios

Sean A y B subespacios de_) V. Su suma, que escribimos como A + B, es el conjunto de vectores de V que
se pueden escribir como @ + b con @ € Ay b € B. Veamos que la suma A + B es un subespacio:

Proposicién 10.1.1. Si A y B son subespacios de V, entonces la suma A+ B también es un subespacio.

Demostracion. A+ B es no vacio por ser no vacio ni A ni B (pues ambos contienen (T) Sean @i, dz € A

- 7 . — — i — — i - — .
y bi,bpo€B.Si p=ai+by ¢qg= ax+ by, entonces p,q € A+ B. Veamos que cualquier
combinacién lineal también también pertenece a A + B. Sean x,y € R, entonces

a>2 + 32) = (l‘(a’l) + y(ﬁ’g)) + (l‘(i;l) + y(7))2)) c A+ B,

[Libreria NACAL para Python]

A = Sistema([Vector([1, 0, 1, 0]), Vector([O, -1, O, -11)1)
B = Sistema([Vector([1, 1, 1, 1]), Vector([1, 0, 0, 01)1)
SubEspacio(A) + SubEspacio(B) # SubEspacio suma de los SubEspactios L(A) y L(B)

1 0 1
veR |IpeR3 v= (1) _01 8 p :{UER‘lHO -1 0 l]v:((),)}
0 -1 0

Proposicion 10.1.2. Sean A = [5’1; e Z[p;] yB = [7))1; . 7):1;] dos sistemas de vectores de V. Y sea X un
sistema de s vectores de RP e Y un sistema de s vectores de RY; tales que

[A%B}{% [0;...0;], es decir N(A%B)C(%D,

donde A # B es el sistema de p+ q vectores resultante de concatenar A y B. Entonces E(AX) = E(A) ﬂ/.:(B).

Si ademds la matriz “apilada” es de rango completo por columnas, y si A y B son linealmente

Y
independientes, también lo es el sistema AX de vectores de V.

Demostracion. Para ver que £ (AX) = E(A) ﬁL(B) tenemos que demostrar la pertenencia en ambos sentidos:
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1. Demostremos que AX|; € E(A) N E(B).
X — —
[A + B}{V}y =0; = AX;+BY;=0; = AX;=-BY;; = AX;¢€ L(A)NL(B),
J

pues AX|; también es una combinacién lineal de los vectores de B.
2. Demostremos que si U € L(A) NL(B) entonces U € L(AX), es decir, ¥ = (AX)z para algin z € R*.

Sea U € L(A)NL(B), entonces existen e y tales que ¥ = Az y ¥ = —By. Por tanto Az + By = 0;

. [z _ X , . s z\ (X
es decir @ eEN (A + B) =C (M) Asi pues, existe z € R® tal que @ = {7}; Consecuente-

mente £ = Xz y por tanto U = Az = AXz.

Demostremos que st ademds la matriz “apilada” es de rango completo por columnas, y si A y B son

Y
linealmente independientes, también es linealmente independiente el sistema AX de vectores de V.

Supongamos que (AX)z = 0. Entonces A(Xz) = 0, y como A es linealmente independiente, Xz = 0.

Por otra parte, como {%»z € N (A #B), tendremos que 0 = A(Xz) + B(Yz) = B(Yz); y al ser B

— X 0 X
linealmente independiente Yz = 0. Pero entonces tenemos que Hz = @ ; ¥ como {7} es de rango

completo por columnas, necesariamente z = 0.

Consecuentemente, si A y B son linealmente independientes y si las columnas de %} son una base de
N(A + B)7 entonces AX = [AX|1; ...AX|S;] es una base de E(A) N E(B).
Corolario 10.1.3. Si A y B son subespacios de V entonces dim(A+ B) = dim(A) + dim(B) — dim(AN B).

Demostracion. (Esta demostracion muestra un método para encontrar una base de AN B)
Por lo de arriba sabemos que si tomamos una base A de A y una base B de B, las dimensiones de L(/—\) OE(B)

y de NV (A 4 B) son iguales; i.e. coinciden con el ntimero de “soluciones especiales” del sistema [A B]z = 0.

Sean A = [71'1; - ?z'p;] yB= [31; - ?;q;] bases de A y B respectivamente; y consideremos el sistema
A # B = [@;...;dy; bi;...; bg; ] resultante de concatenar A y B. Evidentemente L(A # B) = A+ B.
Aplicando la eliminacién “de izquierda a derecha” sobre el sistema A # B (como en la Proposicién 9.5.6 o la
Ecuacién 9.4 en la pagina 115) observaremos el siguiente esquema:

[A + B] A#B]l..~ [A 4 BJE

: _ L — E ;  donde E=|,.1....,-k.

1

ST

T T,

Con la eliminacion al sistema A # B habremos anulado todos los vectores que eran combinacién lineal
de los que les anteceden. Por tanto, los vectores no nulos de [A + B] , .., constituyen una base de A+ B
1 k

(Corolario 9.5.10). Asi, si tras la eliminacién se anulan s vectores de A+B, entonces’ dim(A+B)=p+q—s|

De propina podemos construir una base de ANB. Sea X =(1.,,)|E la submatriz formada por las p primeras
filas de E, e Y la sumbatriz formada por las ¢ tultimas. Entonces, si ¥ es la lista con los indices de los s
vectores de A # B que se han anulado en el proceso de eliminacion, tenemos que
X — —

Y = AXp, +BY, =[05...0;].

|v

Asi, por la Proposicién 10.1.2 sabemos que y que AX|, es una base de L(A) N L(B). O
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EJERCICIO 52. Encuentre con NAcAL una base de la intersecciéon de los SubEspacios generados por:

A
B

Sistema([Vector([1, 0, 1, 0]), Vector([O, -1, 0, -11)1)
Sistema([Vector([1, 1, 1, 1]), Vector([1, O, 0, 01

Y ahora verifiquemos que se cumple que dim(A + B) = dim(A) + dim(B) — dim(.A4 N B):

[Libreria NACAL para Python]

DimSuma = (SubEspacio(A) + SubEspacio(B)).dim # dimensidon Suma A + B
DimA = SubEspacio(A) .dim # dimension A
DimB = SubEspacio(B) .dim # dimension B
DimIntersec = (SubEspacio(A) & SubEspacio(B)).dim # dimension Intersecc
print( DimSuma, '=', DimA, '+', DimB, "-", DimIntersec)

3=2+2-1

10.1.1. Suma directa y subespacios suplementarios

Definicién 10.1 (Suma directa). Si A y B son subespacios de V, y su interseccion es ANB = 6; entonces
la suma de los subespacios A y B se denomina suma directa y se denota con A® B.

Definicién 10.2 (Espacios suplementarios). Si A y B son subespacios de V, y su suma directa es todo el
espacio, A@ B =YV, entonces decimos que A y B son subespacios suplementarios.

Observacion. Espacios suplementarios a uno dado hay muchos. Viendo la Figura 6.1 en la pagina 84 es facil
darse cuenta que cualquier funcién lineal g: ¥V — W es un espacio suplementario de {0} x W.

Veamos que si V = A® B, cualquier vector ¥ € V se puede descomponer de manera tinica en la suma de
dos vectores, uno que pertenece a A y otro que pertenece a B.

Proposicién 10.1.4. Si ¥ =d + b con @€ A, beB y ANB= {6}, entonces @ vy b son dnicos.

.+ 7);, con a,d, €Ay _b), .b; € B. Entonces

Demostracién. Imagineque v =a+b y v =10
T-T=(@+0)-(@+b)=(@-a)-(0+b)=0 = (2-a)=—(b+0b.)eB.

Es decir, (?[— 6;) e ANB= {6}, y por tanto (Zf— 6;) -0 = (7;— 5)*), es decir, @ = @, y b= 5)* O
EJERCICIO 53. Sea V = A@ By considere f:V » AxB,talque 7=a+bcondcAy b €B.
T —(d,b)
(a) Demuestre que f es lineal.
(b) Considere ahora una funcién parecida a la anterior, salvo que ahora a cada vector ¥ le asocia tinica-
mente la primera de las componentes de los anteriores pares cartesianos; es decir, a cada ¥ le asocia la
componente @ correspondiente al subespacio A; por tanto f4: V — A de tal manera que v — @ € B.

v — a

Demuestre que f4 es lineal.!
(¢) (Opcional) Demuestre que N (f4) = B.

1Esta funcién f4 es la proyeccién sobre el subespacio A de V paralela a B. En la Leccién 12 trataremos del caso particular
en el que Ay B son perpendiculares.
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10.2. Los cuatro subespacios fundamentales de una matriz A

En esta seccién veremos que toda matriz A, de orden m por n, define una descomposicién de R” y de R™
en subespacios suplementarios. En particular:

» R" queda descompuesto en el espacio nulo N (A) y en el espacio fila C (AT):

R" = N (A) @ C (AT) |

= R™ queda descompuesto en el espacio columna C (A) y en el espacio nulo por la izquierda N° (AT):

R™=C(A)aN (AT) |

El profesor Strang (2007) se refiere a estos cuatro subespacios: N (A), C (A), N (AT) y C (AT), con el
nombre de “los cuatro subespacios fundamentales de la matriz A”.

La notacién indica que los nuevos espacios C (AT) y N (AT) son el espacio columna y el nulo de AT.

10.2.1. El espacio fila

El espacio fila de A es el conjunto de las combinaciones lineales de las filas:

E(ﬁlas de A) = E(columnas de AT) =C (AT),
que es un subespacio de R", pues cada fila tiene n componentes (cada uno situado en una columna diferente).
Como las filas de A son las columnas de AT, tenemos que
C(AT) ={x |existe y € R™ : & = (AT)y}
={x | existe y e R : & = yA} va que (AT)y = yA,;

es decir, el espacio fila C (AT) esté formado por los vectores que se pueden describir como combinacion lineal
de las filas de A. Como el rango de una matriz no cambia al transponerla (Proposicién 5.2.5), tenemos que

dimC (A) = rg(A) = rg(AT) = dimC (AT).
Es decir, para una matriz A de rango r tenemos que dimC (AT) =7.

Fijese que si A es de orden m x n, como dim N (A) = n—r, resulta que dimC (AT) +dim N (A) = n, que es
igual a la dimensién de todo el espacio R™. Asi, si probamos que N’ (A) nC (AT) = {0} (i.e., que la dimensién
de la interseccién es cero), por la Proposicién 10.1.4 habremos demostrado que R” =C (AT) N (A):

Proposicién 10.2.1. Para toda A se verifica que N (A) nce (AT) ={0}.

Demostracién. Para todo vector y € C (AT) (es decir, de la forma y = zA) y para todo vector z € N/ (A)
(es decir, tal que Az = 0) el producto punto y - « es nulo:

y-x=zAy=2-0=0.
Por tanto, si v pertenece simultaneamente a los dos subespacios, entonces
v-ov = v2=0 = v; =0;
- i T — Yy

es decir, siv € N (A) nce (AT) entonces necesariamente v = 0. O]

Puesto que N’ (A) nce (AT) = {0}, por la Proposicién 10.1.4 concluimos que |[R™ =C (AT) N (A) .
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10.2.2. El espacio nulo por la izquierda

Fijese que N (AT) es el conjunto de soluciones del sistema (AT)y = 0, que nos pregunta /qué combina-
ciones lineales de las columnas de AT son iguales a cero? es decir jqué combinaciones lineales de las filas de
A son iguales a cero? Por tanto, N/ (AT) son las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones homogéneo

yA =0,

lo que justifica el nombre de espacio nulo por la izquierda (pues el vector de incégnitas y multiplica por la
izquierda). Asi, definimos el espacio nulo por la izquierda de A (de orden m por n) como

N (AT) = {y |yA =0}.

Si llamamos B a AT, aplicando el resultado de la seccién anterior tenemos que R™ = C (BT) ON (B)

Es decir, | R™ =C (A) @ N (AT) |

10.2.3. El gran esquema

Asi, dada A de rango r, los espacios R™ y R™ quedan descompuestos segin el siguiente esquema:

mXxXmn

dim =r

C(AT) :{wGR”\EIy:m:yA}

R" = A (A) &C (AT) R™ = C (A) & A (AT)

N(AT) ={y eR™|yA =0}

N(A) ={x eR"|Az =0}

Figura 10.1: Esquema de descomposicién de los cuatro subespacios fundamentales de una matriz (parte 1)

0 1 1 0
Ejemplo 24. Para A=| 0 2 2 0 de rango 1, comprobemos el Corolario 10.1.3, es decir, que
0 -1 -1 0

3=dimR™ =dimN (AT) + dimC (A) — dim (N (AT)NC(A)) =2+1-0
4 =dimR" = dim N (A) + dimC (AT) — dim (N (A)NC(AT)) =3+1-0
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0

[Libreria NACAL para Python]
A = Matrix([ [0,1,1,0], [0,2,2,0],[0,-1,-1,0] 1)

print( A.rg() ) # Rango de A

[Libreria NACAL para Python]
ColA = SubEspacio(A.sis()); # Espacio Columna de A (en R3)

print (ColA.dim); ColA

veR® |IpeR v=| 2 |p {v€R3

[Libreria NACAL para Python]

NulAT = SubEspacio( ~A ); # Espacto Nulo Izda de A (en R3)
print (NulAT.dim); NulAT

1
veR? | IpeR? v= 0|pp ={veR®|[-1 -2 1]v=(0)}
1

[Libren’a NACAL para Python]

FilA = SubEspacio( (~A).sis() ); # Espacio Fila de A (en R4)
print(FilA.dim); FilA

? 1 0 0 0 0
veR! |IpeR, v= 1P = veR? 0 -1 1 0|v=1]0
0 0 01 0
0
[Libren’a NACAL para Python]
NulA = SubEspacio( A ); # Espacio Nulo de A (en R4)
print (NulA.dim); NulA
1 0 O
veR* |IpeR? v= 0 —10 pp={veR'|[[0 1 1 0]v=(0)}
’ 0 1 0 ’
0 0 1

[Libreria NACAL para Python]

print( (ColA + NulAT).dim ) # Dim. del SubEspacio suma (suma es todo R3)
print( (ColA & NulAT).dim ) # Dim. de la interseccién (que solo contiene el cero)

(son espacios suplementarios)
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[Libreria NACAL para Python]

print( (FilA + NulA).dim ) # Dim. del SubEspacio suma (suma es todo R4)
print( (FilA & NulA).dim ) # Dim. de la interseccion (que solo contiene el cero)

4
0

(son espacios suplementarios)

10.3. Encontrando bases para los espacios C (AT) y N (AT)

Sabemos que aplicando la eliminacién sobre las columnas de A podemos encontrar bases para los espacios
columna C (A) y nulo N (A). Por tanto, sabemos que aplicando la eliminacién sobre las columnas de AT
encontraremos bases para los nuevos subespacios C (AT) vy N (AT). iPero seguir esta estrategia supondria
que, para encontrar bases de los cuatro espacios, necesitamos aplicar el método de eliminacién dos veces!
una para A y otra para AT.

. Es posible encontrar bases para cada uno de los cuatro subespacios aplicando tinicamente eliminacién
sobre las columnas de A?... jAfortunadamente si!

La siguiente proposicién nos da la pista necesaria para hacerlo.

Proposicién 10.3.1. Sean A de orden m por n y E invertible de orden n, entonces N (AT) =N ((AE)T),
es decir, dado y € R™ se verifica que

yA=0 <+ yAE=0.

Demostracion. Veamos las implicaciones en uno y otro sentido.
»Si ye N(AT) = yA=0 — yAE=0E — y(AE)=0 — y € N ((AE)")
» Si y e N ((AE)") = y(AE) =0 = yAEE'=0E"' = yA =0 = yc N (AT).

Consecuentemente, si A es de orden m por n y E es invertible y de orden n, entonces

= un sistema de vectores formado por varias filas [MA; e Z-T|A;] es linealmente independiente si y sélo
si el sistema de vectores [mAE; e iT|AE;] es linealmente independiente.

s la dimensién del espacio fila de A es igual a la dimension del espacio fila de AE.

Asi pues, podemos aplicar transformaciones elementales a las columnas de una matriz para obtener otra
maés simple donde verificar qué filas son combinacién lineal de las filas que la anteceden y cuales forman un
sistema linealmente independiente.

El siguiente lema indica que las filas con pivote de cualquier forma pre-escalonada son linealmente inde-
pendientes.

EJERcCICIO 54. Demuestre que

Lema 10.3.2. Si K estd pre-escalonada, las filas con pivote son linealmente independientes. Ademds, cada
fila sin pivote es combinacion lineal de las filas con pivote que la preceden.

Por tanto, la seleccién de las filas con pivote de una forma pre-escalonada K de la matriz A forma una
base del espacio fila de la matriz K (que generalmente es distinto del espacio fila de A). Veamos que la misma
seleccién aplicada a las filas de A forma una base del espacio fila de A.
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Encontrando una base para el espacio fila de A

Sea E = I.,.l....,.k tal que AE es pre-escalonada; y sea p = (pl, e pr,) la lista de indices de las filas con
pivote. Entonces la matriz |1 selecciona las filas pivote de AE que forman una base del espacio fila de AE:

w = o o o

OO O OO

-1

Como ,|I selecciona una base del espacio fila de AE, entonces para cualquier vector w existe un tinico vector

@ (una unica combinacién lineal de las filas con pivote) tal que

x(,AE) = uAE.

Pero entonces también la ecuacién @ (p|A) = uA tiene una unica soluciéon ya que por ser E invertible

w(p|A) = uA <— w(p|AE) = uAE.

Luego p|A (la misma seleccién, pero de las filas de A) selecciona una base del espacio de fila de A.

Consecuentemente, la dimensién del espacio fila de una matriz coincide con la dimensién del espacio fila
de cualquiera de sus formas pre-escalonadas, que a su vez coincide con el rango.

Ejemplo 25.

{%

= Pre-escalonamos A

1 -2 -1 -1
-2 0 1 2
4 -4 -3 -4
-1 1 1 1
-6 5 5 6
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Algoritmo para encontrar una base de C (AT)

= Identificamos las filas con pivote de la forma escalonada K

s Las correspondientes filas de A forman una base C (AT)

De este proceso de eliminacién, deducimos que:

¢ (A) = £([Kps Kpas Kis:]),

1 0 0 0

-2 -4 -1 0

{52{1#2% 4 4 1 0
1)1+43 -1 -1 0 0
O 6 =7 —1 0
1 2 1 1

0 1 0 O

0 0 1 0

L 0 0 0 1

[(4)3]

[(—1)243]
R

C(AT) = £([1A: 5A; yA:]) ¥

Encontrando una base para el espacio nulo por la izquierda.

Nos falta un método para encontrar una base de A/ (AT).

1 0 0 0

2 4 0 0

4 4 0 0

-1 -1 1 0

-6 -7 3 0 {%}
T 2 2 1

0 1 -10

0 0 4 0
0 0 0 1]

=
R
I
h
~—
m
=
N’

Por la Proposicién 10.3.1 sabemos que ./\/(AT) = /\/((AE)T). Asi que la estrategia es simplificar al
maximo alguna forma pre-escalonada de A, y mirar ahi qué combinaciones de las filas son nulas. Por tanto
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aplicaremos la eliminacién Gauss-Jordan hasta llegar a una forma escalonada reducida R (donde los pivotes
son unos con ceros a derecha e izquierda). Continuando el ejemplo anterior:

T

[(2)1+2)
[(1)1+43]
1 -2 -1 —1] [uynsa [1 0 0 O - 2 0 0 0
_ (@3 | _o _ [(2)1] _
2 00 1 o2 M08 o 40 0f [ o —4 0 0
A=|4 —4 -3 4 27014 4 0 0o =14 4 0 0
1 1 1 1 1 -11 0 1 -1 10
6 5 5 6 6 -7 3 0 5 -7 30
. 2 0 00] 1y [1 0 00
(W3+1) | g —4 0 0 1), 0 1 00
3y 4 0 0 ()1 2 -1 0 0| =R
0 0 1 0 0 0 1 0
2 4 3 0 1 1 30

Ahora es inmediato ver en R que cada fila sin pivote es combinacién de las filas con pivote que la anteceden:

3R =2(yR)—1(3R) = (-2, 1, 1, 0, 0)R=0

y

Puesto que N (AT) = N/ (RT), las mismas relaciones se verifican en la matriz original A;

5A =2(yyA)—1(3A) = (-2, 1, 1, 0, 0)A=0

y
A = 1(A) +1(zA) +3(3A) = (1, -1, 0, =3, 1)A=0

= I En el proceso de eliminacién A — R “se ven” bases para los cuatro subespacios fundamentales de A
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Parte 1V

Ortogonalidad
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LECCION 11

Vectores ortogonales. Subespacios ortogonales

Una importante aplicaciéon de las matemdticas es la medicién de distancias y angulos. Los productos
escalares definidos en espacios vectoriales crean el entorno que permite estas mediciones.

Comenzamos con los entornos més familiares: R? y R3. Luego generalizaremos a R™ con el producto punto.
(En la Seccion 11.3 generalizamos ain mds mediante productos escalares definidos en espacios vectoriales).

11.1. Geometria

11.1.1. Longitud de un vector en R? y en R?

El célculo de la longitud de un vector  en R? o de un vector y en R? se basa en el teorema de Pitdgoras.
En ambos casos el vector se corresponde con la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo, de manera que el
cuadrado de la longitud de la hipotenusa (el cuadrado de la longitud del vector) es igual a la suma del
cuadrado de las longitudes de los catetos. Vedmoslo.

En el caso de R?, la longitud de cada cateto es el valor absoluto de cada componente, |x;|. Por tanto

lz||> =2} +25 =2 = x| =y/21+ 23 = Va-x;
donde ||| denota la longitud o norma de un vector  y donde |z;|* = z2.
Y3
R T = (71, 72,)

1
1
1
1
1
1
1
:
| Yifeeo TS,
1 S-Sy
1
:»I‘I (y17y2707)

Figura 11.1: Longitud de un vector en R? y en R?

En R3, la longitud del cateto vertical es el valor absoluto de la tercera componente; pero la longitud
del cateto horizontal ha de ser calculada. Como el cateto horizontal es la hipotenusa de de un tridngulo
rectdngulo (como en la figura en R?), tenemos que el cuadrado de la longitud de dicho cateto es (y3 + y3):

lyl>=wi+w)+ys=y-y = |lyll=\i+i+vi=Vyy.

Asi, la longitud de un vector (en R? o R?) es la rafz cuadrada de la suma de los cuadrados de sus componentes.
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11.1.2. Angulo formado por dos vectores tanto en R? como en R?

Un modo de indicar el grado de abertura del dngulo formado entre dos segmentos unidos por un vértice
es mediante la funcién coseno; que toma valores entre 1 y —1. Cuando la abertura es nula (cuando el dngulo
es cero) el coseno toma el valor 1 (marcado con un rombo sobre el eje horizontal de la figura de la izquierda).
El coseno disminuye a medida que el angulo se abre... cuando el dngulo es recto su coseno toma el valor 0
(figura central); y conforme la abertura aumenta el coseno continia disminuyendo, hasta que se alcanza la
abertura méxima, en cuyo caso el coseno alcanza su valor minimo valor, es decir —1 (figura de la derecha).

Figura 11.2: Relacién entre el dngulo 6 y su coseno (el circulo exterior es de radio uno)

Ahora piense que tiene tres listones de madera y que ninguno de ellos tiene longitud mayor que la
suma de los otros dos. Entonces con ellos se puede formar un tridngulo cuyos angulos estan univocamente
determinados por las longitudes de los listones de madera. Es decir, conociendo los lados de un tridngulo
podemos calcular sus dngulos. Para esto echaremos mano, una vez mas, del teorema de Pitdgoras.

b:(b17b27b33) b—a b

a = (ai,az,as,)

Figura 11.3: Tridngulo formado por 0 y dos vectores a y b no nulos.

A la izquierda de la Figura 11.3 podemos ver un tridngulo formado por los segmentos A, B y C (donde
asociamos el segmento A con el vector a y el segmento B con el vector b). Para poder calcular el dngulo
formado por los segmentos A y B (que es el mismo que el formado por los vectores a y b), dividimos el tridn-
gulo en dos tridngulos rectangulos mediante el segmento vertical H. A la derecha aparece esquematicamente
representado el mismo tridngulo; pero mostrando que la longitud del segmento C es igual a la longitud del
vector b — a. Ademds, también se muestra el cateto X de uno de los tridngulos rectangulos resultantes de
dividir el tridngulo ABC con el segmento vertical H.

En todo tridngulo rectangulo, el coseno del angulo € formado por cada uno de los catetos con la hipotenusa
es el ratio entre las longitudes de dicho cateto y la hipotenusa.! Por tanto,

X
= = 11.1
cos 6 B (11.1)

donde con X denotamos la longitud del cateto X y con B denotamos la longitud de la hipotenusa B.

1Como en un tridngulo rectdngulo ningtin dngulo tiene mas de 90 grados, el coseno del 4ngulo de cualquiera de sus vértices
siempre es mayor o igual a cero
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Puesto que el angulo formado por los vectores a y b es el mismo que el formado por los segmentos X y
B, solo necesitamos calcular el ratio X /B. Por el teorema de Pitdgoras, sabemos que

X2+ H? =B (11.2)

Y si nos fijamos en el segundo tridngulo rectdangulo, también sabemos que
(A—X)>+H?=C?
A% —2AX + X? + H* =C? desarrollando el cuadrado. (11.3)
Restando (11.2) de (11.3) tenemos
A? —2AX =C* - B?
—24AX =C*-B*- A?
X = (A% 4+ B* - C?)/24

Y sustituyendo en (11.1) llegamos a que cosf = %

Asi, como en la figura asociamos el segmento A con el vector a y el segmento B con b, podemos sustituir
Ay B por las longitudes de los correspondientes vectores asociados y C por la longitud de b — a.

A=|a| =+/a?+ a3 +a§
B =||b|| = \/b? + b3 + b3

C =|b—all = /(b1 — a1)? + (b2 — a2)? + (bs — a3)?

Por tanto, operando llegamos a

cos — 2(a1b1 + azbs + asbs) _a-b
2V} + a3+ a3\ /07 + 03 +03  llalllbl’

(con a #0 #b),

donde hemos sustituido la suma de productos de las componentes por el producto punto. Cuando cosf = 0
los vectores son perpendiculares (véase la Figura 11.2), es decir, a y b son perpendiculares cuando a -b = 0.

11.1.3. Generalizando al espacio euclideo R"

Comenzamos la generalizacion con el concepto de perpendicularidad en el espacio euclideo® R™.

%Para una definicién de espacio euclideo véase la Seccién 11.3.4.

Definicién 11.1. Decimos que a y b son ortogonales o perpendiculares (a L b) cuando a - b = 0.

Consecuentemente, 0 es ortogonal a todos los vectores (incluido él mismo).

I La generalizacién del concepto de longitud a vectores del espacio vectorial R™ es inmediata.

Definicién 11.2. La longitud (o norma) de un vector a es la raiz cuadrada de a - a:

longitud de a = |la|| = /a - a.

Por ejemplo, la longitud de = = \/62 +024+ (—2)2+32=149="1.
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Puesto que ¢ - @ = 0 si y solo si & = 0, resulta que: ||x|| =0 si y solo si & = 0.

Multiplicando & por A obtenemos un miltiplo de @ cuya longitud es |A| veces su longitud original.

Az || = /A2 (z - @) = | Al [|]]-

Definicién 11.3 (Vector unitario). Se dice que un vector es unitario si tiene longitud uno.

Es sencillo obtener un multiplo unitario (i.e., de norma uno) de & # 0; basta dividir el vector por su longitud.
Por ejemplo, si = = (1, 1, 1, 1,) entonces || = /@ -x = V4 =2. Asi, el vector

1 1
y = mm =5 = (3, 4, 1, 1) es unitario. {Compruébelo!

=¥ | Una vez definidas la perpendicularidad y la longitud en R™; vamos a generalizar la propiedad mas impor-
tante que verifican los vectores perpendiculares: el Teorema de Pitagoras.

(recuerde las propiedades del producto punto en la Pagina 23)

Teorema 11.1.1 (Teorema de Pitdgoras en R™). Sean x e y dos vectores de R™; entonces -y = 0
(son perpendiculares) si y solo si
lz +yl* =l |*+|y]*.

Demostracion. Si x e y son perpendiculares, entonces © -y =0y

lz+yl’=(x+y) (z+y)=z-(x+y)+y- (z+y)
=xz+y)zt+(@+y)y
=r-rx+y-x+tr-y+y -y
=z T+ Q(Q:y) +y- -y
=x -+ 0 +y-y =[lz|*+[|y>.

O

Fijese que en el anterior teorema, x e y corresponden a los catetos y el vector suma « 4+ y a la hipotenusa.

15 | Para generalizar el coseno del angulo formado por dos vectores a R™, antes necesitamos probar que a - b

es siempre menor en valor absoluto que ||al|||b]|, de manera que HaaHA\IIJbH solo toma valores entre —1 y 1.

Dicho resultado se denomina Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Proposicién 11.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para a y b de R™ se verifica que |a - b| <||a||||b]

Demostracion. Caso trivial: a y b son linealmente dependientes. Entonces, o bien @ = 0 o bien existe
A € R tal que Aa = b. Si ocurre lo primero @ -b =0y |al|||b]| = 0. Si ocurre lo segundo

la b =la - a| = |\|a]* = Al |la[la] =|al|b]

Caso no trivial: a y b son linealmente independientes. En tal caso veamos que existe un vector h ortogonal
a a tal que E([a;h;]) = E([a;b;]).
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Para encontrarlo definimos el vector como h = b + aa; asi garantizamos que E([a; h;]) = E([a; b;]).
Ademaés vamos a imponer la condicién de que a L h; asi

Qe
o

0=a-h=a-(b+aa)=a-b+aa-a portanto |a=—

e
8

h=0b+ aa

< >
<= >
a

Figura 11.4: Representacién esquematica donde h es combinaciéon lineal de a y b y perpendicular a a.

Por tanto, |[b]> = b-b = (h—aa)-(h—aa) = h-h—2ah-a+a’a-a = |h|?+ a?|a|?
(Fijese en el esquema de la figura: b es la hipotenusa y h y —aa son los catetos de un tridngulo rectdngulo).

Como a y b son linealmente independientes, necesariamente h # 0, es decir, |h| > 0; y entonces

.b)2 . b)? .b)2
1617 = [B? +a?lal? > o?alP = \E B a2 = @By (ab)

(a-a) (lall?) el

de donde (||la|/?)(|[b]|*) > (a -b)? y por consiguiente ||a|/||b]| > |a - b]. O

Fijese que, en un extremo tenemos a -b = 0 cuando @ L b; y en el otro |a - b| =||a||||b]| cuando b = Aa.

1= | Ahora, y gracias a que sabemos que se verifica la desigualdad de Cauchy-Schwarz, también podemos
generalizar a R™ el coseno del dngulo formado por dos vectores no nulos.

Definicién 11.4. El coseno del angulo 6 formado por los vectores no nulos a y b de R™ es

a-b

_— —1<cosf <1.
lallllb]

cosf =

Con esta generalizacién, la parte derecha de la Figura 11.3 se puede reinterpretar como una representacion
esquematica de un tridngulo formado por vectores de R™.

15 | Por experiencia sabemos que la distancia entre dos puntos a y ¢, siempre es menor o igual que la suma de
las distancias del camino indirecto que va de @ a b y luego de b a c. Para extender el concepto de distancia
debemos comprobar que ocurre lo mismo en R™. Para ello demostraremos la desigualdad triangular.

Proposicién 11.1.3 (Desigualdad triangular). Sean a y b vectores de R™, entonces ||a + b|| <||a||+]b]|.
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Demostracion.

la +b]?=(a+b) - (a+b)=a-a+2a-b)+b-b
=lla|?+2(a - b)+|b|?
<lla|l* + 2/la|[[b[|+][b]*  puesto que |a - b| <[la|/|[bll; (Prop. 11.1.2)
= (lall+[®])?

Consecuentemente |a + b|| <||a|/+|b]|. O

La Desigualdad Triangular con normas de vectores da lugar a la nocién de distancia entre vectores de R™:
distancia entre ¢ y y: d(x,y) =[x —y|| =|ly — | = d(y, z),
que verifica otra Desigualdad Triangular (ahora referida a las distancias):
d(a,c) =[la —c| =[/(a = b) + (b —¢)| <[la = b][+[|b — c[| = d(a,b) + d(b, c).
Puesto que ||x|| = 0 si y solo si & = 0, tenemos que d(x,y) =||la — b|| = 0 si y solo si a = b.
Vectores alineados. Cuando y = Az (cuando y es un multiplo de ) el producto punto entre ambos es
y-x=\r -z=\z|>
En tal caso (y si A # 0) el dngulo que forman x e y es cero o bien 1802 (es decir 0 6 7 radianes) ya que:

. 2
cosf = Y __ Allz] = i =41,
lllllyll (Al Al

y entonces se dice que los vectores estan alineados.

Fijese que cuando a y b estan alineados: si A > 0 entonces a - b = ||a||||b]|; v si por el contrario A < 0,
entonces a - b = —|lal|||b].

Consecuentemente, cuando a y b estan alineados y A > 0 (cuando ambos “apuntan” en el mismo sentido)
resulta que: |la + b|| =|la||+||b]| (véase la demostraciéon de la Desigualdad Triangular).

11.2. Subespacios ortogonales en R"

Definicién 11.5 (Conjunto ortogonal al subconjunto A de vectores de R™). El conjunto de todos los vectores
de R™ que son perpendiculares a los vectores de A C R™ se denomina conjunto ortogonal (o perpendicular)
a A, y se denota con At:

At ={z cR" |z -a=0 para cada a € A}

EJERCICIO 55. Demuestre que A+ es un subespacio.

iFijese que aunque A no sea un subespacio, el conjunto ortogonal A+ si lo es!

EJERCICIO 56.

(a) Demuestre que si B es un subconjunto de vectores de R" y A C B entonces B+ C A+.

(b) Demuestre que para todo subconjunto A de vectores de R™ se verifica que A+ = E(A)J'.
(donde [,(A) corresponde a la Definicion 9.11 en la pdagina 110)
(c) Demuestre que para todo subespacio A de R" se verifica que AN A+ = {0}.
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Proposicién 11.2.1 (A C R™ y A son suplementarios). > Sean A C R™ y At entonces A® A+ = R™.

Demostracion. Sea el sistema A de r vectores una base de A. Por el apartado (b) del ejercicio anterior
sabemos que A+ = ﬁ(A)L =At

Si llamamos A al sistema A de vectores linealmente independientes de R™, entonces A" es el subconjunto
de vectores perpendiculares a las columnas de A; es decir AT = {w € R™ |zA =0} =N (AT).

Consecuentemente, dim A+ = dim N (AT) =m —r. Como dimA=r, como dimA+ =m —r y como

dim AN A+ = dim{0} = 0, por la Proposicién 10.1.4 en la pagina 121, necesariamente A & A+ =R™. [J

Observacion. Hay muchos subespacios suplementarios a uno dado: viendo la Figura 6.1 en la pagina 84
es facil darse cuenta que cualquier funcién lineal g: ¥V — W es un espacio suplementario de {6} X W. Sin
embargo, dado un subespacio, el correspondiente subespacio suplementario y ortogonal es @nico. En la citada
figura corresponde al eje horizontal: ({0} x W)L =V x {0}.

Esto da lugar a la siguiente

Definiciéon 11.6 (Complemento ortogonal de A C R™). En el caso de que A C R™ sea un subespacio, el
subespacio A+ (conjunto ortogonal de A) se llama complemento ortogonal de A.

Asi podemos reescribir el ultimo apartado del Ejercicio 56 en la pagina anterior como: ‘Demuestre que la
interseccion entre un subespacio de R™ y su complemento ortogonal es {0} ”.

11.2.1. Ortogonalidad de los 4 subespacios fundamentales de A

Definicién 11.7 (Subconjuntos ortogonales). Dos subconjuntos A y B de R™ son ortogonales (A L B), si
todo vector de A es perpendicular a todo vector de B; es decir, si a-b =0 para cualesquiera a € A yb € B.

Fijese que un subespacio A y su complemento ortogonal .4+ son un caso particular de subconjuntos (en
este caso subespacios) ortogonales, pues A L (A%).
EJERCICIO 57. Demuestre la siguiente

Proposicién 11.2.2. Sean A y B subconjuntos de R™, entonces A L B si y solo si ﬁ(A) L E(B).

La siguiente proposiciéon muestra que los subespacios fundamentales de A son ortogonales dos a dos.

Proposicién 11.2.3. Sea A de orden m por n, entonces

s Fl espacio fila y el espacio nulo son ortogonales: |C (AT) 1N (A) .

= FEl espacio columna y el espacio nulo por la izquierda son ortogonales: |C (A) 1IN (AT) .

Demostracion. El espacio fila es el conjunto de combinaciones lineales de las filas de A, es decir, es el conjunto
de vectores de la forma f = yA con y € R™; y los vectores del espacio nulo son los vectores x tales que
Ax = 0. Evidentemente los vectores f y & son perpendiculares puesto que:

fre=yAxz=y-0=0.

Del mismo modo, como el espacio columna es el conjunto de combinaciones lineales de las columnas de A,

es decir, es el conjunto de vectores de la forma b = Ax con & € R™; y como los vectores del espacio nulo

por la izquierda son los vectores y tales que yA = 0; los vectores y y b también son perpendiculares:
y-b=yAzx =0 -z =0.

O

2FEn espacios vectoriales de dimensién infinita este resultado es falso en general (véase el ejemplo de la Pigina 146 donde A
y AL no son suplementarios); pero si es verdadero cuando A es de dimensién finita (Proposicién 11.3.4 en la pagina 145).

137



[Libreria NACAL para Python]

a = Vector( [1, 1, 11 )

A = Matrix( [a, -a, a, -al )

C = SubEspacio( A.sis() ) # Espacio columna de A

F = SubEspacio( (~A).sis() ) # Espacio fila de 4

N = SubEspacio( A ) # Espactio nulo de A

NI = SubEspacio( ~A ) # Espacto nulo por la izquierda de A

print( F == ~N ) # sEs cierto que F es igual a complemento ortogonal de N?

print( NI == ~C ) # ;Es cierto que NI es igual a complemento ortogonal de C?
True
True

El método de eliminaciéon como generador de bases del complemento ortogonal

En la leccién anterior vimos que con el método de eliminacion podemos encontrar bases de los cuatro
espacios fundamentales de una matriz. Consecuentemente, podemos encontrar una base del complemento
ortogonal de cualquier subespacio de R™: si tenemos un sistema de vectores Z de R™, basta escribir dichos
vectores como filas de una matriz y aplicar el método de eliminacién “de izquierda a derecha”; las “soluciones
especiales” seran base del complemento ortogonal del espacio E(Z) generado por Z.

Ejemplo 26. Busquemos una base para el complemento ortogonal del espacio generado por los vectores

1 0 1
-3 -1 —4
0 |’ 1]’ 1]’
-1 1 0

Aplicando la eliminacién sobre una matriz cuyas filas son los vectores dados tenemos:

_ - . _ -

1 -3 0 -1 (3)142] 1 0 00

0o -1 1 1 [(W1+4 [0 =1 0 O 3 4

1 -4 1 0 {gggiﬂ 1 -1 0 0 1 1

1 0 0 0 — |1 3 3 4 —> Base del complemento ortogonal: ; ;
1 0

0 1 0 0 0 1 1 1 0 1

0 0 1 0 0 0 1 0

K 0 0 1] 10 0 0 1 |

[Libreria NACAL para Python]
S = Sistema( [Vector([1,-3,0,-1]), Vector([0,-1,1,1]), Vector([1,-4,1,0])] )

~Matrix(S) # Matriz cuyas filas son los wvectores de S
Homogenea(~Matrix(S),1) .sgen # Sistema generador del complemento ortogonal
SubEspacio( Homogenea(~Matrix(S)).sgen ) == ~SubEspacio(S) # Comprobacion

11.2.2. De las ecuaciones paramétricas a las ecuaciones cartesianas

En la Seccién 7.4 de la Leccién 7 aparecieron por primera vez tanto las ecuaciones paramétricas, como
las ecuaciones cartesianas (véase las notas a pie de pagina ntimeros 3 en la pagina 94 y 1 en la pagina 91).

Cada modo de representacién tiene un proposito distinto: las ecuaciones paramétricas nos permiten
generar ejemplos de vectores que pertenecen al conjunto (basta dar valores arbitrarios a los pardmetros); las
ecuaciones cartesianas nos permiten comprobar si un vector y pertenece al conjunto (basta comprobar si y
es solucién del sistema de ecuaciones indicado en las ecuaciones cartesianas).
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Veamos ahora céomo pasar de unas a las otras; asi dispondremos en todo momento de dos modos de
expresar el mismo conjunto de vectores.
El camino recorrido hasta ahora: de las ecuaciones cartesianas a las paramétricas

Dado un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde A es de orden m por n, expresamos el conjunto
de soluciones con la siguiente ecuacion cartesiana:

{x e R" |Ax = b}

Cuando resolvemos el sistema encontrando una soluciéon particular s y una base [nl; . ..nk;] de N (A)7
re-expresamos el mismo conjunto de soluciones con la ecuacion paramétrica:

{mER" |3p6Rk talquem:s+[n1;...nk;]p}.

Asi, cada vez que hemos resuelto un sistema de ecuaciones, hemos partido de unas ecuaciones cartesianas
(o implicitas) para obtener unas ecuaciones paramétricas (el conjunto de soluciones). Veamos ahora como
recorrer el camino inverso (partiendo de un conjunto de soluciones, obtener un sistema de ecuaciones que
tiene a dicho conjunto como solucién).

Recorriendo el camino inverso: de las ecuaciones paramétricas a las cartesianas

En el camino inverso, dadas unas ecuaciones paramétricas del conjunto de soluciones de “un sistema
desconocido, Dx = f 7, encontraremos las filas de una matriz de coeficientes A y un vector del lado derecho
b que definan un sistema de ecuaciones Ax = b equivalente a Dx = f, es decir, cuyo conjunto de soluciones
coincida con el del sistema de ecuaciones desconocido, Dx = f.

Procedimiento. Cuando disponemos de unas ecuaciones paramétricas
{w e R" | Jp € R tal que = s + [nl;...nk;]p},

disponemos tanto de una solucién s (un vector del conjunto de soluciones) como de una base [nl; .. nk;]
del espacio nulo de la matriz A que buscamos, es decir, N’ (A) = E([nl; . nk,])

Sabemos que por eliminaciéon podemos encontrar una base del complemento ortogonal de E( [nl; A (7S ] )7
es decir, una base de C (AT). Usaremos los vectores de dicha base para formar las filas de A. Los pasos son:

Primero encontrar una base del complemento ortogonal de N (A) = E( [nl; A (7S ] ) Para ello usamos
la matriz Z cuyas k filas son los vectores mq,...,mn;, v aplicamos la eliminacién “de izquierda a derecha”
siguiendo el esquema:

{ﬂ» S Ty {%; donde Z = [nl; B (75 ] T (nétese el simbolo de transposicién).

Como ZE = K; si v es la lista de indices de las columnas nulas de K, entonces ZE|, = K, = 0.

Después. Si usamos las columnas de E, (i.e., las soluciones especiales) como filas para construir una
matriz A, es decir, si Ej,, = AT: entonces Z(AT) =0, o transponiendo ambos lados, A [nl; . nk;] =0.

Si ahora multiplicamos por A la ecuacién paramétrica x = s + [nl; A (7S ]p tenemos que
Ax = As + A[nl;...nk;]p = Az = As, (11.4)
—_————
0

donde b = As seré el vector del lado derecho del sistema que buscamos. Este sistema es, por construccion,
un sistema cuyas soluciones son las ecuaciones paramétricas de las que hemos partido, ya que

Ax =b cuando x =s
Az =0 cuando x € L([ni;...ny;]) =N (A)
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Procedimiento abreviado para usar con lapiz y papel. No es necesario encontrar primero los vectores
perpendiculares a 14, ..., n;, para formar con ellos las filas de A y multiplicar la ecuacién paramétrica para
obtener el sistema Ax = b. Podemos hacerlo todo a la vez con la eliminacion de izquierda a derecha.

Sea M la matriz que resulta tras anadir los vectores  y s como nuevas filas de Z. Entonces, aplicando
la secuencia de transformaciones T, --- 7, que transforma Z en una forma pre-escalonada K, tenemos que

z [ K
M=[z| = [zE|, dondeE=1, .., .
s sk
Por la Ecuacién 11.4 sabemos que Az = As, es decir w(AT) = S(AT), por tanto xEj, = sE),;

donde ¥ es la lista de fndices de las columnas nulas de K. Asf pues, si K|; = 0 entonces xE|; = sE|;.
Dicho de otro modo, bajo las columnas nulas de K podemos ver las ecuaciones del sistema buscado.

Ejemplo 27. Encontremos unas ecuaciones cartesianas para el siguiente conjunto P de vectores de R*:

0 1 0
2 2 0

—_ 4 2 _
P=(KvelR* |[dpeR* v= 0 + 0 1
5 -2 3

Aplicando la eliminacién sobre la matriz M, cuya tercera fila es * = (z,y,2,w,) y cuya tltima fila es la
solucién particular s = (0,2,0,5, ), tenemos:

1 2 0 -2 (—2h142] 1 0 0 0 . 1 0 0 0
0 0 1 3 [(2)1+4] 0 0 1 3 [(—3)3+4] 0 0 1 0
— - 2 | 2
T Yy 2w r 2x+y z 2x+4w r 2x+y z 20—3z+w
0 2 0 5 0 5 0 5 0 2 0 5

Mirando bajo las columnas nulas se vislumbran las ecuaciones que buscamos:

-2z +y =2
2x —3z4+w=5"

o S e-0))

11.2.3. Puntos, rectas, planos e hiper-planos de R". Espacios afines

Asi pues, unas ecuaciones cartesianas para P son: {v € R*

Dado un sistema de ecuaciones Ax = b, su conjunto de soluciones posee una forma geométrica que “no
se curva”. En particular, si dim N (A) = 0 el conjunto es un punto; cuando dim N (A) = 1 el conjunto es
una recta; cuando dim N (A) =2 es un plano, y si dim N (A) =d > 2 es un hiper-plano de dimension d.

Esto sugiere emplear nuevos nombres para conceptos ya conocidos. Podemos denominar ecuaciones pa-
ramétricas (o ecuaciones cartesianas) de un punto, de una recta, de un plano, etc. al conjunto de soluciones
del correspondiente sistema Ax = b. Asi por ejemplo, podemos preguntarnos por las ecuaciones cartesianas
de una recta en R™ (al decir recta indicamos implicitamente que el espacio nulo de la matriz de coeficientes
de las ecuaciones cartesianas tiene dimensién uno).

A los subconjuntos de R™ que podemos describir como la suma de un vector particular s méas las com-
binaciones lineales de un sistema de vectores [nl; . nk;] (o que alternativamente podemos describir como
el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones Ax = b) se denominan espacios afines. La dimensién de
un espacio afin es la dimensién del subespacio generado por las combinaciones lineales del citado sistema de
vectores [nl; . nk;] (0, equivalentemente, la dimensién del espacio nulo de A).

NAcAL guarda el conjunto de soluciones de Az = b como un espacio afin en el atributo eafin. Su
representacién muestra tanto las ecuaciones cartesianas como las paramétricas.
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[Libreria NACAL para Python]
A = Matrix( [ [-1,1,0,0], [-1,0,-1,11 1 )

b = Vector([0,1])
SEL(A,b) .eafin # conjunto de soluciones

1 1
1 1
o [T 1
0 0

velR! |IpeR? v=

—_ O = =

=
I

—
S
m
=
S

NAcAL permite generar espacios afines de varias maneras. Con una matriz A y un punto v:

[Libreria NACAL para Python]
A Matrix( [ [_1,110:01, [_1’03_1,1] ] )

v = Vector([0,0,0,1])
EAfin(A,v) # contiene al wvector v y es paralelo a N(4)

-1
-1
1
0

veR! |IpeR? v= +

_ o o o
[ Sy
i
I
—N
<
m
=
S

o con un sistema de vectores S y un punto v:

[Libreria NACAL para Python]

S = Sistema([ Vector([-1,-1,1,0]), Vector([0,0,1,1]1) 1)
v = Vector([0,0,0,1])
EAfin(S,v) # contiene al vector v y es paralelo a L(S)

-1

-1
1
0

veR* |[IpeR? v= +

— o O O
-0 O

(POR HACER: definir el conjunto de soluciones como un elemento de un espacio cociente.)

11.3. Generalizaciones o visiones alternativas (%)

Aunque hasta este momento nos hemos limitado a trabajar en R™, lo interesante es que las ideas de
longitud, ortogonalidad, norma, distancia y angulo entre vectores son “de algin modo” extrapolables a
espacios vectoriales genéricos )V cuando en ellos definimos productos escalares. De hecho, las aplicaciones
mas interesantes ocurren en espacios vectoriales de dimensién infinita, por ejemplo en la Probabilidad.

En esta seccion definimos el concepto de producto escalar en un espacio vectorial abstracto. Luego
generalizamos las nociones de longitud, ortogonalidad, norma, distancia y angulo entre vectores. Para
finalizar, trataremos con subespacios ortogonales.
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11.3.1. Productos escalares en V

Llamamos producto escalar entre dos vectores @ e 3 de V a cualquier funcién <7, 7>: YVxV—-R que
verifique los axiomas de

» Simetria: (7, ¥)=(¥, 7).
= Linealidad respecto al primer argumento:
L (@), ¥) =T, ¥).

2 (F4+T). %)= (T )+

» Positivo: (7, 7) >

~

v, 7).
x 0
» Definido: (7, 7)=0 & 7= 0.
1<y I Como ilustracién veamos algunos ejemplos de productos escalares. Primero en R™ y luego en otros espacios.

Ejemplos de productos escalares en R"

Fijese que el producto punto es un producto escalar en R™

b

R* xR" - R
(a,b) —a-b

de hecho, el producto punto también se denomina producto escalar usual en R™. Pero hay otros ejemplos de
producto escalar en R™ de uso muy expendido.

Ejemplo 28. En estadistica se emplea un producto escalar que garantiza que la norma del vector 1 (cuyas
componentes son todas iguales a uno) es 1 independientemente del ntimero de unos que contenga el vector.

<_,_>S:R"><R”%]R

(a,b) —1(a-b)

1
(Véase la Seccién 19.1 en la pégina 209).

En la Leccién 19 veremos que, usando este producto escalar, la desviacién tipica y el valor absoluto

de la media aritmética son longitudes; y que la correlacién es el coseno del angulo formado entre vectores
perpendiculares a 1.

EJErCcICIO 58. Demuestre que la funcién <7, 7>S: YVxV—=R es un producto escalar en R”.
(a,b) = ;(a-b)

Ejemplo 29. En estadistica también se emplean las medias ponderadas, en las que unos datos tienen mayor

peso que otros. Pero se mantiene la propiedad de que la media (ponderada) de un vector de n datos todos
iguales a uno es uno. Un ejemplo es

(L, ), R"xR" 3R
(a,b) — aDb

b

donde D es una matriz diagonal de orden n cuyos elementos en la diagonal son positivos y suman 1. Fijese
que el anterior producto escalar (__, _)_ corresponde al caso particular D = 1.

EJercicio 59. Considere la matriz diagonal D de orden n y cuyos elementos en la diagonal son positivos y

suman 1. Demuestre que la funcién <7, 7>Sp: YV xV —R ,esun producto escalar en R”.
(a,b) — aDb
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Ejemplo 30. Para toda matriz A de orden n y rango completo, la funcién

(., )1 VxV->R ,
(a,b) = aATAD

es un producto escalar en R™. De hecho, para cualquier producto escalar definido en R™ se puede encontrar
una matriz A tal que dicho producto escalar se puede expresar de esta manera (ha de tenerse en cuenta que
dicha matriz A no es tnica —véase la diagonalizacién por congruencia de la Leccién 18).

Ejemplos de productos escalares en otros subespacios

Ejemplo 31. El subconjunto Cla,b] de funciones reales y continuas con dominio en el intervalo [a, ], junto
con las operaciones habituales de suma de funciones y producto de funciones por escalares, es un subespacio
del espacio RI*!! de funciones reales de variable real con dominio en el intervalo [a,b]. En C[a, b], la funcién

(L, ):clo,1]xclo,1] = R
(f.9) = [} f(2)g(x)dz

es un producto escalar, pues verifica los axiomas:
« Simetria:  [* f(z)g(z)de = [ g(z)f(x)dx
= Linealidad respecto al primer argumento:
L [, (f@) +g(@)h(@)de = [} f@@)h(z)de + [, g(x)h(x)dx
2. [ af(@)g(x)de = a [! f(2)g(x)de

= Positivo: si f no es nula entonces f; f(x)%dx > 0, ya que para el punto xg en el que la funcién es

distinta de cero, existe un entorno tal que si z € (zo — §, ¢ + &) entonces f(z)% > %f: f(xo)%dx.

Y

a zo b

= Definido: fj f(x)%dx =0, si y solo si f es la funcién nula, es decir, f(x) = 0 para todo z € [a, b].

Ejemplo 32. Otro ejemplo que encontrard en estadistica y econometria corresponde al conjunto de variables
aleatorias de varianza finita definidas en un espacio de probabilidad (92, F, P). En dicho subespacio, la
esperanza E(XY') del producto entre las variables aleatorias X e Y es un producto escalar.

11.3.2. Generalizando los conceptos geométricos a otros espacios vectoriales

= I Aqui replicaremos la Seccion 11.1.3 sustituyendo la notacién de producto punto por la de producto escalar.

Definicién 11.8. Decimos que @ e § son ortogonales o perpendiculares (Z L %) cuando (T, §) = 0.

EJERCICIO 60. §Qué vector es ortogonal a cualquier otro (incluido él mismo)?

Definicién 11.9. La longitud (o norma) de un vector @ de V es la raiz cuadrada de (%, @):
longitud de T = ||Z| = /(Z, T).
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EJERCICIO 61. Si || Z]| = 0, ;Quién es 77
Multiplicando # por A obtenemos un miltiplo de Z cuya longitud es |A| veces su longitud original.
Definicién 11.10 (Vector unitario). Se dice que un vector es unitario si su longitud es uno.

Para obtener un multiplo unitario de @ basta dividir el vector @ por su longitud.

Teorema 11.3.1 (Teorema de Pitdgoras en V). Sean T e § son dos vectores de V; entonces (T, J) =0
(son perpendiculares) si y solo si

17+ 71 =1Z P+ 71
EJERCICIO 62. Demuestre el teorema de Pitagoras en V' con producto escalar <77 7>: VxV—R.

Proposicién 11.3.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para @ e § de V y el producto escalar {_, )
definido en V se verifica que
K&, D) <IZMTI-

EJERCICIO 63. Demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Asi, en un extremo (7, i) =0 cuando Z L ¥; y en el otro (@, §)| =|Z||| 7|l cuando § = AZ.

Definicién 11.11. El coseno del dngulo 0 formado por los vectores no nulos @ y i de V es

(7,7
cost = 55— —1<cosf <1. (11.5)
IZ (7l

X

Figura 11.5: Representacién esquematica del tridngulo formado por 0 y dos vectores ¥ y % no nulos de V.
Proposicién 11.3.3 (Desigualdad triangular). Sean T y y wvectores de V, entonces || @ + ¥ || <||Z||+]|7||-

EJERCICIO 64. Demuestre la desigualdad triangular en V.

La Desigualdad Triangular da lugar a la nocién de distancia entre vectores de V:
distancia entre 7 y y: d(Z, V) =7 - V|| =¥ — 2| = d(¥, T),
Puesto que ||Z]| = 0 si y solo si = 0, tenemos que d(Z,7) =|Z — 7|/ =0siy solosi Z = 7.
7=

Vectores alineados. Cuando 7 (cuando ¥ es un miltiplo de 7') el producto punto entre ambos es

7, 7) =M@, 7)) = A7

—

En tal caso (y si A # 0) el angulo que forman 7 e ¥ es cero o bien 180° (es decir 0 6 7 radianes) ya que:

- — —12
cosf = <_x,’ i = )\”_T”_, :i:il.
IZI1 AIZNZ A

y entonces se dice que los vectores estan alineados.
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11.3.3. Subespacios ortogonales en espacios vectoriales abstractos

Definicién 11.12 (Conjunto ortogonal al subconjunto A de vectores de V). Llamamos conjunto ortogonal
(o perpendicular) a A, que denotamos como AL, al subconjunto de vectores de V que son perpendiculares a

los vectores de A.
At ={Z eV |(Z,ad)=0 para cada T € A}

EJERCICIO 65. Demuestre que A+ es un subespacio.

iFijese que aunque A no sea un subespacio, A+ si lo es!

EJERCICIO 66.
(a) Demuestre que si B es un subconjunto de vectores de V y A C B entonces B+ C A*.

(b) Demuestre que para todo subconjunto A de vectores de V, se verifica que A+ = L:(A)J'.
(donde E(A) corresponde a la Definicion 9.11 en la pdagina 116)
(c) Demuestre que AN A+ = {6}

11.3.4. Espacios pre-Hilbert

Definicién 11.13. Se denomina espacio pre-Hilbert al par (V, <7, 7>), donde V es un espacio vectorial y
<77 7> es un producto escalar definido en V.
Definicién 11.14. Cuando V es de dimension finita, el espacio (V, <_, _>) se denomina espacio euclideo.

Observacion. Cuando nos referimos al espacio euclideo R™ se sobreentiende que es aquél definido sobre R™
junto con el producto punto, es decir, al par: (R”,i . 7).

Complementos ortogonales

Con la Proposicién 11.2.1 en la pdgina 137 ya vimos que en el espacio euclideo (R™, - ) todo subespacio
A C R™ y su conjunto ortogonal A+ son suplementarios.

Ahora vamos a de mostrar que en cualquier espacio pre-Hilbert (V, <7, 7>), si el subespacio H es de
dimensién finita entonces V = H @ H*, es decir, que subespacios los H y H' son suplementarios cuando
‘H es de dimensién finita.

Teorema 11.3.4. Si (V, <7, 7>) es un espacio pre-Hilbert y H es un subespacio de V de dimension finita,
entonces necesariamente H + H+ = V. Por tanto si H es de dimension finita se cumple que H ® H- = V.

Demostragién. Probar que H + H* = V consiste en demostrar que para cualquier 7 € ) existe I € H tal
que U — h € HLt. Para ello razonamos por induccién sobre la dimensiéon de .

Si dim(#) = 0 entonces H = {0} y H- =V, con lo que H + HL = V.

Ahora supongamos que el resultado es cierto para subespacios de dimensién n y que dim(H) = n + 1.
Sea entonces [17)1; . Tu’n;] un sistema de n vectores linealmente independientes de H y denotemos con W al

subespacio L([@; ... @,;]). Obviamente dim(W) = ny W C H; y como dim(H) = n+ 1, existe heH-W

tal que [u_’)l, Wy h;] es una base de H. Por hipdtesis de induccién sabemos que existe ﬁw € W tal que
h — hy € WY como hy, € L([@;...W,;]) tendremos que también [@i;... W,; h — hy;| es una base de

‘H. Denotemos pues con z al vector h — hy,.

Ahora témenos v € V. Por hipétesis de induccién existe v, € W tal que U — ¥, pertenece a W+. Por

tanto {V — Uy, 2} L {W1,...,W,}, con lo que para cualquier € R se verifica que
T—Ty—aZ L {W,...,0,}
{ Tota? € M (11.6)



Figura 11.6: Representacién esquematica desde dos angulos distintos. El subespacio W es de dimensién n,
el “suelo” H es un subespacio de dimensién n + 1 que contiene a W, y el espacio vectorial ambiente V
(posiblemente de dimensién infinita) estd representado por el espacio tridimensional (a la derecha se muestra
la visién desde la vertical sobre H).

Puesto que 7 # 0 existe ag € R tal ¥ — Ty — apz L 2 va que
0 = (F-Pw—-—m?7),7) } _<(5’—wa),2’>
= {(F-%). D -allZP | T T TFR

Figura 11.7: Representacién esquemética. La recta VW es un subespacio de dimensién n, el plano (el suelo)
‘H es un subespacio de dimensiéon n + 1 que contiene a W, a E(E’) (que es el tnico subespacio de la figura
que con seguridad es de dimensién 1), y el espacio vectorial ambiente V (posiblemente de dimensién infinita)

esta representado por el espacio tridimensional (si V es de dimension infinita, entonces H* también).

Pero entonces, si denotamos con ¥;, a Uy + apZz tendremos que o, € Hy U — Uy € H' ya que

— — — — =
U —Up L{W,...,0n, 2} O
—_—————
por (11.6)

Un subespacio de dimensién infinita y su conjunto ortogonal no siempre son suplementarios
Acabamos de ver que H y H* son suplementarios cuando H es de dimension finita.

Pero H y H' pueden no ser suplementarios cuando el subespacio H es de dimension infinita.” En esta
seccion veremos un ejemplo.

2Aunque si H es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert V, entonces V = H @ HL (independientemente de la
dimensién de H). En este caso H=* se llama complemento ortogonal de V... pero esto queda fuera del &mbito del curso.
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Ejemplo 33. Considere el conjunto R[z] de sucesiones infinitas de niimeros reales, que se hacen cero a partir
de una posicién. Este conjunto también es descrito como el conjunto de sucesiones infinitas de nimeros
reales con un numero finito de componentes son distintas de cero; por lo que dicho conjunto también se
llama conjunto de sucesiones casi nulas. Algunos elementos de dicho conjunto son:

a=(1,0,0,0,0,0,0,0...
b=(1,2,0,0,0,0,0,0...
¢=(3,2,1,0,0,0,0,0...
d =(

(

0,1,0,1,0,0,0,0...
1,2,3,4,5,0,0,0...

— — — — ~—

e =
Definamos el producto escalar como la suma del producto entre componentes:

<7, 7>: Rlz] x R[z] = R
(pa) = XZopidi

(como el producto punto pero con una suma infinita donde a partir de algin indice k los sumandos son cero).
Asi, con las sucesiones infinitas anteriores tenemos que: (a, b) =1, (¢, d) =2, y (d,e) =6.

Ahora consideremos el subespacio H C R[x] de sucesiones cuyas componentes suman cero:

Zi:pi—(]}.

(fijese que ninguna de las sucesiones a, b, ¢, d y e pertenece a H)

H= {pGR[x}

El conjunto ortogonal a H es
HE = {p € R[x] ’<p, q) =0 para todo ¢ € ]R[z]}

Consecuentemente los elementos de H+ deben ser:
» perpendiculares a (1,—1,0,0,0,0...); asi que pp = p1,
» perpendiculares a (1,1,—2,0,0,0...); asi que pg + p1 = 2p2 ¥ por tanto pg = p; = pa,
» perpendiculares a (1,1,1,-3,0,0...); asi que po + p1 + p2 = 3p3 y por tanto py = p1 = P2 = P,
» perpendicularesa (1,1,1,1,—4,0...); asi que pg+p1+p2+ps = 4ps y por tanto pg = p1 = p2 = p3 = pa,

Por tanto, los elementos de H' son sucesiones infinitas cuyas componentes son todas iguales; pero como las
sucesiones de R[x] son cero a partir de alguna posicién, el tnico elemento posible de = es la sucesién nula.

Consecuentemente, el subespacio H + H=+ no contiene ninguna de las sucesiones a, b, ¢, d y e; es decir,
H + H* no es todo el espacio R[z]. Asf pues, H y H* no son suplementarios.

Fijese que el subespacio de dimensién infinita formado las sucesiones casi nulas R[x] resulta ser el conjunto
de polinomios en una variable®, aunque habitualmente se escriben de otra manera... en el caso de los del

3Véase la definicién de polinomio en la Seccién 18 en la pagina 197
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Ejemplo 33 en la pagina anterior:

a=(1,0,0,0,0,0,0,0...) =1
b=(1,2,0,0,0,0,0,0...) =1+ 2z
c=(3,2,1,0,0,0,0,0...) = 3 + 2z + 22
d=(0,1,0,1,0,0,0,0...) =z + 3
e=(1,2,3,4,5,0,0,0...) = 1 4 22 + 322 + 42° + 52*

asi, el exponente de cada “x” indica la posicién de su correspondiente coeficiente dentro de la sucesion; donde
se asocia la primera posicién al indice 0, es decir, puesto que y° = 1, entonces az® = (a,0,0...).
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LECCION 12

Proyecciones sobre subespacios

12.1. Proyecciéon ortogonal y minima distancia

Definicién 12.1. Llamamos proyeccién ortogonal sobre el subespacio V C R™ a la funcién' f(y) tal que
la diferencia y — f(y) es ortogonal V; es decir, tal que (y — f(y)) cVt.

Para cada y de R™, el vector p,, = f(y) de V es la proyeccién ortogonal de y sobre el subespacioV C R™.
Como R™ =V @ V1, sabemos que el vector Py €V existe y es unico (Proposicién 11.2.1)%.

Figura 12.1: Representacién esquematica de la proyecciéon ortogonal de y sobre V

Fijese que en la Figura 11.4 en la pagina 135, el vector —aa es la proyeccién ortogonal de b sobre E(a).
Es decir, atin sin nombrar la proyecciéon ortogonal, la hemos empleado implicitamente en la lecciéon anterior.

Lo mds interesante de p,, se afirma en la siguiente

Proposicién 12.1.1. La proyeccion ortogonal de y € R™ sobre V C R™ es el vector de V mds proximo a y

Demostracion. Sea p,, la proyeccion de y sobre V' y tomemos un vector v cualquiera de V. Veamos que y
estd mas lejos de v que de su proyeccion ortogonal p,, .

Como v y p, estin en V), su diferencia (py — v) estd en V (pues V es subespacio); consecuentemente

(py — v) es ortogonal a (y — p,) € V1 (por ser P, la proyeccién ortogonal sobre V). Y como la suma de
ambos vectores perpendiculares es (y —p,) + (p, —v) = (y —v), por el Tma. de Pitagoras concluimos que

ly — vl =lly — py [I*+llp, — vl >y — p,|I>.

Por tanto, | |y — v| >|ly — p, ||| para todo v € V. O

LAl ser un caso particular del apartado (b) del ejercicio 53 en la pagina 121, la funcién proyeccién es lineal.
2Por otra parte, el vector y — fp (y) es la proyeccidn ortogonal de y sobre V.
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1= | Por la Proposiciéon 11.2.1 sabemos que para toda matriz A de m filas y un vector y de R™, existen
py €C (A) yeeN (AT) tales que y = p,, +e. Pero jcomo encontrar dichos vectores p,, y €? Veamoslo...

12.1.1. Sistema de ecuaciones normales
Para encontrar la proyeccién ortogonal p,, del vector y sobre C (A) combinaremos lo que sabemos:
* p, es una combinacion lineal de las columnas de A, es decir, existe z € R" tal que Az = p,,.
» p, es la proyeccion ortogonal de y sobre C (A), es decir (y —p,) € N (AT).

Asi pues, una combinacién lineal Az resulta ser p,, si y solo si AT(y —Ax) = 0:

Az =p, < AT(y—Az)=ATy—(ATA)z =0 << |(ATA)z =ATy| (12.1)

El sistema de ecuaciones (ATA):B = ATy se denomina sistema de ecuaciones normales; y para obtener la
proyeccién de y sobre C (A) basta multiplicar A por cualquier vector  que sea solucién a dicho sistema.

Lo llamativo es que para resolver Ax = p, (para encontrar la combinacién lineal de las columnas de A
requerida) resolvemos un sistema diferente (el sistema de ecuaciones normales) donde no aparece p,,. Este
procedimiento indirecto funciona porque el sistema de ecuaciones normales y el sistema Az = p,, tienen el
mismo conjunto de soluciones (fijese en las implicaciones “si y solo si” de (12.1)).

Cuando dos sistemas de ecuaciones lineales tienen el mismo conjunto de soluciones decimos que son
sistemas de ecuaciones equivalentes.

Como el sistema de ecuaciones Az = p,, tiene solucién, ya que p, € C (A), también sabemos que el
sistema de ecuaciones normales tiene solucién, pues ambos son sistemas de ecuaciones equivalentes. Es mas,
por ser sistemas de ecuaciones equivalentes, ambos tienen soluciéon tinica si y solo si las columnas de A son
linealmente independientes.

12.1.2. Alternativa a un sistema de ecuaciones lineales sin solucién

Imagine que tiene el siguiente sistema de ecuaciones
Az =y donde y ¢ C(A).

Como ninguna combinacion de las columnas de A es igual a y, no es posible encontrar una solucion.

Pero podemos plantearnos el siguiente problema alternativo: jque combinacién lineal de las columnas de
A estd més proxima a y? Es decir,
Az =p,,

donde p,, es la proyeccion ortogonal de y sobre C (A) Este segundo problema siempre tiene solucién, pues
p, existe y pertenece al subespacio C (A)

Esta es la idea detrds del ajuste minimo cuadrdtico en estadistica y econometria (Véase la Parte VII)

Observacion. Cuando el sistema de ecuaciones mormales tiene solucién tnica, ésta suele ser interpretada
como la mejor “respuesta” al sistema de ecuaciones irresoluble

Az =y; donde y ¢C(A);
pero recuerde que, en realidad, es la solucién a un sistema de ecuaciones completamente distinto:

Az =p,; donde p, esla proyeccion ortogonal de y sobre C (A)
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12.2. Expresiéon matricial de la proyecciéon ortogonal

1z | Por dltimo, vamos a encontrar una expresién matricial de la funcién proyeccion sobre un subespacio V.
Dicha expresion es la que se emplea en los manuales de estadistica y econometria.

Como Az =p, ¥y (ATA):I: = ATy son sistemas de ecuaciones lineales equivalentes, necesariamente

sus matrices de coeficientes tienen el mismo espacio nulo N’ (A) =N (ATA); y como ambas matrices tienen
n columnas, también tienen el mismo rango.

Consecuentemente, si las n columnas de A son linealmente independientes entonces la matriz cuadrada
ATA es de rango completo (invertible) y la solucidn al sistema de ecuaciones normales (ATA)x = ATb es

z = (ATA)'ATy.
En tal caso el vector proyeccion de y sobre C (A) resulta ser
p, = AZ = A(ATA) 'ATy; (12.2)
y por tanto el vector proyeccién de y sobre N (AT) es

y-p, =ly-Az=(1-A(ATA)"(AT))y.

12.2.1. Matrices proyecciéon
Si A es de rango completo por columnas y llamamos P a la matriz A(ATA)_lAT de la Ecuacién 12.2,
py =Py es la proyeccién de y sobre C (A)
e = (I — P)y es la proyeccién de y sobre N (AT)

Tanto P como (I — P) poseen dos propiedades intimamente relacionadas con la proyeccién ortogonal:

= Ambas matrices son simétricas. Por una parte
PT = (A(ATA)"AT)" = (AT)'((ATA)) AT = A(ATA) AT = P,
O\ T B, B,
pues la inversa de una matriz simétrica es simétrica: ((ATA) 1) = ((ATA)T) t= (ATA) '

EJERCICIO 67. Por otra parte, demuestre que (I — P)T =1 —P.

= Ambas matrices son idempotentes, es decir, son iguales a su cuadrado. Por una parte

Pt = PP = A(ATA)" ATA(ATA) AT = A(ATA) AT =P,
—
1

EJERCICIO 68. Por otra parte, demuestre que (I — P)?2 =1 —P.

De hecho, en la Seccion 12.3 se demuestra que si B es simétrica e idempotente, entonces

mxXm

fe: R™ —C(B)
y — By
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es la funcién proyeccién ortogonal sobre el subespacio C (B) Por ello, las matrices simétricas e idempotentes
se denominan matrices proyeccion. Asi pues, P y (I — P) son matrices proyeccién correspondientes a las
respectivas proyecciones ortogonales sobre C (A) yN (AT) (véase el siguiente ejercicio).

EJERCICIO 69. Sea P = A(ATA) AT y sea M = 1 — P,
(a) Demuestre que C (P) =C (A). (b) Demuestre que C (M) = N (AT).

Resumiendo, si las columnas de A (de orden m por n) son una base de C (A) ysi P = A(ATA)_lAT,
entonces la funcién proyeccion ortogonal sobre C (A) es:

prm%C(A)
y — Py

Fijese que como la proyeccién fp(y) de y sobre C (A) pertenece a C (A), el vector de C (A) més préximo a
fp(y) resulta ser él mismo; es decir, fp (fp(y)) = PPy =Py = fp(p).

12.3. Generalizaciones o visiones alternativas (%)

1= | Hemos definido las proyecciones ortogonales sobre subespacios de R™; también hemos visto que si las
columnas de A son linealmente independientes, podemos definir la matriz simétrica e idempotente P =
A(ATA)_IAT. Entonces el producto Py es la proyeccién ortogonal de y sobre C (A) De manera similar,
podemos definir la matriz simétrica e idempotente (I —P). En este caso (I — P)y es la proyeccién ortogonal
de y sobre el complemento ortogonal de C (A)

Aqui vamos a generalizar todo esto a subespacios abstractos. Para lograrlo, primero debemos definir
propiedades “equivalentes” a la idempotencia y simetria de matrices, pero para funciones.

Funciones idempotentes

Definicién 12.2. Una funcion f: V — V se dice que es idempotente si verifica:
fof=1,

es decir, para todo x € V, f(f(z)) = f(z).

Dicho de otro modo, f es idempotente si

f(z) =2 paratodo z € imagen(f).

Fijese que si fa: R™ — R™ es idempotente implica que A es idempotente, pues
r — Ax

f(f(®)=f(®) < AAz=Az.

Funciones autoadjuntas

La propiedad equivalente a la simetria tiene un nombre diferente en el caso de las funciones.

Definicién 12.3. Una funcion f: V — V, donde en V hay definido un producto escalar <7, 7>, se dice que
es autoadjunta si verifica que

para todo T, €V <§), f@’)> = <f(§))v ?)>
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En particular, para R™ con el producto punto, si fa: R"™ — R™ es autoadjunta, entonces:
x — Az

Ay = (z, Ay) = (Az,y) = (y, Az) = yAz;
de donde se deduce que A es necesariamente simétrica, pues si * = ;1 =1); e y=1; = 4l,
ilAy =gl Al =5 1AL; = ;A
El reciproco también es cierto:
EJERCICIO 70. Demuestre que si A es simétrica, entonces fa: R™ — R™ es autoadjunta.

r — Az

12.3.1. Proyeccion ortogonal

I Vayamos ahora con las funciones proyeccién ortogonal en espacios pre-Hilbert abstractos.

Definicién 12.4. Sea (V, <_, _>) un espacio pre-Hilbert. Llamamos proyeccion ortogonal a toda funcion
f:V =V que es idempotente y autoadjunta

) fof=/f
f:y =V Y {(5’7 f(;T])> = <f(§’), I/’> para todo 2,y € V.

(contrariamente a lo que ocurre con la Definicién 12.1, aqui no se requiere especificar el subespacio sobre
el que se proyecta; dicho espacio es la imagen de la funcién f. Ademads, f es lineal como se prueba en el
siguiente ejercicio).

EJERCICIO 71. (Opcional) Sea un espacio pre-Hilbert (V, <7, 7>) y sea una funcién f:V — V tal que
fof=f (idempotente) y Vi, ¥ €V, (f(@), V) = (4, f(V)) (autoadjunta).

(a) Demuestre que (f(@), f(W)) = (f(¥), ©).
(b) Demuestre que f es lineal.

Proposicién 12.3.1. f: V — V es una proyeccion ortogonal (es decir, idempotente y autoadjunta) si y solo
St

para todo hey y todo Y € imagen(f) se verifica que <7L) — f(ﬁ)7 37> =0.

Demostracion. Empecemos por demostrar que:

f es proyeccién ortogonal = <7L> — f(ﬁ) , §’> = (0 para todo hev y todo ¥ € imagen(f)

)> por ser f autoadjunta

y como y € imagen(f) sabemos que ¥ = f(Z) para algin 7 € V

=<ﬁ, FZ)=f(f(2))) sustituyendo % por f(7)
—<7L), f(Z)-f(Z)) por ser f idempotente
—(K,0)=0
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Ahora demostremos que

<7L) — f(?[) , @’> = 0 para todo hey y todo ¥ € imagen(f) = f es proyeccién ortogonal

Demostremos que si <ﬁ— f(ﬁ)7 ) = 0 para todo hoev y todo ¥ € imagen(f) entonces f es
idempotente y autoadjunta.

» Vamos a demostrar que f(p) = P para todo p € imagen(f), y que por tanto f es idempotente.

Reemplazando en la hipdtesis la variable I por un vector B € imagen(f), tenemos (B — f(7), ¥) =0
para todo ¥ € imagen(f), en particular también para ¥ = p — f(P):

ya que (f)’—f(ﬁ)) € imagen(f), pues imagen(f) es subespacio por ser f lineal,y 7, f(T) € imagen(f).
Por tanto B — f(P) = 0, es decir, f (V) = T; consecuentemente f es idempotente.

= Por un lado tenemos que

(V= f(@), @ = f(@)) =(V, @~ f(@)) - (f(T), @~ f(@))  pues f(T) € imagen(f)

por otro lado

(V= f(F), @ = f(@0));=(F = f(¥), &) — (T = f(¥), f(&))  pues f(@) € imagen(f)

O
= I Conocemos una condicién suficiente para asegurar que existe la proyeccién ortogonal sobre H, Vedmoslo...

Por la Proposicién 10.1.4 en la pagina 121, sabemos que si el subespacio H C V y su conjunto ortogonal HE
son suplementarios, entonces para todo ¥ € V existe una descomposicién Gnica ¥ = h + ¢ con h € H y
T € Ht. Es decir, si V = H @ H* entonces existe proyeccién ortogonal tanto sobre H como sobre H=*.

Asi pues, por el Teorema 11.3.4 sabemos que si H C (V7 <7, 7>) es un subespacio de dimensién finita
entonces V = H @ HL y por tanto existe proyeccién ortogonal sobre H y sobre H-L.

1= | Veamos ahora que, en el caso de que exista la funcién proyeccién ortogonal de ¥ € V sobre H C V, la
proyeccién del vector 3 es el vector de H “mds préximo” a ¥.

Después, y para finalizar la lecciéon, veremos un ejemplo de subespacio de dimension infinita en el que
no existe la funcién proyeccion ortogonal, pues no existe el vector “maés proximo” a uno dado.

EJerciciOo 72. Demuestre la siguiente proposicién:

Proposicién 12.3.2. Sea (V, <_7 _>) un espacto pre-Hilbert. En el caso de que exista la proyeccion ortogonal
de Y €V sobre H C V, dicha proyeccion de Y es el vector de H mds prézimo a .
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Sobre algunos subespacios de dimensién infinita no existe la proyeccién ortogonal

Hay subespacios H de dimensién infinita en espacios pre-Hilbert VV donde no hay funcién proyeccién
ortogonal... es decir, donde no existe “el vector més préximo” en H a un vector i € V dado.

Un ejemplo son las sucesiones casi nulas R[z] de la Pdgina 146 y el subespacio H C R[z] de sucesiones
cuyas componentes suman cero:
o).
i

Es facil ver que aunque podemos aproximarnos tanto como queramos al vector @ = (1,0,0,0,0,0,0,0...)
con vectores del subespacio H, no existe un vector en H de que sea “el mds préximo” a @.

H= {pER[x}

Para b = (1,-1,0,0,0,0,0,0...) tenemos que

d(@,b) =7 — b =[|(0,~1,0,0,0,0,0,0...)|]> = (=1)2 = 1.
Para @ = (1,—1,-1,0,0,0,0,0...) tenemos que
d(@, @) =[|@ - 2| =[(0, -3, -5,0,0,0,0,0...)[|> = 3 + 55 = 3.
Para d = (1,—%,—%,—%,0,0,0,0...) tenemos que
d(a@,d)=|a - d|>=[(0,-3, -5 —3%,0,0,0,0.. )P =z + 3r + 3z = 3.

Para € = (1,—% —%,—i,—i,0,0,0...) tenemos que

d(@, @) =|a—2|?=[(0,—-%1,-1,-1,-10,0,0.. )P =%+ 5+ 5+ 5 =1

y en general para Z = (1,—l R 0) tenemos que

n) n’
n componentes
2
A(@,2) =7 - 2|2 = 1|(0,-%,-2,...,~1 0. )" = L.

n componentes

Es decir, podemos aproximarnos al vector @ tanto como queramos. Sin embargo, la distancia nunca puede
—> — — — . . —> .

ser cero, pues d(a@,Zz) =0 = @ = Z, y esto es imposible, pues entonces @ perteneceria a H, algo que no

puede ocurrir puesto que sus componentes no suman cero.

Como no existe el vector Z° mds proximo a @ en H, no existe la proyeccién ortogonal sobre H.
Ejercicios

EJERCICIO 73. Sean P = A(ATA)_lAT y M=1-P, con A de orden m por n y rango n.

(a) Demuestre que para todo y € R™, la diferencia y — Py es perpendicular a C (A)
(b) Demuestre que fp actiia como la funcién identidad con todo y € C (A)
(c) Demuestre que fp actia como la funcién nula con todo y € N (AT).
(d) Demuestre que fm: R™ = N (AT) es la funcién proyeccién ortogonal sobre N’ (AT).
y — My
Pista. Fijese en que fm(y) = My = (I1-P)y =y —Py = y— fp(y) y también en que N/ (AT)L =C(A).
(e) Demuestre también que fy acttia como la funcién identidad con todo y € N (AT) v que acttia como la
funcién nula con todo y € C (A)

155



Aqui hemos explotado la equivalencia de dos sistemas de ecuaciones y la definicion de proyeccion ortogonal.
En otros manuales se sigue un argumento distinto que bdsicamente consiste en demostrar las siguientes
proposiciones (que propongo como ejercicio opcional, pues son resultados que ya las hemos visto més arriba).

EJERCICIO 74. (Opcional) Demuestre las siguientes proposiciones:

(a) Proposicién 12.3.3. N(A) ZN(ATA).

(b) Corolario 12.3.4. El rango de ATA es igual al rango de A.

(c) Proposiciéon 12.3.5. El sistema de ecuaciones normales (ATA):B = ATy tiene solucion.
Pista. Compruebe que la matriz de coeficientes y la matriz ampliada tienen el mismo rango.
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Parte V

Determinantes
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LECCION 13

Propiedades de los determinantes

13.1. Funcién determinante y funcién volumen

13.1.1. Tres propiedades de la funcién volumen de un paralelogramo

La funcién volumen'! (base x altura) de un paralelepipedo de dimensién n, cuyas aristas son las columnas
de una matriz cuadrada A, tiene las siguientes tres propiedades:

» Dado que las columnas de la matriz identidad tienen norma uno (||Ij;|| = 1), el volumen (o area) del
hipercubo de dimensién n descrito por las columnas de | es siempre uno:

Volumen( | ): 1.

nxn

lj2 lj2 |

I 1T

h h E

L L

I P

Figura 13.1: Area[||1; ||2;] =1 (izquierda) y Volumen[lu; 23 ||3;] =1 (derecha).
s Al sumar a una de las aristas (columnas) un muiltiplo de otra arista (columna), el volumen (o el area)

del paralelogramo resultante no cambia; pues se mantiene la misma base y la misma altura h. Por
tanto, aplicar una transformacién elemental de Tipo I no modifica el volumen:

Vol(A) = Vol(A , ) parai#k.

[(e)k+3]

b+ aa

=

a

Figura 13.2: Area[a; b;]| = Area[a; (aa+b);] (izquierda) y Vol[a; b; ¢;| = Vol[a; (aa+b); ¢; | (derecha).

Len dimensién 2 se denomina &rea
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= Al multiplicar una de las aristas (columnas) por un escalar, el volumen (o drea) queda multiplicado
por el valor absoluto de dicho escalar (no hay dreas o volimenes negativos).

laf - Vol(A) = [a] - Vol[...Ap;...] = Vol[...aAp;...]

f P
L 2a L 2a

Figura 13.3: \a|-Area[a; b;] = Area[aa; b;] (izquierda) y |0<|-Vol[a; b; c;] =Vol[oz-a; b; c;] (derecha).

Por tanto, aplicar la transformacién, 7 , donde a # 0, multiplica el volumen por |«|. Y multiplicar una
[(@)s]
arista por 0 multiplica el volumen por 0.

13.1.2. Las tres primeras propiedades (P-1 to P-3)

Por analogia con la funcién volumen, definimos el determinante del siguiente modo

Definicién 13.1. Denominamos funciéon determinante a toda funcién que asigna a cada sistema de n
vectores de R (a cada matriz cuadrada de orden n) un nimero real

det: R™"™ —R

y que verifica las siguientes tres propiedades:

P-1 Determinante de las matrices identidad:

detl =1

P-2 |P-2 Sumar a una columna un maultiplo de otra no altera el determinante:

detA:det(A - ) parai # k.

[(e)k+3]

P-3 Multiplicar una columna multiplica el determinante

a-detA = det[...aA|k;...] para cualquier k € {1:n} ya € R

Notese que como caso particular, concluimos que aplicar una transformacién elemental de Tipo II, T
[(a)i]
multiplica el determinante por « # 0. Consecuentemente, los determinantes pueden tomar valores negativos.

)

Notacién Emplearemos dos notaciones alternativas para el determinante de la matriz A:
determinante de A = det(A) = |A|

de manera que las tres propiedades anteriores se pueden expresar para matrices de orden 3 como:

100
P-1: [0 1 0|=1; det [13; lg; N3] = 1.
00 1
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ai (bl + Oé(fl) C1 aq b1 C1

P-2: as  (ba+acs) col=|as by c2 |; det [a; (b—|—ac); c;} = det [a; b; c;]
az (bs+acs) c3 az bs c3
aq (ﬁb]) C1 aq b] C1

P-3: as (Bbs) ca| =0 az by co |; det [a; Bb; c;] = 3 det [a; b; c;].
az (Bbz) c3 a3 bz c3

La relacion entre la funcién Volumen y la funcién Determinante

Notese que la tnica diferencia con la funcién Volumen es que los determinantes pueden tomar valores
negativos. De hecho, la relacién entre la funciéon Volumen y la funcién Determinante es tan estrecha que
podemos definir la funcién Volumen del paralelogramo cuyas aristas son las columnas de la matriz cuadrada
A como el valor absoluto del Determinante de A:

Vol (A) = Valor absoluto de |A|

Advertencia: Una barra vertical a cada lado de una matriz |A| denota el determinante de A. Una barra
vertical a cada lado de un niimero |a/| significa valor absoluto del niimero. Es decir, el significado de las barras
verticales viene dado por el objeto encerrado entre ellas: si es un nimero es el valor absoluto, y si es una
matriz es el determinante. Jugando con esto, podemos decir que

Vol (A) = Valor absoluto de det (A) = |det A| = ||A]].
I Las propiedades P-1, P-2 y P-3 definen la funciéon determinante. Ahora queda deducir todo lo demas. . .

13.2. Resto de propiedades (P-4 a P-9)
13.2.1. Determinante de una matriz con una columna de ceros

EJErcicIiO 75. Demuestre la siguiente propiedad:

Determinante de una matriz con una columna nula.

Si A tiene una columna nula entonces:
det(A) =0

Esta propiedad es andloga a considerar el volumen de un paralelogramo con una arista de longitud cero.

13.2.2. Determinantes de matrices elementales

Ya sabemos que
det (A . ):|A|; det (A . >:a|A|; (13.1)

[(e)k+4] [(a)k]
asi que en particular, y puesto que det (I) =1

det(l , ):1 y det(l.,>:a.

[(a)k+37] [(e)5]

Ahora recordando que A, = A(I .,.), y analizando tanto la igualdad de la izquierda como la de la
derecha de (13.1), concluimos que
‘A<IT)|:|A|'“T‘ (13'2)

donde | ; es una matriz elemental (nos da igual de qué tipo sea).
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P-6

P-7

13.2.3. Sucesion de transformaciones elementales por columnas

Veamos maés resultados relacionados con las matrices elementales.

EJERCICIO 76. Demuestre las siguientes proposiciones.

() det (A, ) = [A]-[1 |1 |
(b) SiB es de rango completo es decir, si B =1, ..., entonces [B[=[l|---[l [ y por tanto [B| # 0.
(c) Si A y B son de orden n, y B es de rango completo entonces

det(AB) = |A| - |B] (13.3)

Ejemplo 34. Una sucesién 7 --- 73, de transformaciones T%ipo I de la matriz A no altera el determinante.

A | =IAl . |=|A[-|l, ,|=|A]-1=A]

Ejemplo 35. Pero una sucesién de transformaciones Tipo I si puede modificar el valor del determinante:

2a 3¢
2b  3d

C

=6{, .

Intercambio de columnas. Propiedad antisimétrica

EJercicio 77. Demuestre la siguiente propiedad:
[Propiedad antisimétrica] Intercambiar dos columnas cambia el signo del determinante.

Por ejemplo,

&1 by ai ay by 1
C2 bg as = (7 1) a9 bg Co
c3 b3 as as b3 c3

13.2.4. Matriz singular, matriz inversa y producto de matrices

Determinante de matrices singulares y determinante de matrices inversas

Vamos a demostrar conjuntamente dos propiedades mas de la funciéon determinante:

Si A es singular entonces |A| = 0.
det (A™") = (detA)™

Demostracion. Sea A 'y sea I"'l“""k tal que A(I Tl"'fk) = R es una forma escalonada reducida. Entonces

nxn

|A[-|14,...7 | = |R| y solo se pueden dar dos casos:
A singular (R, =0 ): [R[=|A[ [l . |=0 = [A[=0
A invertible (R=1): [R[=[A[- [l . |=1 = [l ..

|
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Asi pues, podemos calcular el determinante de la matriz inversa mediante la eliminacién gaussiana.
= Cuando la matriz es singular (rango < n) el determinante es cero;
= Cuando la matriz es de rango completo, basta con mirar qué transformaciones elementales Tipo I han

ido cambiando el valor del determinante de A hasta llegar a la matriz | (las de Tipo I no importan!...)

Ejemplo 36. Sea A = B ;} , entonces

12 (242 10 (=122 1 0 ((—2y241] 1 0
2 2 (Tipol) 2 =2 (Tipoll) 2 1 (Tipol) 0 1
1 0 1 -2 1 1 -1 1
0 1 0 1 0 —1/2 1 —1/2
4 -1 1 _
Por tanto, |AT =l - ||l - ||l 5 |=1-—-1=—; esdecir |A] = —2..
(—2142]  [(—1/2)2]  [(—2)241] 2 2

Determinante del producto.

Puesto que para cualquier B de orden n, existe una sucesién de transformaciones elementales tal que
B(I Tl..,Tk) = L es una forma escalonada de B, si B es singular entonces L), = 0. Aplicando las mismas
transformaciones elementales a las columnas de AB tenemos

(AB(I n---fk))m = (AL),, =0;

y como (I oo Tk)|n # 0, necesariamente (AB) es singular (véase Corolario 8.1.2 en la pagina 102).

Este resultado nos permite enunciar una nueva propiedad de la funcién determinante.

[Determinante del producto de matrices] P-8

| det(AB) = det(A) - det(B). | (13.4)

Si B es singular, también lo es AB = det(AB) = 0 = det(A) - det(B)
Demostracion. 0
SiB=1,., = det(AB) = det(A) - det(B) (Ecuacién (13.3))

13.2.5. Determinante de la matriz transpuesta.

EJERCICIO 78.

(a) {Qué relacion hay entre el determinante de |, y el determinante de su transpuesta 17
(b) Sea B de rango completo, demuestre que |B| = |BT].

Determinante de la transpuesta P-9
|A| = |AT].

Demostracion. Por una parte, si A es singular, AT también es singular (véase Proposicién 9.5.13 en la
pagina 115); y por tanto ambas matrices tienen determinante nulo. Y por otra, si A es de rango completo,
acabamos de ver en el ejercicio anterior que su determinante es igual al de su transpuesta. O
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LECCION 14

Férmulas para el calculo del determinante y aplicaciones

Definicién 14.1. Llamaremos matriz extendida de A a la matriz {A 1} de orden n + 1.

nxn

Fijese que si | . es de orden n, entonces 7 transforma una de las n primeras columnas, pues tanto si T

es de Tipo I: T , comosiesde Tipo II: T , los indices p, s son necesariamente menores o iguales a

[(a)p+s] [(a)p]
n.

Por tanto, para la transformacién 7T y las matrices extendidas de B . y B, se verifica que

> P .

Y como [ oy | , son matrices elementales del mismo tipo, ambas tienen idéntico determinante. Asi
T

pues, si B es una matriz identidad |, repitiendo k veces el paso dado en (14.1) tenemos que

bror, I‘Zdet<[l Jnmm):det([' 1]T...[' 1L>:|'n"'|'rk|:|'n<~~m|‘ (14.2)

1
Vamos a emplear este resultado para relacionar el determinante de dos matrices de distinto orden:

Proposicién 14.0.1. Si A es la matriz extendida de B, entonces ‘ det(A) = det(B). ‘

Demostracion. Solo caben dos posibilidades. Si B es de rango completo, es decir, si B =1, .. , por (14.2)

ya sabemos que

=B ||

=lr..r | =1B|.

=[]

Si B es singular, entonces las columnas de B son linealmente dependientes; asi que también lo son las de A:

IA|=0=B].

14.1. Determinante de matrices triangulares

EJERCICIO 79.

(a) ;A qué es igual el determinante de una matriz triangular inferior L de rango completo?
(b) (A qué es igual el determinante de una matriz triangular con algin elemento nulo en su diagonal?
(¢) (A qué es igual el determinante de una matriz triangular superior U?
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14.2. Calculo del determinante por eliminacion Gaussiana

Ahora sabemos que el determinante de una matriz cuadrada y triangular es igual al producto de los ele-
mentos de la diagonal principal. Este descubrimiento nos permite calcular de manera sencilla el determinante
mediante eliminacién: basta con encontrar una forma escalonada de la matriz extendida, compensando en
su ultima fila las transformaciones elementales Tipo II aplicadas sobre las n primeras columnas.

Ejemplo 37. Considere la matriz [ ; g ] entonces
1 5]0 (a2 1 010
2 3|0 —— |2 =710
0 0|1 0 0|1
Multiplicando los elementos de la diagonal obtenemos el valor del determiante de A. En este caso det A = —7.
0 2 1
Ejemplo 38. Para la matriz | 9 6 3 | tenemos
0 1 1
T T
[(2)3] [(3)2] T
[(—1)2+3] [(—2)1+2] [1=2]
—_— —_—
T T T
[(3)4] [(3)4] [(=1)4]

Y por tanto det A = (6)(9)(1)(5:) = —9.

14.3. Determinante de matrices diagonales por bloques

Puesto que para cualquier matriz cuadrada B se verifica que = |B|; si A es de orden m y | de

1
orden n, entonces, aplicando la anterior igualdad repetidamente n veces, deducimos que
A 0 A 0 A 0
mxn| _ mXx(n—1) — mX(n—2) — A 0 _ |A|
0 | 0 | 0 | 0 1 ’
nxm nxmn (n—1)xm (n—1)x(n—1) (n—2)xm (n—2)x(n—2)

Pero todo lo realizado en las anteriores secciones se podia haber desarrollado de manera similar si en lugar de
extender la matriz B con la tltima fila y columna de la matriz identidad n+ 1, se hubiera hecho anteponiendo
la primera fila y columna de la matriz identidad n + 1. Asi, para cualquier matriz cuadrada B también se
verifica que

’1 B‘:|B|; por lo que también se deduce que ‘I A‘:|A|.

Producto de matrices por bloques. En la Seccién 3.C se vi6 cémo calcular el producto de matrices
por bloques siguiendo la férmula de la Ecuacion 3.6 en la pagina 37.

EJERCICIO 80. Demuestre las siguientes propiedades:

A 0
(a) Sean A de orden m y B de orden n, entonces 0 é =|A|-|B].
(b) Sean A de orden m, B de orden n y C de orden n pér m, entonces
A 0
el = |8 [B].
C B
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14.4. Foérmulas sencillas para matrices de orden menor que 4

Para matrices de orden 1, 2 o 3, hay formulas sencillas. jOjo, para matrices de orden 4 o mas NO HAY
REGLAS SENCILLAS! No extrapole que lo que funciona para una matriz 3 por 3 se puede hacer de manera
similar para una matriz de orden mayor o igual a 4.

Para matrices de orden 1: Para A = [ a ] tenemos

-

Para matrices de orden 2. Deduzcamos la formula general para una matriz de la forma A = [ Z Z } .

= Caso a # 0:
a b|0
c d|0 = detA = ad — bc.
0 0|1
s Casoa=0yb#0:
a b [1:2] b a
c d — d c = detA = (bc— ad)(—1) = ad — be.
U] - -1

Otra vez la misma regla. Por tanto, siempre

det A = ‘“ b‘ = ad — be
c d
a b c
Para matrices de orden 3. Deduzcamos la formula general para una matriz dela forma A = | d e f
g h 1
» Casoa# 0y (ae —bd) # 0:
a 0 0 0 -
d e—td p_c|g | [(55)]
g h-— %g i—9 10
0 0 0 ‘ 1
a 0 0 0
d e—4 0 0 , ,
g h— by aci—afh—bditbfgtedh—ceg | = detA = (bC*CLd)(*l) = aei—afh—bdi+bfg+cdh—ceg.
a ae—bd
0 0 0 1
» Casoa=0,b#0y (bd — ae) # 0:
a b ¢ , b a c
d e f (1=2] e d f . .
g h — | 5 g i = det A =aei —afh —bdi+ bfg+ cdh — ceg.
1 [(=1)4] 1

» ... y de modo similar para el caso a =0, b=0,c# 0y (ce — bf) # 0.
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Reordenando los términos, en todos los casos resulta la misma férmula que se conoce cominmente como
Regla de Sarrus.

det A = =|d| — c|b| = aei + bfg + dhc — ceg — bdi — fha

Q Qe
> o
S, 0

14.5. No hay férmulas sencillas para matrices de orden mayor a 3

A modo de ejemplo, tratemos de calcular el determinante de una matriz genérica de orden 4 (asumiremos
que las componentes de la matriz son tales que todos los denominadores son distintos de cero).

3

T

a b c dlo] a2l Ta 0 0 0 07 [(55te)2ss]
. —£)1+3 . af=be
e f h i]0 %Eigglﬂ% e f-% h-<« i—4de |0 [(_af}q::rbd;)ﬂq
kol om n|o| 0 ok % p— de | g | 2T
o p q 70 o p-lbo g &, d]g
00 0 01 0 0 0 0 |1
a 0 0 0 0 .
(& f - %e 0 0 0 {( —afn+tail+ben—bik—del+dfk )3+4]
kol — bk afm—ahl—bem+bhk+cel—cfk  afn—ail—ben+bik+del—dfk 0 afm—ahl—bem+bhk+cel—cfk
0 _ éio afq—ahp—b?sé—_i-220+cep—cfo afr—aip—baé]rc’—7-22¢0+dep—dfo 0
p a af—be af—be
0 0 0 0 1
[ a 0 0 0
e f-te 0 0
bk fm—ahl—bem+bhk+cel—cfk
k l _ ? afym—a s}nﬁbe ce C 0
(e U ) (o)) )
o p— bo afq—ahp—beq+bho+cep—cfo r 4+ fﬁ% “ f*bTe “ . (z—%) (p—%o do
a of b I o
—m+ f—be +% )
0 0 0 0
a b ¢ d
Calculando el producto de la diagonal y simplificando llegamos a la expresiéon final: det A = ; Jlt ’:IL’L ; =
o p q T

afmr —afng— ahlr +ahnp + ailg — aimp — bemr + beng + bhkr — bhno — bikq + bimo + celr — cenp — cfkr +
cfno+ cikp — cilo — delq + demp + df kq — df mo — dhkp + dhlo.

Esta claro que la féormula no es ni sencilla ni facil de recordar... jNo puedo imaginar lo espantosa que
tiene que ser la expresion para una matriz de orden 5 o mayor! Es importante que sepa que:

‘ No hay expresiones sencillas para calcular determinantes de orden mayor que 5"

14.6. Expansion de Laplace (desarrollo por cofactores).

Hay otra forma de calcular el determinante de una matriz de orden n empleando los determinantes de
submatrices de orden n — 1. Es una descripcién recursiva de la funcién determinante que no emplea la elimi-
nacion gaussiana y se llama Erpansion de Laplace. Pero tenga en cuenta que, con cualquier procedimiento,
el calculo del determinante de una matriz genérica de orden elevado es computacionalmente intenso.

Para deducir la citada Ezpansion de Laplace necesitamos enunciar una ultima propiedad de la funcién
determinate, y definir los menores y los cofactores.
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14.6.1. Propiedad multilineal
Propiedad multilineal P-10

det [...(Bb+e);...] =Bdet [...b;...] +¢pdet[...c;...]

Demostracion. Puesto que se verifica la propiedad del producto P-3, nos basta con demostrar que
det[...(b+¢);...] =det[...b;...] +det[...c;...].

Haremos la demostracién para la primera columna. La demostracién para el resto de columnas es similar.

Hay dos casos: siyy,...,Y,_; son linealmente dependientes, entonces la demostracion es inmediata pues
det [(a +b); y1?---yn71§] =0=040=det [a; y1§~~yn71§} + det [b; y1§-~-yn715]-
Si por el contrario existe x tal que [w; T yn_l;] es una base de R", entonces
det [(az+y1yy + -+ o1y _1); Yi5- - Yu13] = det [z yis.. .y, 3] (14.3)
= adet [z; yi;... Y, 3] (14.4)

(*) ya que con una secuencia de transformaciones elementales se puede “simplificar” la primera columna.
Ahora, si

a = ar+Pry;+ -+ V1Y,
b = Bx+my;+ -+ V1Y

tendremos que
a+b = (Oz + ﬂ)CC + (¢1 + 'Yl)yl + o+ (wn—l + '771,—1)yn—1

y consecuentente

det (@ +b; yy;..5y,_1; ] = (@ + B)det [z; yy;.. .39, 13] por (14.4)
= adet [@; yy;...5y, 13| + Bdet [#; yy;5...5y,_1;] pues det A es un niimero

=det [a®; yy;. .5 Y,_q;] +det [z yi;. 5y, ] por P-3

=det [a; yi;. .3 Yn_1; | +det [b; yi; 5y, s ] por (14.3)

O

Ejemplo 39. Para R?

at+a c| _|a c+a cl.

b+p5 dl |b d B8 d|’
por tanto

a c a c 0 ¢

b odl~ |0 d+’b d|’

14.6.2. Menores y cofactores

1= | En esta seccién veremos como calcular los determinantes mediante formulas mas sencillas. Formulas que
expresan determinantes de matrices de orden n como sumas de determinantes de matrices de un orden
més pequeno (n — 1).
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Proposicién 14.6.1. Si A es de la forma (n_l)g(n_l) : entonces ‘ det(A) = det(B). ‘

nxn 0
air ot Aip—1 1

Demostracion. Mediante operaciones elementales por columnas de Tipo I, podemos reducir A a

0 0
A— B transformaciones Tipo I B = |:B :|
0 0 1
ail r QAin-—1 1 0O --- 0 ‘ 1
. ) B .
Por emplear solo transformaciones Tipo I, tenemos que |A| = 1= |B| (Proposicién 14.0.1). O

Nueva notacién y definicién de menores y cofactores

Sea q = (ql, e Qny ) de R"™, si quitamos la j-ésima componente, q;, denotamos al nuevo vector de R(—1)
como

5] —
qJ = (CI17~-~, dj—1, qj+1, "'Jq’na) e R" 1’

Anélogamente, si A es de orden m por n, denotamos a la submatriz que resulta de quitar la i-ésima fila con

9 P 9 P
A, y a la submatriz que resulta de quitar la j-ésima columna con A7. Asi, *A7, es la submatriz de
orden m — 1 por n — 1 que resulta de quitar la fila i-ésima y la columna j-ésima.

Definicién 14.2 (menores y cofactores). Sea "A7 la submatriz de A resultante de eliminar la fila i y la
columna j. Llamamos menor de ;A; al determinante

det (i“A“J‘) .

Los menores con los signos alternados en funcion de si (i + j) es par (en cuyo caso el signo no cambia)
o impar (en cuyo caso se invierte el signo) se denominan cofactores. Asi pues, el cofactor de ;A; es

COfij (A) = (—1)i+j det (zﬁAﬁj) .

1 2 3
Ejemplo 40. Para A = (4 5 6|, tenemos
7 8 9
1‘7?2_46 3‘7V3_12
welrg -l
y por tanto
cofy (A) = (—1)"*2 det (fA“?) Y
7 9
y
343 B 1 2
cofis (A) = (—1)* det (VA ):’4 5‘.
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14.6.3. Desarrollo del determinante por cofactores (Expansiéon de Laplace).

Teorema 14.6.2 ([Expansién de Laplace]). Para A de orden n, det(A) se puede expresar como suma
de los productos de los elementos de cualquier columna (fila) de A por sus correspondientes cofactores:

n
det(A) = Z a;; cof;; (A)7 expansion por la columna j-ésima;
i=1

o bien: det(A) ="

1 ij cof;; (A), expansion por la fila i-ésima.

Demostracion. Probaremos la expansion por la columna j-ésima. La expansion por filas es similar. Primero
movemos la columna j-ésima a la dltima posiciéon con una secuencia de intercambios:

A, . e = AT Ay

[I=0+1)] [(+1)=(+2)] [(+2)=(3+3)] [(n—1)=n]

Puesto que hay n — j permutaciones en la sucesién, tenemos que: det A = (—1)"77 - det [ A7 ‘ AU} .
aij a1y 0 0
o azj 0 az; : . .
Escribiendo A|; como =l . [+l |+-+| ¢ |, y empleando la propiedad multilineal (P-10):
Qnj 0 0 Qnj
alj 0 0
. P 0 P az; P :
det A = (—1)""7 | det A’ . + det A’ . 4+ .-« + det A’ :
: : 0
0 0 anj
Si “hundimos” la primera fila de la primera matriz hasta la ltima posicién mediante una sucesién de (n—1)
intercambios: T T ... T ; ylasegunda fila de la segunda matriz mediante (n—2) intercambios:
1=2] [2=3] [(n—1)=n]
T T ... T ; —vy en general, “hundimos” la fila i-ésima de la matriz i-ésima con los (n — i)
[2=3] [3=4] (n—1)=n]
intercambios: T T . T , obtenemos:
[i=(i+1)] [(i+1)=(i+2)] [(n—1)=n]
| A7 0 7AY 0
det A = (=1)"7 | (=1)"1 - det + (=1)"2 - det +---
P r.
1|AJ ‘ alj 2|AJ a2j
(n=1)"pi 0 n'pli 0
+ (=1) - det + det :
P 5
AT | JAT Ja,

donde i|APj es la fila i-ésima de la submatriz A7, Asi, por la Proposiciéon 14.6.1
det(A) = (—1)"7 Zaij(—l)"_idet (iﬁAVj) = Zaii cofi; (A);
i=1 i=1

puesto que (—1)"~7 . (=1)"~% = (=1)2*=(+)) = (=1)=(+) = (—1)+7, 0
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2 0 3 2
. . 5 1 2 4
EJjercicio 81. Calcule el siguiente determinante: det A = 30 1 2
5 3 2 1
a b ¢
EJercicio 82. Calcule |d e f| desarrollado por los cofactores de la segunda columna.
g h 1

14.7. Aplicacién de los determinantes

14.7.1. Regla de Cramer para la resolucion de un sistema de ecuaciones

Suponga el sistema de ecuaciones Az = b, donde A es cuadrada y |A| # 0. Sabemos que dicho sistema
siempre tiene solucién tunica, sea cual sea el vector b. Dicha solucién es

x=A"'b;
que verifica:
b= (A|1)$1 + -+ (A|j).1:j—|—---—|— (A|n)xn, (14.5)
donde los coeficiente z; son los componentes' del vector solucién .

Calculemos el determinante de una nueva matriz, idéntica a A excepto por su j-ésima columna A|;, que
ha sido sustituida por el vector b:

pos. j

P
det | A A oo b A

Si nos fijamos en la Ecuacién (14.5) es facil constatar que para pasar de A a la nueva matriz, hemos
multiplicado A; por z; y le hemos sumado una combinacién lineal del resto de columnas; por tanto:

pos. j

—~
det | Apg; ... b 5 ... Ay | = ;- det(A).

Despejando z; encontramos la regla de Cramer para la resolucién de sistemas de ecuaciones determinados:
cada componente x; de la solucion x del sistema Az = b se puede calcular del siguiente modo

pos. j
~~

det[A|1; T AL
¥= det(A)

14.7.2. CAlculo de la inversa de una matriz

Definicién 14.3. Para A, de orden n, la matriz Adj(A) (la matriz adjunta de A) es la transpuesta de la
matriz resultante de sustituir cada elemento ;A; por su correspondiente cofactor cof;; (A):

cofi1 (A) cofio (A) -+ cofy, (A)]T

cofa; (A)  cofag (A) -+ cofay, (A
Adi(A) — 21'( ) 22'( ) ' 2'( )

cof (A)  cofpa (A) -+ cofy, (A)

Has coordenadas de b en la base formada por las columnas de A
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1 Qué obtenemos si multiplicamos la matriz adjunta de A por la matriz invertible A?

cofip (A)  cofy (A) --+ cofpy (A)] [arr a2 -+ ain

cofia (A) cofya (A) -+ cofpa (A)| [aa1 ase -+ azn

cofi, (A)  cofy, (A) -+ cofpn (A)]| |an1 ana - ann
Adj(A) A

El primer elemento de la diagonal de la matriz resultante es el producto punto entre la primera fila de Adj(A)
y la primera columna de A; y resulta ser el desarrollo de la Expansién de Laplace de |A| por la primera
columna de A. El segundo elemento de la diagonal es el desarrollo de |A| por la segunda columna, etc. Y en
general el componente j-ésimo de la diagonal es la expansién por la columna j-ésima:

il (Adj(A)A)lj = COf1j (A) ayj + COfQj (A) az; +C0f3j (A) ag;+--- —|—C0fnj (A) Apj = Z Qij COfij (A) = det(A)
i=1

Asi pues, la diagonal de la matriz resultante estd compuesta por el valor del determinante de A.
Los elementos fuera de la diagonal i (Adj(A)A) . (con i # j) son determinantes de matrices en las que

3
Aji = Ayj.

Por ejemplo, 1 (Adj(A)A) |2 € el desarrollo por la primera columna del determinante de una matriz cuya
primera columna es igual que la segunda, y por lo que el desarrollo es igual a cero.

a2 a2 A1n

az2 az2 azn n

@2 a2 @3n| = gy, cofyy (A) 4 age cofar (A) +ass cofzy (A) 4 -+ ayo cof,y (A) = Z a;o cof;; (A) = 0.
) . : i1

an2 An2 Ann

Y el elemento késimo (k # 1) de la primera fila, 1 (Adj(A)A)Ik7

del determinante de una matriz cuya primera y késima columnas son iguales:

es el desarrollo por la primera columna

aig a2 A1n

azp az2 a2n n

ask @32 - 30| = g cofyy (A) 4 agg cofar (A) +ask cofsy (A) 4+ -+ ang cofyr (A) = Z aix cofy (A) = 0.
. . . pt

ank an2 Ann

Al 0 - 0
Al sii=j 0o |Al -~ 0
Es decir,  (Adj(A)A) = AL SI=T  \i como Adi(AYA = | . 0T T 2 A
i 1 0 sii#j : S
0 0 - |A]
concluimos que
1
A" = _—(Adj(A)).
A )
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Parte VI

Autovalores y autovectores.
Diagonalizacion y formas cuadraticas
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LECCION 15

Autovalores y autovectores

Considere la siguiente ecuacién donde A es cuadrada y de orden n:

Az =)z (15.1)

Definicién 15.1 (Autovalor, autovector y espectro). Un autovalor de una matriz cuadrada A es cualquier
nidmero X tal que (15.1) tiene soluciones no nulas x # 0. En tal caso, a los vectores x se les llama autovectores
de A correspondientes al autovalor A. Al conjunto de autovalores de A se le denomina espectro de A.

Por ejemplo, es facil ver que

T = <411) y &y = (_11> son autovectores de A = [? ;l]

correspondientes a los autovalores 6 y 1 respectivamente (basta multiplicar A(x;) para comprobarlo).

EJerCICIO 83. Demuestre la siguiente proposicion:

Proposicién 15.0.1. Una combinacion lineal de autovectores correspondientes al autovalor A es otro auto-
vector correspondiente al mismo autovalor .

El anterior resultado justifica la siguiente definicién:

Definicién 15.2 (Autoespacio). Sea A de orden n. Denominamos autoespacio correspondiente al autovalor
A al subespacio formado por los autovectores correspondientes al autovalor A de A junto con el vector nulo:

Ex(A) = {w eR"

A:cz)\w}.

15.1. Calculo de los autovalores y los autovectores

. Cémo podemos encontrar los autovalores de una matriz? ;Y qué podemos decir acerca de la existencia
de autovalores de una matriz en general? Para responder, escribamos la Ecuacién (15.1) de manera diferente

Ax =)\x
Ax =)z
Az — Mlxz =0
(A = Az =0, (15.2)

es decir, el autoespacio correspondiente a A es el espacio nulo de (A — Al):
Ex(A) = ./\/(A - /\I).
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Como E5(A) contiene vectores no nulos (los autovectores), A (A - )\I) también los contiene, es decir, la
matriz cuadrada (A — Al) es singular, y por tanto:

det(A —Al) = 0. (15.3)
Asf pues, el problema reside en encontrar los valores de A para los que (A — Al) es singular (y por tanto
|A — Al| = 0). Como veremos a continuacién, al desarrollar el determinante se comprueba que existen n + 1
coeficientes po, ..., p, de R, tales que para todo A

det(A = A) = po+piA+ -+ pu1 A"+ pu A

|A — Al| es un polinomio en A que denominamos polinomio caracteristico de A y que denotamos con Pa(A).

En el ejemplo de mas arriba:

Pa(N) = det(A — Al) =

5—2A 4
1 2—-A

‘=6—7>\+/\2:O.
Vamos a demostrar que efectivamente para cualquier matriz A cuadrada, Pa(\) siempre es un polinomio.

Demostracion. Vamos a demostrarlo por induccién sobre el orden n.

El resultado es evidente para cualquier matriz de orden uno, pues: det (a11 — )\) = ay1 — A. Supuesto
que es cierto para cualquier matriz de orden (n — 1), veamos que también es cierto para cualquier matriz de
orden n:

Q1n
nﬁ VTL

det(A — Al) = det AT =AM
a(n—l)n
* o * | App — A

- ay, 0
’I’Lﬁ F)n ’I’Lﬁ F’n

— det A" - Al — Mdet AT - A
a(n—l)n

~lo -

A1n

— det AT = — Adet ("A™ — A1), (15.4)
A(n—1)n
* ... * G

q._r
donde ™ A™ es la submatriz de A que resulta tras quitar la fila y columna n-ésimas. Por hipdtesis de induccién,

det (”ﬁAV” — Al) es un polinomio de grado (n — 1); por tanto, el término que resta en (15.4) es un polinomio
de grado n.

Ahora se presentan dos casos. Si a,, # 0, mediante transformaciones elementales de Tipo I se pueden
anular todos los componentes de la dltima fila que estin a la izquierda de a,,. Entonces

q G1n Ain
det AT - : — det B Al : = Gy - det(B — Al),
A(n—1)n A(n—1)n
* . * ‘ Gnn 0 . 0 Gnn



que por hip6tesis de induccién es un polinomio de grado (n — 1), por lo que la diferencia de polinomios en
(15.4) es un polinomio de grado n. En el segundo caso a,, = 0, por tanto

aln aln 0
n"l r’n nﬁ Pn nﬁ Pn
det A" - = det A™ = + det A" - A
A(n—1)n A(n—1)n 0
* *‘ 0 * *‘ -1 * *‘1

Repitiendo el argumento de mas arriba, constatamos que ambos determinantes son polinomios de grado
(n — 1), por lo que su diferencia es un polinomio de grado menor o igual que (n — 1). Asi que de nuevo la
diferencia de polinomios en (15.4) es un polinomio de grado n. O

Corolario 15.1.1. Todo autovalor de A es raiz del polinomio caracteristico Pa(\).
Para el ejemplo de m4s arriba, puesto que det(A — Al) = A2 — 7\ + 6 = 0; tenemos que

TEVA9 20 T+5

A 2 2

6
{1 = El espectro de A es {6,1}.

El Teorema Fundamental del Algebra® establece que un polinomio P()) con coeficientes complejos ? y de
grado n > 0 se puede factorizar como

PA(N) = po+piA+- +pna X" 4 pa A" = a(h = A) (A2 —A) - (A —A), donde o, Aq, ..., A, € C.

y por tanto, tiene como minimo una raiz y como maximo n raices complejas distintas.

A partir de ahora, y para poder hacer uso del Teorema Fundamental del Algebra, asumiremos que tanto
los vectores como las matrices estdn formadas por nimeros complejos.

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Teorema 15.1.2. Los autovalores de una matriz A de orden n son las raices del Polinomio Caracteristico
Pa(X). Por tanto, A tiene como mucho n autovalores distintos.

Se denomina multiplicidad de una raiz al nimero de veces que aparece en la factorizacion del polinomio.
Se extiende esta nomenclatura a los autovalores anadiendo la “coletilla” algebraica:

Definicién 15.3 (Multiplicidad algebrdica de un autovalor). Si A es una raiz de Pan de multiplicidad k
diremos que A es un autovalor de A de multiplicidad algebraica k; que denotamos con u(\) = k.

Siguiendo con el ejemplo de més arriba, la multiplicidad algebraica tanto del autovalor Ay = 6 como de
Ao = 1 es uno; y los autoespacios de A correspondientes a 6 y a 1 son respectivamente los espacios nulos

N (A —6l); y N (A —-11);

por tanto los autovectores de A correspondientes a 6 y 1 son las soluciones no nulas de los respectivos sistemas
-1 4 X1 . 0 4 4 X1 o 0
1 —4|\z) " \o Y 1 1] \e) = \0)

Definicién 15.4 (Multiplicidad geométrica de un autovalor). La dimensién del autoespacio N (A — )\I) se
denomina multiplicidad geométrica del autovalor A; que denotamos con ().

Lcuya demostracién estd fuera del alcance de este curso
2El conjunto de ntimeros complejos se denota con C.
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El problema de encontrar los autovalores y autovectores de una matriz requiere los siguientes pasos:
1. Encontrar el polinomio caracteristico Pa(A) = det(A — Al).
2. Encontrar las raices \; de la ecuacién caracteristica Pa () = 0.
3. Resolver los sistemas homogéneos (A — \;1)z = 0 para encontrar los autovectores.

La multiplicidad algebraica de X es el niimero de veces que se repite la raiz A\ en el polinomio caracteristico
Pa(N).

La multiplicidad geométrica de A es la dimensién del correspondiente autoespacio £y (A).
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LECCION 16

Diagonalizacién en bloques triangulares por semejanza

En esta lecciéon veremos que toda matriz cuadrada se puede transformar en una matriz que es diagonal
por bloques triangulares, es decir, tal que cada submatriz (cada bloque) en la diagonal principal
es una matriz triangular; ademéas cada uno de dichos bloques tiene repetido un mismo autovalor en su
correspondiente diagonal principal. También veremos la condicién necesaria para que los bloques sean de
tamanio 1, es decir, para que la matriz sea diagonalizable.

Pero primero es fundamental que lea la Seccion 4.B en la pagina 55 sobre las trasformaciones “espejo”.

16.1. Matrices semejantes

Definicién 16.1. Decimos que A y C (del mismo orden) son semejantes si existe S, invertible, tal que

A =S’Ics.

Caracteristicas compartidas por matrices semejantes
Las matrices semejantes comparten muchas caracteristicas; por ejemplo, tienen el mismo determinante:
det A = det (S_1CS) = detS' - detC-detS = detC; va que det (S_l) = (det S)_l.
Las matrices semejantes también tienen idéntico polinomio caracteristico:

Proposicién 16.1.1. Si A y C son semejantes, entonces tienen el mismo polinomio caracteristico.

., .. . .. . -1
Demostracion. Puesto que son similares, existe una matriz invertible S tal que C = S AS, entonces

Pc(\) = det(C — Al) =det (S'AS — AS™'S) pues C=S"'AS y S'S =1
=det (S_l(A —AIS) sacando factor comin
=detS™" - det(A — Al) - det S determinante de un producto de matrices
=det(A — Al) = Pa()) ya que det(S™') = (det S)_l.

O

Y puesto que cada raiz del polinomio caracteristico es un autovalor de la matriz, y que la multiplicidad
de cada raiz es la multiplicidad algebraica de cada autovalor; concluimos que dos matrices semejantes tienen
los mismos autovalores y con la misma multiplicidad algebraica.

Pero ademés los autovalores de dos matrices semejantes también tienen la misma multiplicidad geométrica.
Es fécil deducirlo. Sea A de orden n; sabemos que si S es invertible y del mismo orden, entonces C (AS) =
C (A) , ¥ por tanto las formas escalonadas de las matrices AS y A tienen el mismo nimero de columnas y de
pivotes; por tanto dim A" (AS) = dim N (A). Por otra parte sabemos que si S es invertible, ' (SA) = N (A).
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Combinando ambos resultados y teniendo en cuenta que
S'AS— N1 = ST'AS—)\ST'S = SHA-\IDS,
tenemos que para cada autovalor \; de A,

dimN (STAS —N1) = dimN (STHA - XNDS) = dimN (A - \l).

Definicién 16.2. La traza de A es la suma de los elementos de su diagonal principal, es decir:

nxn

tr(A):a11+a22—|—-'~+ann.

Pues bien, dos matrices semejantes también tienen la misma traza. Para demostrarlo comenzamos mul-
tiplicando A por la matriz elemental | ; por la derecha y por su inversa por la izquierda. Evidentemente la
matriz resultante es similar a A. Veamos que la traza no cambia !...

Proposicién 16.1.2. Si A = (1.-1)B(l;), es decir, si A = .;,(,-1)B -, entonces tr (A) =tr (B).

Demostracion. Veamos que la traza se mantiene tanto con transformaciones Tipo I como Tipo II:

Si 7 es de Tipo II y 7 multiplica por a a la columna i-ésima, entonces esp(7™!) dividird por « la
fila i-ésima. Por tanto, el ¢-ésimo componente de la diagonal no cambiara. Vedmoslo:

A(l, ) =(a.) =a(ay);
(@317 | (@317 |
pero al aplicar la inversa también tenemos

( T‘I)A - T.A) = L)

«

Como la primera operacién multiplica la componente ;|A|; por a y la segunda la divide por «, la diagonal
no cambia; y por tanto tampoco cambia la traza.

Si 7 es de Tipo I y 7T suma « veces la columna ¢-ésima a la j-ésima, entonces la inversa de la

correspondiente matriz elemental 1 ,  es la matriz elemental + |, y por tanto
[(e)i+3] [(—)i+i]
(A1, ) =a(A)+A,; = (A1, ) =a(4Ap) + Ay
(()i+d]” | jI S Leidal” )

pero por otra parte

( , IA>=—a(j|A)+i|A = ( r |A> = —a(jAn) + A

i| (=it i s T

Asi pues, estas transformaciones cambian los elementos j-ésimo e i-ésimo de la diagonal, a uno se le suma
aj|A; y al otro se le resta a;A};. Por tanto (aunque cambia la diagonal) la traza no cambia. O

... ¥y puesto que las matrices invertibles son producto de matrices elementales, tenemos el siguiente

Corolario 16.1.3. 57 A y B son semejantes, entonces tienen la misma traza.

[Libreria NACAL para Python]

A = Matrix([[1,1,1],(1,1,1],[1,1,1]1])
Tr = T((5,2)) & T((-2,3,1))
(Tr**-1) .espejo() & Matrix(A) & Tr # No cambia la traza

Irepase las transformaciones espejo en la Seccién 4.B en la pagina 55.
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Y ahora veamos el resultado mas importante de la leccién: que dada A de orden n, y conocidos sus
autovalores, siempre es posible transformar A en una matriz diagonal por bloques triangulares similar a
A y cuya diagonal contiene todos los autovalores de A.

De propina deduciremos que la suma de los autovalores es la traza y que su producto es el determinante.

Nota 4. jRecuerde que para obtener matrices semejantes hay que operar tanto con las filas como con las
columnas! (... si multiplicamos por la derecha con S debemos multiplicar por la izquierda con S_l).

16.2. Diagonalizacion por bloques triangulares

Teorema 16.2.1. Para toda matriz cuadrada A € C"*™ existe una matriz invertible S tal que

ST'AS = ’ T donde Ty, = ) es triangular y de orden tgual a la multiplicidad
)\2 .
T, X ko )\
1
algebraica de \;, y donde {\1,...,\x} es el conjunto® de autovalores de A.

Antes de demostrar este importante teorema, veamos algunos resultados previos que nos ayudarin a
entender los pasos del algoritmo de diagonalizaciéon por bloques.

Lema 16.2.2 (De paso inicial). Si A € C"*" es de la forma

C
* | L |’

donde C (de orden m) es singular y L es triangular inferior sin ceros en la diagonal principal, entonces
existe una matriz invertible S tal que

A=

C/
S'AS = . 0 , donde C" es de orden (m —1).

Y si A es simplemente singular, entonces S™'AS =

’
i 01 , donde C’ es de orden (m — 1).

Demostracion. Etapa 1 [Anulando la dltima columna de C (su columna m-ésima)]. Como C (de orden
m) es singular, podemos anular su tltima columna por eliminacién Gaussiana usando una sucesién de
transformaciones elementales, I"'l“""k = R, que involucran tnicamente a las m primeras columnas de A.
Por tanto, al aplicar las correspondientes transformaciones inversas “espejo” a las filas, oqp(771. =l = R,
unicamente modificaremos las primeras m filas de A (todas ellas con un cero en la posicién m-ésima). Asi

2 Asumimos que en el conjunto {\1,...,A\x} no hay elementos repetidos.
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obtenemos una matriz de la forma

_ . -
* :
m X (m—1) O
con(s=l 1A .y = R'TAR = dm+1|Bm+1
p(Tt. %) (7 Tk) dm+2 « ﬁm+2
*
. * * .
dy * x -0 By

Etapa 2 [Anulando el resto de coeficientes de la columna m-ésima de A (aquellos a la izquierda de L )]. Gracias
a que las componentes ; de la diagonal principal de L son pivotes, mediante una sucesién de transforma-

ciones elementales I“'(k+1)""’p’ (del tipo |, =P, conj > m), se pueden anular las componentes
[(x5)d+m]
dma1s- -, dy de la columna m-ésima. Al aplicar la sucesion de las correspondientes transformaciones inversas
“espejo”,  cgp( T}:il..‘,’-;l)l =P, <del tipo - I, conj > m), solo varian las columnas correspon-
[(=es)m+i]

“

dientes a los asteriscos
resultando la matriz

*” ya que la fila m-ésima contiene Unicamente ceros a partir de la posicién m;

C/
_ —1p-1 _ 0 _
GSP(TIIW“';;I,T(_k1+1)---Tgl)A(Tl“'Tvak+1-""'p) (P R )A(RP) = * s donde P = IT(k+1)"'Tp'
L
Llamando S a la matriz RP =1 et hemos terminado la demostraciéon del primer caso.

Demostrar el caso en que A es simplemente singular es mas sencillo. .. basta con aplicar la Etapa 1. [

Lema 16.2.3 (Paso de continuacién). Si A € C"*" es de la forma

donde C (de orden k) es singular, donde L (de orden n — m) es triangular inferior sin ceros en la diago-
nal principal y donde T es triangular inferior con la diagonal principal llena de ceros, entonces existe S
(invertible) tal que

Cl
slas—=| * | T

* L

donde C' es de orden (k—1) y T’ es triangular inferior con la diagonal principal llena de ceros.

C pe
*—‘?] , entonces S™ AS =

k—1y T es triangular inferior con la diagonal principal llena de ceros.

’
Y si A es simplemente de la forma c , donde C’ es de orden

T/
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Demostracion. Etapa 1 [Anulando la dltima columna de C (su columna késima)]. Aplicando la eliminacién
Gaussiana como en la Etapa 1 del lema anterior obtenemos una matriz de la forma

_ 0 -
* :
kx(k—1) O
* * | T , 0
donde T’ =
derl Bm+1 ’ H * T
dm+2 * 6m+2
* .
. * * T
d, * x o By

Etapa 2 [Anulando coeficientes de la columna késima que estdn a la izquierda de L]. Hacemos lo mismo
que en la Etapa 2 del lema anterior quedando una matriz de la forma

c’
0 0
« =l T ,dondeT':*«’T
0 L
c’
Y si A es simplemente de la forma T'T , entonces basta aplicar el Etapa 1. O

Antes de pasar al siguiente corolario, recuérdese que para una matriz triangular por bloques (véase el
EJERCICIO 80 en la pdgina 166)

B|O .
A — [T‘T] se verifica que |A| =[B|-|DJ;

por tanto, el polinomio caracteristico de la matriz triangular por bloques A es igual al producto de los
polinomios caracteristicos de B y D; es decir Pa(\) = Pg(\) - Po()), o expresado con determinantes:

det(A — Al) = det(B — Al) - det(D — Al).

15 | Usaremos este resultado sobre polinomios caracteristicos en la tltima parte de la demostracién del siguiente
corolario, que nos indica como iniciar el algoritmo de diagonalizacién para generar un primer bloque:

Corolario 16.2.4. Si A € C™™ y A1 es un autovalor de A, entonces existe S invertible tal que

c’
o bien S_lAS = * T ; o bien S_lAS = T>\1;
A1

A1
* )\1
donde Ty, = ) es de orden igual a la multiplicidad algebraica de \q.

Y
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Demostracion. Como (A — M) es singular, aplicando el Lema de paso inicial e iterando el Lema de paso
de continuacidn mientras sea posible (mientras la submatriz de la esquina superior izquierda sea singular),
llegamos a

[T] si pudimos continuar hasta el final

c’ ’
4‘?} si topamos con una submatriz C’ invertible
*

donde en ambos casos T es triangular inferior de orden k, con la diagonal llena de ceros (donde k es el niimero
de pasos que hemos dado). Como para cualquier S invertible se verifica que s (A —)\1|)S = STTAS— )1,

sumando A;l en (16.1) tenemos

(Sit - ST (A= Xi1)(S1---Sk) = (16.1)

T+l

-1 -1 _ . —
(Sit---S)A(S,---S)) = ¢ nl ; donde Ty, = [T+ Al

* ‘T+/\1I

En el primer caso k = n y el polinomio caracteristico de la matriz A coincide con el polinomio caracteristico
de Ty,, que es (A — A)™, donde n es el orden tanto de la matriz T como de A.

En el segundo caso, el polinomio caracteristico de A es igual al producto de los polinomios caracteristicos
de las dos submatrices, es decir, (Pcs1,1)(A)) - (A1 — A)¥. Ahora bien, como A; no es un autovalor® de

(C’ 4+ Aql), entonces ’ k es la multiplicidad del autovalor A4 ‘ O

1= | ... el iltimo corolario nos dice cémo continuar el algoritmo para seguir generando el resto de bloques en
la diagonal (nétese que es casi idéntico al anterior). ..

Cc
| A
T)\T * )\,L
Corolario 16.2.5. Si A € C**" de la forma _ , donde Ty, = . es
* . * s
Ty, EIE IRV

de orden igual a la multiplicidad algebraica del autovalor \; y donde \.11 es un autovalor* de C, entonces
existe S invertible tal que

c’ ‘ Thi ‘
o bien STAS = ) , o bien STAS = ) ,
* - * -
T, Ta,
>\r+1
* )\r+1
donde Ty, ., = ] es de orden igual a la multiplicidad algebraica de A,11.
* * :
* * D

3si fuera autovalor, entonces C’ seria singular.
4por tanto también es un autovalor de A distinto de A1,..., Ar
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Demostracion. Como (C — \.411) es singular, repitiendo los pasos de la anterior demostracién:

T>\'r'+l
Ta,
si pudimos continuar hasta el final
* .
Ta,
(S;1~--S'11)A(Sl-~-sk) =91
C’ + A\l |
) si topamos con una submatriz C’ invertible
* -
T,

donde en ambos casos T, es triangular inferior de orden k, con A,y en la diagonal principal y donde k
es el niimero de pasos que hemos dado.

En el primer caso el polinomio caracteristico de la matriz A es el producto de los polinomios caracteristicos
Pa(\) = PTM()\) - Pr, (\) ‘PTAM N = (M- )\)u(Al) s (A — )\)u(x,») c(Arg1 — )\)k’

donde p(\;) es la multiplicidad algebraica del autovalor A;. En el segundo caso

PaQ) = (Pieraan) - O = DO o (0 = A0 (g = ).

Y como A,y no es un autovalor de (C’ 4+ \,.111), entonces ‘ k es la multiplicidad del autovalor A\, | O

Ya solo resta demostrar el Teorema 16.2.1, pero. ..

Demostracion del Teorema 16.2.1. Ya no hay nada que demostrar. Basta aplicar el primer corolario e iterar

el segundo hasta finalizar la generacion de bloques. O
1 -1 0
Ejemplo 41. Sea A = |0 0 O0f con autovalores 1, 1 y 0. Vamos a diagonalizar por bloques triangulares:
0 -2 1
1 -1 0 T 100 1 00 1 00
[(1)1+2]
0 00 [(2)312] 0 0 0 010 010
Al 0 -2 1 [2=3] 01 0 00 0| (o 0 0 0 D
IR - :H
oo |1 00 101[(1)72+1}1010|101 S
0 10 0 0 1| (2213 0 0 1 0 0 1
0 0 1 01 2 (2=3] 0 1 2 01 2
1.0 0 101771 =1 0]t 01
Asi tenemos la matriz diagonal D= |0 1 0| =]|0 0 1 0 0 o[ |0 0 1|=S"AS.
0 0 0 01 2 0 -2 1(]0 1 2

[Libren’a NACAL para Python]

A = Matrix([[1,-1,0],[0,0,0],[0,-2,111); L=[1,1,0];
DiagonalizaS(A, L , 1)
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-2 0 3

|
RN Oo

N~ O

@A

Ejemplo 42. Sea la matrizA = | 3 —2 —9| con autovalores 1, 1 y 0. Vamos a diagonalizar por bloques.
-1 2 6
-3 0 3 -3 0 0 -2 =2 0 -1 -2
T
3 -3 -9 ((1)1+3] 3 -3 0 1 1 0 1 2
Al (o) -1 2 ) [(-2)2+3] - 2 0 -1 2 0 (+) -1 2
sy e ey 5
I u 1 0 0 1 0 1 T 10 1] 1 10
0 1 0 0o 1 -2 | GRS 0 1 2 0 1
0 0 1 0 0 1 L O 0 1 ] L O 0
[ -2 -2 0 [ -2 0 07 [ -1 0 07 r0 0
1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1
T
_ _ —1)142 — — -1 3
(1_)> 1 2 0 u 1 3 0 . 1 3 0 % . 1
1 0 1 1 -1 1 r 1 -1 1 -
1)2+1
0 1 -2 0o 1 2| W0 1 0 1
.0 0 1] . 0 0 1] . 0 0 1 L 0 0
0 0 07 [0 0 07 0 0 07 T0 0 0
11 0 (2w 0 1 0 0 1 0 0 1 0
_ _ 4)3+1 0 3 1
(OI) 1 3 1 [(4)3+1] 0 3 1 0 3 1 %rll) - . .
T _
1 -1 1 6 —1 1 (1)142] 6 —1 1 9 L o
0 1 -2 -9 1 =2 | [(-91+3] -9 1 -2
L 0 0 1 . 4 0 1] . 4 0 1| L 4 0 1
Asi pues,
00 0 6 -1 1]17'[-2 o 3][6 -1 1
C=(010{=|-9 1 -2 3 -2 -9/ -9 1 -2|=S"As.
0 3 1 4 0 1 -1 2 6 4 0 1
Por lo que hemos llegado a una matriz diagonal por bloques triangulares.
[Libreria NACAL para Python]
A = Matrix([[_z’oy‘?’] > [3,_2:_9] P [_1’2:6]]>; L=[1,1,O] 3
C = DiagonalizaS (A, L, 1) # Matriz diagonal por bloques triangulares
S =2¢C.8 # C = (S¥*-1) * A » S (La matriz S es un atributo de C)
(S*xx-1) * A x S # Comprobacion
Como se ha visto, el algoritmo es bastante pesado para ser calculado con “papel y lapiz”... jpero para

eso se inventaron los ordenadores!

3 0 -1 1
. 3 2 =2 2 . .
Ejemplo 43. A = 1 _2 9 o] comn autovalores 2 (doble) y 1 (doble). Diagonalicemos por bloques:
-3 -2 3 -1

[Libreria NACAL para Python]

= Matrix([[3,0,-1,1],[3,2,-2,2],[1,-2,2,0], [-3,-2,3,-111); L=[1,1,2,2];
= DiagonalizaS (A, L, 1) # Quitando el tercer argumento no se visualizan los paso
S # La matriz S se guarda como atributo S

A
C
C.
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2.0 0 0 00 0 -2 3 0 -1 170 0 0 —2

2200 |1 0 2 -2 3 02 —2 2|1t 0o 2 —2|
Por tanto, €=y o 1 o = |1 _1 2 _9 1 2 2 o|l1 -1 2 2 =S AS

001 1 1 -1 0 2 3 -2 3 —1||1 =1 0 2

16.2.1. Autovalores, determinante y traza de matrices semejantes

Como la matrices semejantes tienen el mismo determinante, la misma traza y los mismos autovalores
(con la misma multiplicidad aritmética y geométrica); y puesto que por el Teorema 16.2.1 sabemos que para
toda matriz cuadrada podemos encontrar otra similar a ella, que es diagonal por bloques con sus autovalores
en la diagonal principal, concluimos que:

Corolario 16.2.6. La suma de los autovalores de A es igual a la traza de A.

Corolario 16.2.7. El producto de los autovalores de A es igual al determinante de A.

16.2.2. Autovectores

Hemos visto que para toda matriz A cuadrada, existe una matriz S invertible tal que
C=S"'AS
es diagonal por bloques triangulares, y donde cada bloque triangular tiene repetido el mismo autovalor \;

en su diagonal principal. Fijémonos ahora en aquellas columnas de C en la que aparezca un autovalor A; con
tnicamente ceros por debajo, es decir, Cj; = A\;l; (por ejemplo, las columnas Cj2 v Cj4 del tltimo ejemplo).

Puesto que C = S'AS, tenemos que
y como para dichas columnas Cj; = A\;l|;, tenemos que SC|; = A\;S1j; = A;S|; y por tanto

A(S);) = Ai(S);)-

Corolario 16.2.8. $i C = SAS e¢s diagonal por bloques triangulares y C; tan solo tiene ceros por debajo
del autovalor \;, entonces S|j es un autovector asociado al autovalor \;.

2 0 0 0
2 2 0 0
0 0 1 0
. s 1o . C 0 0 1 1
Asi, usando nuestro médulo de Python con el dltimo ejemplo, llegamos a {?} =100 o0 =2 |
1 0 2 =2
1 -1 2 =2
| 1 -1 0 2 |
y deducimos que (O7 0, -1, 71,) es un autovector para A = 2; y (72, -2, =2, 2,) lo es para A = 1.

, o | A]  men[C
Noétese que tras diagonalizar por bloques triangulares donde S=1,. .,
I Ty

como S es invertible, necesariamente los autovectores correspondientes a autovalores distintos son linealmente

independientes.
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16.3. Matrices diagonalizables

Definicién 16.3 (Matriz diagonalizable). Se dice que A (de orden n) es diagonalizable si existe una matriz
S tal que S'AS es diagonal.

Ejemplo 44.
3 4 2 3 4 0 3 4 0 3 4 0
T
01 2 (—2)2+3] 0 1 0 0 1 0 0 1 0
Al o) 0 0 O [(2)1+3] 0 0 0 0 0 01 @ 0 0 0
_ —
oo |1 00 10 2 (o 1o 2|0 |10 2
—2)3+
01 0 01 -2 [(2)3+2] 01 -2 0 1 -2
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 |
(2 4 07 2 0 017 (2 0 017 3 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
T -
(=) 0 0 - [(=2)1+2] 0 0 - 0 0 -1 (+) 0 0 0 {B
— _— —_— — = -
110 2 L2 2 7| -2 2 mn |1 -2 2 S|
0 1 -2 0 1 -2 0 1 -2 0 1 -2
L0 0 1] L 0 0 1 | L 0 0 1 | 0 0 1
Fijese que
3 4 2 1 3 4 2 —2 3 4 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Cuando la matriz es diagonalizable, todas las columnas de S son autovectores (linealmente independien-
tes), y por tanto, la multiplicidad algebraica de cada autovalor (el nimero de veces que aparece cada \; en
la diagonal) necesariamente coincide con la multiplicidad geométrica (el nimero de autovectores linealmente
independientes asociados a dicho autovalor).

Corolario 16.3.1. Si para cada autovalor \; de A € C™ ™ las multiplicidades algebraica y geométrica
coinciden, la matriz es diagonalizable (es decir, los bloques de la diagonalizacion por blogues son diagonales).

Corolario 16.3.2. Si todos los autovalores A son distintos entre si, entonces A es diagonalizable.

Demostracion. Sila multiplicidad algebraica de cada autovalor es uno, entonces al diagonalizar por bloques,
cada bloque resultard de orden 1. O

Si A es diagonalizable e invertible tenemos que
1 -1\ 7! 1g-1
A" = (sps?) —sD's™.
Ademas, si seguimos el siguiente convenio

A° = AUTD = AL(ATY) =15

entonces, para toda A diagonalizable e invertible y todo numero entero n: A™ = SD"S™",
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LECCION 17

Diagonalizaciéon ortogonal de matrices simétricas

17.1. Meétodo de Gram-Schmidt

Definicién 17.1. Un sistema de vectores es ortogonal si cada uno de los vectores es ortogonal al resto.

Proposiciéon 17.1.1. Un sistema ortogonal sin vectores nulos es linealmente independiente.

Demostracion. Sea Z = [zl; ... zn;] un sistema ortogonal sin vectores nulos. Si 0 = a1z1 + -+ + apz,
entonces para cada j =1:n

0

I
)
N
<

\
=
8
N
D
+

et apzZpn) - 2 = a2 25,

y como z; - z; # 0 (pues z; # 0), necesariamente a; = 0. O
Teorema 17.1.2 (Método de Gram-Schmidt). Dado un sistema de vectores, existe una sucesion de trans-
formaciones elementales “de izquierda a derecha” que transforman el sistema en otro equivalente' ortogonal.

Demostracion. Lo demostraremos por induccion sobre el nimero de vectores del sistema.

Si el sistema contiene un \inico vector no hay nada que hacer. Veamos que si el resultado es cierto para
sistemas de n vectores, entonces también es cierto para sistemas de n + 1 vectores.

Sea el sistema [yl; e Y y(n_H)], aplicando la hipétesis de induccién, existe una sucesion, 7,,..., T,
de transformaciones elementales de “izquierda a derecha” que transforman el sub-sistema formado por los
n primeros vectores en otro sistema [zl; e zn;] que es equivalente, pero ademas es ortogonal; por tanto,
aplicando las transformaciones elementales sobre el sistema completo tenemos

[y1;~-~ Yns y(n+1);] Ty, = [21;~-- Zns y(n+l);]'
Ahora, con una segunda sucesién de transformaciones elementales “de izquierda a derecha”, Tht1)r -0 Tpo
podemos transformar el altimo vector en z(,41) = Y(p41) — G121 — A222 -+ — anZy,. Pues bien, hagdmoslo

de manera que el nuevo vector z(,,1) sea ortogonal a todos los vectores z; que le anteceden, es decir, de
manera que
Znt1) 25 = 0, paraj=1,...,n.

Para cada j = 1,...,n tenemos dos casos posibles:
» Si 2z es cero, entonces z; y Z(n+1) ya son ortogonales (y no hay nada que hacer).
= Si z; # 0, entonces

Yn+1) %

0 = z(my1)2z; = (y(n+1)*fflzlf"'*5;zn)'zj = (y(n+1)'zj)*a; (zj‘zj) & aj = o
J J

Ldecimos que dos sistemas son equivalentes si generan el mismo espacio (véase la Definicién 9.4 en la pagina 108)
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Por tanto, la segunda sucesién de transformaciones elementales realiza la siguiente transformacién.

- o~ Yy n+1) ° Zj
Z(n+1) = Y(n+1) — Z a; zj, donde a; = ﬁa (17.1)
z;#0

de manera que tras las dos sucesiones de transformaciones elementales tenemos

Tht1)r Tp

Tyyeer Tk
[?/1;-~- Yns y(n+1);} - [Zl§--~ Zn; y(n+1)%] [21;~~ Zn; Z(n—i—l);]a
que es un sistema ortogonal equivalente al de partida. O

Compare el Teorema 17.1.2 en la pagina anterior con el Teorema 11.3.4 en la pagina 145. Fijese ademas
que Zzﬁéo a; zj en la Ecuacién 17.1 es la proyeccién ortogonal de Y(n41) SObre ﬁ( [zl; cee Zp; })

Corolario 17.1.3. Cualquier sistema ortogonal de vectores de R™ no nulos se puede extender hasta formar
una base ortogonal de R™.

Demostracion. Sea [zl; e zT;] un sistema ortogonal de vectores de R" y sea [yl; e ym;] un sistema
generador de R". Entonces aplicando Gram-Schmidt sobre el sistema ampliado

(215000 205 Ui Y]
do sobre el vect 1)ési bt ist ivalente al liad t 12
comenzando sobre el vector (r + 1)ésimo, obtenemos un nuevo sistema equivalente al ampliado y ortogona
[21; oo Zpy RBp4lye e Zrgoms ] .
Por ser un sistema equivalente al anterior, es un sistema generador de R™. Si de este sistema quitamos los

vectores nulos, seguird siendo generador y ortogonal, pero ademas serd linealmente independiente. O

17.2. Matrices ortogonales
Definicién 17.2. Un sistema de vectores es ortonormal si es ortogonal y cada vector es de norma uno.

En la demostracién del Teorema espectral que enunciaremos més adelante, usaremos el siguiente resultado.

EJERCICIO 84. Demuestre el siguiente corolario:
Corolario 17.2.1. Dado q de R™ y unitario, existe una base ortonormal de R™ cuyo ultimo vector es q.

Habitualmente denotamos con Q las matrices cuyas columnas forman un sistema ortonormal.

EJERCICIO 85. Demuestre la siguiente proposicion:

Proposicién 17.2.2. Las columnas de Q son ortonormales si y solo si QTQ = |

10
Notese que cuando m > n = r entonces QTQ = 1| # QQT. Por ejemplo, si Q = |0 1] entonces
nxn nxmn mXxm O 0
1 0 10 1 00
QTQB ‘ 8} 0 1 [(1) ‘f]l; pero QQT= |0 1 [3 0 8] 01 0| £ 1
0 0 2x2 0 0 0 00 3xs

Definicién 17.3. Decimos que Q es matriz ortogonal si es cuadrada y sus columnas son ortonormales.

2En realidad se puede empezar desde la posicién 1, pues los vectores Yy, ya son ortogonales entre si, y por tanto el método
no los modifica.
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Corolario 17.2.3. Q es ortogonal si y solo si QT = Q.

Nétese por tanto que las columnas de una matriz ortogonal Q de orden n forman una base de R™.

EJERCICIO 86. Demuestre las siguientes proposiciones:

(a) Proposicién 17.2.4. El producto de matrices ortogonales es ortogonal.
(b) Proposicién 17.2.5. Si A es simétrica y Q es ortogonal, entonces Q'AQ es simétrica.

17.3. Nota sobre la conjugacion de niimeros complejos

Un nimero complejo se expresa de la forma a+bi, donde a y b son niimeros reales, y donde i es la solucién
de la ecuacién 22 = —1 (es decir, i2 = —1).

Puesto que ningtin niimero real satisface dicha ecuacion, a i se le denomina ndmero imaginario. Para el
W,

nimero complejo a + bi, denominamos parte real a “a” y parte imaginaria a “b”.

» Para un ntimero complejo a + bi, su conjugado es: a + bi = a — bi (es decir, se cambia el signo de la
parte imaginaria).

= Un ntimero complejo es real si y solo si es igual a su conjugado: = = .
» El producto del niimero a + bi por su conjugado es (a + bi) - (a + bi) = a® + b.
= El conjugado de una suma es la suma de los conjugados: x+y=T+7.

= El conjugado de un producto es el producto de los conjugados: T-y=7-7.

17.4. Diagonalizacion de matrices simétricas

Proposiciéon 17.4.1. Los autovalores A de una matriz real y simétrica son reales.

Demostracion. Suponga Az = Az (con x # 0); y donde tanto A como x son complejos. Entonces multipli-
cando Axz = Ax por el conjugado T, tenemos

TAz =T (\x) = AT x),

donde T -x # 0 por ser x # 0. Puesto que el conjugado de A es A, por ser una matriz real; tomando
el conjugado de Az = Az, tenemos AZ = AxT. Como A es simétrica, para cualquier y tenemos que
Ay = yA, en particular AT = A = AT . Y multiplicando por * a ambos lados tenemos

TAx = (X

8|

)-:c = X(Em)

Como en las dos ecuaciones de més arriba los lados izquierdos son idénticos, necesariamente los lados derechos
son iguales; por tanto
A=)

algo que sélo es posible si la parte imaginaria es cero. Por tanto los autovalores son reales. O

Ademds, como los autovectores provienen de resolver la ecuacion real (A — Al)x = 0, necesariamente son
reales; por tanto, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 17.4.2. Los autovectores  de una matriz real y simétrica son reales.

Teorema 17.4.3. Si A es real y simétrica, entonces existe Q ortogonal y tal que Q' AQ es diagonal.

nxn
Demostracion. Lo demostraremos describiendo un algoritmo que construye dicha base en dos etapas.
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Paso inicial. Sea g,, un autovector unitario de A correspondiente al autovalor A,. Aplicando el Corola-
rio 17.2.1 extendemos el sistema [qn;} hasta obtener una base ortonormal de R"

Q. =[q:;-- 4.3 -

0
-1 o -1 A’ 0
Por tanto Q,, es ortogonal, y Q;, AQ,, es simétrica y de la forma Q, AQ, = | _1xm-1y . |, Yyaque
00 - M\,
q, -9, 0
_ qds " 4, 0
(Q;'AQ.),, = (QTAQ.), = QTAq, =X - Qlg, =Au | . | =] . [=X
Paso de continuacién. Supongamos que tras n — k pasos tenemos
Al
kXk
QL QA Qe Qi = Ak+1 1
Q) A Qe Qpyr = , (17.2)

An

como A’ es simétrica, tomamos un autovector x; € R¥ de A’ correspondiente al autovalor A, y de norma 1.
Aplicando el Corolario 17.2.1 formamos una base ortonormal R = [a:l; e iIZk;] de R¥. Ahora, si consideramos

la matriz por bloques
R 0
Q.= |0 I = |:y1;"'yn;:|7

(n—k)xX(n—k)

entonces Qy es ortogonal y sus dltimas columnas y;,...,y, son autovectores de la matriz de la Ecua-
ci6n (17.2); es decir, llamando B a la matriz de dicha ecuacién tenemos que

By, = \jy;; para j=k,...,n

Consecuentemente, multiplicando (17.2) por Q;Cl y por Qj tenemos

A/I
Q' (Qiy Q) A-Qu-Quir) Q= Q'BQ = M ,
An
Y1 Y;
-1 T T T Y2 Y;
va que,  (Qj BQk)|j =Q; (BQk)U =Q[(By;) = QL (\jy;) =\ : = (1)

Asi, el producto de matrices Q = Q,, - -- Q1 es ortogonal y D = Q'AQ es diagonal con los autovalores
A, ..., A, de A correspondientes a las columnas de Q en su diagonal principal. O

Definicién 17.4. A es diagonalizable ortogonalmente si eziste Q ortogonal tal que Q *AQ es diagonal.
nxn

El anterior teorema tiene un importante corolario que se conoce por Teorema Espectral:
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Corolario 17.4.4 (Teorema espectral). Si A (de orden n) es real y simétrica, entonces existe una base
ortonormal de R™ formada por autovectores de A.

Para finalizar, demostramos un ultimo resultado acerca de la diagonalizacién de matrices simétricas:

Proposiciéon 17.4.5. Los autovectores correspondientes a autovalores distintos, de una matriz simétrica,
son ortogonales entre si.

Demostracion. Considere dos autovectores, x e y, correspondientes a autovalores distintos: Az = iz y Ay =
X2y. Entonces

M-y = Az-y = zATy = zAy = l(x - y).

Como A; # Ag; necesariamente:

Mz-y)—X(z-y)=0 = AM-N)z-y=0 = =z -y=0.

EJErCcICIO 87. Demuestre la siguiente
Proposiciéon 17.4.6. Si una matriz es diagonalizable ortogonalmente, entonces es simétrica.

Para finalizar, la demostracién del Teorema 17.4.3 nos describe un algoritmo para diagonalizar A orto-
gonalmente, obteniendo una matriz ortogonal Q cuyas columnas son autovectores de A:

[Libreria NACAL para Python]

A = Matrix([[1,1,1],[1,0,0]1,[1,0,0]1]); # Matriz simétrica

L =[-1,0,2]; # Espectro de A
A

1 1 1

1 0 0

1 0 0

[Libren’a NACAL para Python]

D=DiagonalizaO(A,L); # Diagonaliza Ortogonalmente
D

0
0
-1

O O N
S O O

El atributo Q de la matriz diagonalizada es la matriz ortogonal de autovectores:

[Libreria NACAL para Python]

Q=D.Q # Matriz de autovectores

2[Selsels
<ol ©
“[oelSu,

ol

Comprobemos que efectivamente Q es ortogonal:
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[Libreria NACAL para Python]
~Q*Q # Matriz de autovectores es ortogonal ‘

1 00
010
0 01

y que diagonaliza a A:

[Libreria NACAL para Python] ‘

~Q*A*Q # Matriz de autovectores diagonaliza A
2 0 0
0 0 O
0 0 -1

No obstante, como toda matriz simétrica es diagonalizable, también podemos obtener una matriz Q aplicando
el algoritmo descrito en la demostracién del Teorema 16.2.1 de diagonalizacién por bloques triangulares:
primero aplicamos la diagonalizaciéon por semejanza

A T Ty C
% =
| esp(‘rl_l‘..‘rgl) S donde S ITIMTP7

[Libren’a NACAL para Python]

D = DiagonalizaS(A, L) # D matriz diagonalizada por semejanza
S =D.S # S matriz de autovectores
S

% 0 -2

3 1 2

s —1 2

y a continuacién aplicamos Gram-Schmidt sobre las columnas de S para asegurarnos que las columnas de
S que corresponden a autovalores repetidos son perpendiculares, y normalizamos todas las columnas para
obtener una matriz Q.

[Libren’a NACAL para Python]

= 5.GS() .normalizada() # @ matriz ortogonal de autovectores

Q
Q

SIS SN
<ol e
“ISele,

ol
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LECCION 18

Diagonalizacion por congruencia de matrices simétricas. Formas
cuadraticas

18.1. Formas cuadraticas y matrices definidas positivas

Un polinomio es una expresiéon que contiene variables y coeficientes, y en la que tinicamente estdn invo-
lucradas las operaciones de suma, resta, producto y exponentes no negativos de las variables. Un ejemplo de
polinomio en = es 22 — 42 + 7. Y un ejemplo de polinomio en tres variables es 2% 4 2zyz? — yz + 1.

El grado de un polinomio es el mayor de los grados de sus monomios (o términos individuales) con
coeficientes no nulos. El grado de cada término es la suma de los exponentes de las variables que aparecen en

él, y por tanto nunca es negativo. Asi, para los ejemplos anteriores, el grado del polinomio z? — 4z + 72

es dos; y el grado del polinomio z3 + 2x'y'22 — y'2! + 1 es cuatro: 1+ 1+ 2 del monomio 2z'y!22.

Definicién 18.1. Una forma cuadrdtica es un polinomio en el que todos sus términos son de grado dos.
Por ejemplo, 4z? +2ry — 3y?>  es una forma cuadratica en las variables x e y.

18.1.1. Formas cuadraticas reales

Toda matriz A simétrica de orden n define una forma cuadratica ga en n variables mediante la formula
ga(x) = zAzx.

Reciprocamente, dada una forma cuadratica en n variables, sus coeficientes se pueden arreglar en una matriz
simétrica de orden n. Volviendo al ejemplo de més arriba

4 1
422 + 2xy — 3y2 = (x, y,) [1 _3] (m)

Y
1 =2
y con la matriz |—2 4 formamos la forma cuadratica
5
1 =2 x
(z, v, z)|-2 3 y | =2 — 4oy + 3y* + 522
5 z

18.1.2. Matrices definidas positivas
Definicién 18.2. Una matriz simétrica A € R™*™ es definida positiva si para todo © # 0 de R™, xAx > 0.
Como consecuencia de la definicién tenemos que

Proposicién 18.1.1. Si A tiene rango n, entonces ATA es definida positiva.

mXmn
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Demostracion. Por una parte,
zATAz = (Az) - (Az) =||Az|* > 0.

Como A es de rango completo por columnas, si & # 0, entonces Az # 0; y por tanto zAzx =|Az|?> > 0. O

EJERCICIO 88. Demuestre las siguientes proposiciones:

(a) si A es definida positiva los elementos de la diagonal son positivos.
(b) si Ay B son definidas positivas, entonces la suma (A 4+ B) también es definida positiva.

La primera de las anteriores proposiciones se puede generalizar a todas las submatrices principales de A
(véase el Corolario 18.1.5 en el Ejercicio 90).
Hay una estrecha relacién entre los signos de los autovalores de una matriz A y el signo de la forma

cuadrética asociada: ga(x) = xAx.

Proposiciéon 18.1.2. Una matriz real y simétrica de orden n es definida positiva si y sélo si, son positivos
todos sus autovalores.

Demostracion. La demostracion se basa en que toda matriz real y simétrica es diagonalizable ortogonalmente
de manera que D = Q'lAQ, donde la diagonal principal de D contiene los autovalores de A, y donde las
columnas de Q son los correspondientes autovectores...

Puesto que A es real y simétrica, tenemos que A = QDQ™ con Q' = QT; y por tanto
zAxz = zQDQ'xz = (QTm)D(QTm) = yDuy, (donde y =QTx).
De esta expresion es evidente que £ Ax es es una suma ponderada de cuadrados:

AL g n
A \yn) 77

donde las ponderaciones A; son los autovalores de A. Puesto que Q es invertible, y = QT es distinto de
cero siempre que x # 0; y por tanto, la suma Y7 A; (y7) es positiva cuando los autovalores son positivos.

Por otra parte, la forma cuadréatica no puede ser positiva si algin autovalor \; es negativo o cero; para
verlo basta elegir y = 1; pues yDy = ;/IDI; = ;D|; = ;. O
Asi, puesto que el determinante de A es igual al producto de sus autovalores, llegamos al siguiente

Corolario 18.1.3. Si una matriz es definida positiva su determinante es positivo.

EJERCICIO 89. Demuestre que si A es simétrica y definida positiva, entonces A™ también es definida positiva.

Para finalizar esta seccidn:

EJErCcICIO 90. Revise la Definicion 3.5 en la pagina 34 y demuestre las siguientes proposiciones:

(a) Proposicién 18.1.4. Si A es definida positiva y X tiene rango k entonces XTAX es definida positiva.

nxn nxk
(b) Corolario 18.1.5. Si A es definida positiva, todas sus submatrices principales son definidas positivas.
(c¢) Proposicién 18.1.6. Si A es definida positiva entonces la mayor componente de A estd en la diagonal.
Pista. Demuestre antes que a?j < aj;a;; usando el determinante de (; ;) /A|¢.j,)-
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18.2. Diagonalizacion de matrices simétricas por congruencia

Podemos diagonalizar cualquier matriz por congruencia (mediante eliminacién Gaussiana de filas y co-
lumnas). En general, la matriz obtenida con este procedimiento no contiene los autovalores de la matriz
original en su diagonal, pero permite expresar cualquier forma cuadratica como sumas y/o restas de tér-
minos al cuadrado. Asi podremos comprobar si una matriz es definida positiva sin necesidad de calcular
sus autovalores (bastard comprobar que la expresién solo contiene sumas de cuadrados).

Este resultado tiene importancia préactica. No es posible encontrar las raices de un polinomio cualquiera
(tan solo estd asegurado para polinomios de grado menor o igual a 4). Afortunadamente la diagonalizacién
por congruencia nos revelard los signos de los autovalores de “cualquier” matriz simétrica. Este resultado
se llama Ley de inercia.

Definicién 18.3. Dos matrices A y C son congruentes si existe una matriz B invertible tal que

C =BTAB.

En esta leccién veremos que siempre es posible encontrar una matriz diagonal que sea congruente con
una matriz simétrica A. La demostracién describird los pasos a seguir para diagonalizar por congruencia
(paso de inicio y paso de continuacién). Pero antes de exponer la demostracién, veamos tres ejemplos de
diagonalizacién por congruencia. El método consiste en tratar de escalonar una matriz, pero aplicando a las
filas todas las operaciones que hayamos aplicado a las columnas.

2 -1 0
Ejemplo 45. Vamos a diagonalizar la matriz A = |—1 2 —1| mediante eliminacién, pero cada operacion
0o -1 2
sobre las columnas, la repetiremos también sobre las filas:
T T
_ [(2)2] [(3)3]
2 1 0 ()ir2] 2 0 0 2 0 0 (1)213] 2 0 0 2 0 O
-1 2 -1f{———|-1 3 -1{— |0 6 -2 — |0 6 0| —— |0 6 O
T T
0o -1 2 0 =2 2] (g [0 -2 2 0 =2 4] [q)243 [0 0 12
[(2)2] ((3)3]

Aunque la matriz obtenida es diagonal, ni 6 ni 12 son autovalores de A (este método NO encuentra los
autovalores). .. Pero como los componentes de la diagonal son positivos, A es definida positiva.

Y cuando en la diagonal tenemos un cero ;qué podemos hacer?... Podemos sumar a la primera columna
otra columna (en un ejemplo posterior veremos que hay que hacerlo con cuidado, pues no siempre funciona).

01 1
Ejemplo 46. Considere |1 0 1| . La primera componente de la primera fila es un cero, asi que no tenemos
1 10

un pivote con el que anular todo lo que queda a la derecha de la diagonal. Como la segunda columna si tiene
un pivote en la primera fila, podemos sumar la segunda columna a la primera columna y lograr tener un
pivote donde nos interesa (pero recuerde que cada operacién sobre las columnas se repite sobre las filas):

T

[(2)2]
T [(—1)1+2]
0 1 1] g [L 11 2 1 2] [Z0 20 0 2 0 0
10 1|l ——1]1 01 ——|1 01| —=|1 -1 0|——1|0 -2 0
110 2 1 0] (aygen) [2 1 0 2 0 2| (ineg 0 0 -2
[(—=1)142]
[(2)2]

Un tercer ejemplo nos indica que debemos andar con cuidado cuando encontramos un cero en la diagonal.
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Ejemplo 47. Considere la matriz [(1) H, que tiene un cero en donde querriamos tener un pivote con el que

eliminar todo lo que queda a su derecha (y por debajo). {Qué podemos hacer?

Primer intento: podemos intentar la estrategia del ejemplo anterior, sumando la segunda columna a la
primera (y repetir la operacién con las filas):

0 1] [(D)2+1] 1 1 2+a l1l4+a
1 a l1+a a T 1+a a

[(1)241]

y ahora con el pivote (24 a) podemos anular todo lo que estd a su derecha (y por debajo), pero. .. jestamos
seguros de que (2+ a) es un pivote? Si a = —2 entonces estarfamos como al principio. En el anterior ejemplo
la estrategia funcioné porque sumamos una columna que tenia un cero en la diagonal. .. pero en este ejemplo
la columna que sumamos tiene el nimero a en la diagonal, y esto puede hacer fallar el algoritmo.

Segundo intento: para que la estrategia anterior no falle debemos asegurarnos de que la columna que
sumamos tiene un cero en la diagonal. Como en este caso no es asi, la solucién pasa por intercambiar dos
columnas (y filas) para “mover” alguna componente no nula de la diagonal (que esté situada a la derecha y
por debajo del cero que queremos sustituir) y colocarla en la posicién del cero que ocasiona el problema, y
luego continuar como siempre:

T

,
[(2)2]
0 1| @=2 |1 0 -2 1| [W1+2] (=2 0 -2 0
1 -2 -2 1 T 1 0 1 1 T 0 2
[1=2] [(1)142]
[(2)2]
Vayamos con la demostracién de los pasos que nos permiten diagonalizar por congruencia:

Proposicién 18.2.1 (Paso de inicio). Dada una matriz A, simétrica y de orden n, existe una matriz no
singular B tal que BTAB es una matriz simétrica de la forma

*
A :
(n—1)Xx(n—1)

Caso trivial. Si A ya tiene la forma de més arriba, es decir, si a la derecha y por debajo de a1 son todo ceros,
entonces basta que B sea la matriz identidad.

Demostracion. Tenemos tres casos:

En caso contrario hay dos posibilidades: que a1; sea cero o que sea distinta de cero.

Caso 1 (a1 # 0). Cuando a1 es un pivote se pueden anular los componentes situados a su derecha por
eliminacién de izquierda a derecha, y aplicando las mismas operaciones sobre las filas (de arriba a
abajo) llegamos a la siguiente matriz congruente con A:

ail ‘
A, ... =BTAB = ‘ A’ ; donde I,. ., =B.
1 k 1

I 1 k
(n—1)x(n—1)

Caso 2 (a1 = 0). En este caso hay dos posibilidades: que algiin otro elemento de la diagonal principal sea
distinto de cero, o que todos los elementos de la diagonal sean cero.

o Si el elemento a;; (con j > 1) es distinto de cero; intercambiamos la primera columna con la j-
ésima, de manera que ahora el elemento no nulo se encuentra en la posicién (4, 1) y a continuacién
se intercambia la fila j-ésima por la primera, con lo que el componente no nulo termina por
situarse en la posicién (1,1). Asi hemos llegado a una matriz del Caso 1.
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» Si todos los elementos de la diagonal principal son nulos —y puesto que algin elemento a;; es
distinto de cero (pues no estamos en el Caso Trivial)— sumamos A); a la primera columna, y por
tanto, también sumamos ;A a la primera fila. Entonces de nuevo habremos llegado al Caso 1 ya
que

2a1j ‘ X ... 0k

s A ;. = ; donde 2a;; # 0.

[(Wi+1]  [(D)i+1] C
(n—1)x(n—1)

Proposicién 18.2.2 (Paso de continuacién). Dada una matriz simétrica de orden n de la forma

*

A/

kExXk
existe una matriz no singular B tal que BTAB es una matriz simétrica de la forma

*

AII

(k—1)x (k—1)
Demostracion. Basta hacer como en el Paso de Inicio, pero trabajando sobre las filas y columnas de A’. [

Combinando las dos proposiciones anteriores llegamos al siguiente:
Corolario 18.2.3. Para toda A simétrica de orden n, existe B invertible tal que BTAB es diagonal.

Ejemplo 48. Diagonalice por congruencia la matriz

= o O
o oo

1
0
0

Piense en qué pasos debe sumar una columna (y una fila) para generar un pivote en la diagonal, y cuando
debe intercambiar columnas (y filas).

[Libreria NACAL para Python]

A = Matrix([[0,0,1],[0,0,0],[1,0,0]1)

D = DiagonalizaC(A,1)

B =D.B

~B*A*B # D es congruente con 4

Nota 5. Fijese que el Teorema Espectral muestra una forma muy especial de diagonalizacion pues

D=Q'AQ =Q'AQ,

es simultaneamente una diagonalizacion por semejanza y por congruencia.
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18.2.1. Ley de inercia

Teorema 18.2.4 (Ley de inercia). Sea A simétrica de orden n; y sean B y C matrices invertibles tales que
D=BTAB y D*=CTAC

son diagonales. Entonces la diagonal de D tiene tantas componentes positivas, tantas componentes nulas y
tantas componentes negativas como la diagonal de D*.

Demostracion. Comencemos con el niimero de componentes nulas. Puesto que B y C son de rango completo,
el rango de D y el rango de D* deben ser iguales al rango de A. Asi, puesto que D y D* son diagonales y
con el mismo rango, necesariamente tienen el mismo nimero de ceros. Pasemos a las componentes positivas:

Sean p y p* el nimero de componentes positivas en la diagonal de D y de D* respectivamente. Por
tanto g=n—p y ¢* =n — p* son el nimero de componentes menores o iguales a cero en las respectivas
diagonales. Veamos que p = p*.

Definamos el vector p = (i | d;; > 0) con la lista de indices de las p componentes positivas en D; y el
vector p* = (i | df; > 0) con la correspondiente lista de las p* componentes positivas en D*. Entonces

z(pDpp)z = Zd”(xf) > 0; para todo x € R? tal que = # 0.

De manera similar, definamos q = (i | d;; < 0) con la lista de indices de las ¢ componentes negativas o nulas

*

en la diagonal de D; y ¢* = (i | df; < 0) con la correspondiente lista para las ¢* componentes negativas o
nulas en la diagonal de D*. Entonces

y(q*ID*Iq*)y = Zd;"z(yf) <0 para todo y € RY tal que y # 0.

Ahora veamos que necesariamente
C (B|p) nce (C|q*) ={0}.

Para probarlo supondremos que v # 0 pertenece a dicha interseccién de subespacios y llegaremos a la
contradiccion de que vAw es simultaneamente mayor que cero y también menor o igual a cero. Por pertenecer
aC (B|p), el vector v es de la forma v = (B|p)ac para algin x € RP. Asi pues,

vAv = w(plBT)A(B|p)w = w(p BTABlp):c = w(p|D|p)w > 0.

Y analogamente, por pertenecer a C (C|q* ), v es de la forma v = (C|q* )y para algin y € R?" . Por tanto

vAv = y(q*ICT)A(CM*)y - y(q*ICTACIq*)y = (g~ |D"jg7 )y < 0.

Asi, como ambos son subespacios de R™ con interseccién {0}, tenemos que C (B|p) +C (CIQ*) C R™;
consecuentemente (Corolario 10.1.3 en la pagina 120)

n = dimR™ > dim (c (B1p)+¢ (Cpqn )) =dime (B, ) +dimc (¢« ) —dim (c (B )ne (€qr )) = p+(n—p*)+0,

es decir, n > n 4+ (p — p*), y por tanto .

De igual manera, si repetimos el razonamiento pero con las submatrices principales p+|D* = v ¢|Djq ¥
los subespacios C (Cjp+ ) y C (B)q) llegaremos a la conclusion de que .

Asi pues, p = p*, es decir, ambas matrices tienen igual nimero de componentes positivas y, como tienen
el mismo niimero de ceros en la diagonal, también tienen el mismo nimero de componentes negativas. [
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18.3. Algunos tipos de formas cuadraticas

1= | Ahora usaremos el signo de los pivotes de la matriz diagonalizada por congruencia (y su rango) para
decidir el signo de las formas cuadraticas.

Decimos que una forma cuadratica (y su correspondiente matriz de orden n) es

s Definida positiva si para cualquier € R™ no nulo se verifica que Az > 0.

= Semi-definida positiva si para cualquier & € R™ no nulo se verifica que xAx > 0.
= Definida negativa si para cualquier € R™ no nulo se verifica que Az < 0.

= Semi-definida negativa si para cualquier & € R™ no nulo se verifica que Az < 0.
= Indefinida si no es ni semi-definida positiva ni semi-definida negativa.

Noétese que si A es (semi-) definida positiva, entonces (—A) es (semi-) definida negativa.

EJERCICIO 91. Demuestre que si A es semi-definida positiva los elementos de la diagonal son no negativos.

18.4. Completar el cuadrado para clasificar las formas cuadraticas

Se denomina “completar el cuadrado” a expresar una forma cuadritica Az como sumas (y/o restas) de
términos al cuadrado. Pues bien, la diagonalizaciéon por congruencia nos permite encontrar muchas formas
distintas de completar el cuadrado. Basta darse cuenta de que dada A (simétrica), para toda B invertible
tal que BT AB es diagonal, tenemos que

D=B'AB = A= (B")'DB"

y por tanto, denotando con y al vector (B_l)ac, la forma cuadratica se puede expresar como

zAz =yDy =) dj; ()"

es decir, como una suma de los cuadrados de los elementos de y ponderados por los elementos de la diagonal
de D. Asi, si todos los pivotes de D son positivos, la correspondiente forma cuadratica es definida positiva.
Por tanto, hemos demostrado la siguiente proposicion:

Proposiciéon 18.4.1. Una matriz real y simétrica de orden n es definida positiva si y sélo si, es congruente
con una matriz diagonal cuyos pivotes son todos mayores que cero.

Corolario 18.4.2. Si una matriz real y simétrica de orden n es congruente con una matriz diagonal cuyos
pivotes son todos mayores que cero, entonces sus autovalores también son mayores que cero.

Es lo que ocurria con la matriz del Ejemplo 45 en la pagina 199. Vamos repetir su diagonalizacion,
pero ahora realizando solo transformaciones Tipo I (asi minimizamos el nimero de operaciones, con lo que
facilitamos pensar quien es la inversa de B; y ademéas no modificamos su determinante, por lo que el producto
de los sucesivos pivotes de D calcula los sucesivos menores de la matriz):

T

R N ER ) R
0

0o -1 2

ovlw O

wks O O
—_



Asi, la forma cuadratica £ Ax se puede re-escribir como suma de cuadrados:

1 0 0] |2 1 —1/2 0 x
zAz =(z, y, z,) |-1/2 1 0 3/2 0 1  —2/3| |y =z(B')'DB 'z
0 -2/3 1 4/3] [0 0 1 z
| 2 (o—(1/2)9) L
z((x—%y), (y—22), z,) 3/2 (y—(2/3)z) =(B"'z)D(B 'x)
4/3 z
1 2 . 2 2
=2(e—3y)" + 3 (y=32)" + 5()° =2 (1Py) ()"
donde w = (B_l):c. Asi, zAxz = wDw es suma de tres términos al cuadrado (los componentes de w)

multiplicados por los correspondientes pivotes de D. Como dichos pivotes son positivos, la forma cuadratica
es definida positiva; algo que podemos verificar calculando los autovalores (las raices de |A — Al| = 0):

2-)\ -1 0 A=2
(2—/\)2—2:)\2—4/\+2{>\2+ﬁ

A=2-—+2

Por el contrario, la matriz diagonal del Ejemplo 46 en la pagina 199 tiene dos pivotes negativos y uno
positivo, asi que la correspondiente forma cuadrética es indefinida (sus autovalores son —1 (doble) y 2).

Apendices a la leccion

18.A. Factorizacion de Cholesky de una matriz definida positiva
De los Teoremas 4.2.1 y 5.1.16 y del Corolario 5.1.17 se deduce el siguiente

Corolario 18.A.1. Toda matriz A se puede factorizar en A = KU donde K es pre-escalonada y U es
triangular superior unitaria.

Demostracion. Sea K = A(l e Tk) una forma pre-escalonada obtenida mediante eliminaciéon “de izquierda
a derecha”. Por el Teorema 4.2.1 en la pagina 49 necesariamente |, .. T, €S triangular superior unitaria. Si

denotamos por U a (I ... Tk)_l, que también es triangular superior unitaria, entonces A = KU. O

Maés interesante es el caso de las matrices cuyas submatrices principales superiores son de rango completo.

Proposicién 18.A.2 (Factorizacion LU). Sea A de orden n. Si para p=1:(n—1) las submatrices
(1:p)|Aj1:p)  SOn invertibles, entonces A se puede factorizar en la forma A = LU, donde L es triangu-
lar inferior y U es triangular superior unitaria. Si A es invertible, esta factorizacion es unica.

Demostracion. Por el anterior corolario sabemos que podemos factorizar A en KU donde K = A(l P .,.h) es
una forma pre-escalonada obtenida mediante eliminacién “de izquierda a derecha” y U (triangular superior
unitaria) es la inversa de I.,.l,..,.h. Ahora necesitamos demostrar que si las submatrices (1.,)|A|(1p) SON
invertibles entonces los p primeros componentes de la diagonal de K son pivotes (i.e., no son nulos); y por
tanto K es escalonada (i.e, triangular inferior).

Para la matriz principal superior de orden 1 es trivial: como (1) A|q,) ya estd escalonada, entonces
Ky = @)Aja,); y como ademds es invertible, su tinico componente, 11A|;, es distinto de cero.

Vamos a demostrar que si la forma pre-escalonada de la matriz principal superior de orden p, obtenida
por eliminacién “de izquierda a derecha”; es triangular inferior y sin ceros en la diagonal, entonces la forma
pre-escalonada obtenida por eliminacién “de izquierda a derecha” de la matriz principal superior de orden
p~+1 también es triangular inferior, y tampoco tiene ceros en la diagonal si es de orden menor o igual a n—1.
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Sea ((1:p)|A|(1:p)) - la forma pre-escalonada de (y.,)|A|1;p) Obtenida por eliminacién de “iz-
1 k
quierda a derecha” y que, por hipétesis, tiene p pivotes en la diagonal. Si aplicamos la misma secuencia de
transformaciones elementales sobre la siguiente submatriz principal superior, la de orden (p + 1), entonces
((1:p+1)|A|(1:p+1)) S tendré exactamente los mismos p pivotes en la diagonal (pues las p primeras com-
1 k

ponentes de las p primeras filas de (1.41)[A|(1:p41) coinciden con las de (1.,)[A|(1.p)). Por tanto, podemos
usar esos p pivotes para, mediante eliminacién de “izquierda a derecha”, anular las p primeras componentes
de la tltima columna, para obtener una matriz escalonada (i.e., triangular inferior).

Para finalizar la primera parte de la demostracién: tras el proceso de eliminacion de “izquierda a derecha”
por el que hemos obtenido una matriz escalonada ; puede ser cero la tltima componente de la tiltima columna?
Nunca en el caso de las (n—1) primeras submatrices principales superiores, puesto que son de rango completo
(y tampoco al aplicar la eliminacién sobre toda la matriz A si ésta es invertible).

En cuanto a la unicidad. Si A = L;U; y A = LyUs son dos factorizaciones LU de una matriz A
de rango completo, entonces, multiplicando por L;l por la izquierda y U'l1 por la derecha tenemos que
(L;l)Ll = Ug(Uil). Puesto que el producto de dos matrices triangulares superiores unitarias también es
triangular superior unitario (Corolario 3.A.4) y el producto de dos matrices triangulares inferiores también
es triangular inferior, necesariamente las matrices a ambos lados de la igualdad anterior son la matriz
identidad (es la tinica matriz cuadrada que simultdneamente es triangular inferior y superior unitaria). Por
tanto L1 = L2 y U1 = Ug. O

EJercicio 92. Demuestre el siguiente

Corolario 18.A.3 (Factorizacion LDU). Sea A de orden n. Tal que todas sus submatrices principales
superiores son invertibles, entonces existe una unica matriz triangular inferior unitaria L, una dnica matriz
triangular superior unitaria U y una unica matriz diagonal D tales que A = LDU.

La factorizacion LDU es incluso méas simple cuando, ademas, la matriz es simétrica.

EJERCICIO 93. Demuestre el siguiente

Corolario 18.A.4. L = UT cuando A = LDU es la factorizacion LDU de una matriz simétrica e invertible.

Ahora ya estamos en disposicién de presentar la Factorizacion de Cholesky.

Teorema 18.A.5 (Factorizacién de Cholesky). Si A de orden n es simétrica y definida positiva, entonces
existe una inica matriz triangular superior C con componentes positivas en la diagonal tal que A = CCT.

Demostracion. Por el corolario anterior, existe una matriz triangular inferior unitaria L y una matriz diagonal
D tal que A = LD(LT). Puesto que las componentes de la diagonal de D son positivas, podemos definir la
matriz diagonal D* cuyas componentes son la raiz cuadrada de las componentes de D, es decir, ;;D*|; =

\/i|DJi- Entonces C = LD* es una matriz real y triangular inferior con componentes positivas en la diagonal.
Ademés satisface A = CCT. La unicidad proviene de la unicidad de la factorizacién LDU. O

18.B. Productos escalares en R"

Considere la siguiente funcién <7, 7> Al R"xR" =R, donde A es definida positiva.
(x,y) — Ay

EJERCICIO 94. Demuestre la anterior funcién es un producto escalar en R™.

Pista. Debe verificar los cuatro axiomas indicados en la Secciéon 11.3.1 en la pagina 142, que son los mismos
el EJERCICIO 10 en la pagina 23.
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La relacién entre productos escalares en R™ y matrices definidas positivas es mucho més estrecha de lo
que se pueda pensar. . .

Sea V un subespacio de R™ de dimensiéon n y sea B (m por n) tal que sus columnas son una base de V.
Considere dos vectores « e y de V, que por tanto son de la forma = Ba e y = Be. Entonces su producto
escalar se puede expresar como

xz-z=Ba -Bc=aB"Bc =aAc,

donde A = BTB es definida positiva (Proposicién 18.1.1). Por tanto el producto punto entre x e y se puede
expresar con un producto escalar entre las coordenadas de e y respecto a la base formada por las columnas
de B.
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Parte VII

Estadistica y econometria

“por hacer” (en estado muy preliminar)
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LECCION 19

Vision geométrica de la Estadistica

Una caracteristica esencial de la estadistica y la probabilidad es que los subespacios en los que se opera
siempre incluyen el vector constante “uno”!, y que los productos escalares que se emplean (Seccién 11.3.1)
son tales que la norma de dicho vector constante “uno” es 1.2

Fijese que esto no ocurre con el producto punto de vectores de R™, pues:

||1|2:<1,1>:1~1:i(1|i)(1”):§:1=m = 1l =vm.

19.1. El producto escalar mas habitual en estadistica descriptiva

Cuando en estadistica descriptiva se trabaja con listas de m datos numéricos se estd operando en R™.
Consecuentemente es necesario un producto escalar tal que el vector constante 1 € R™ tenga longitud 1. El
producto escalar mas empleado en estadistica cuando se trabaja con muestras de tamafio m es?

(x,y), = % (@ -y) (19.1)

(Fijese que pongo un subindice “s” para indicar que nos referimos al producto escalar usado en estadistica).

Con este producto escalar el cuadrado de la norma de un vector & es
1
2
z|*=—(x-x);
o) = (@ )
que arroja el resultado deseado, pues independientemente del nimero m de componentes del vector 1 tenemos:

1 1 m m
1:1)==SY1="c21 = i =vi=1 19.2
(1-1) m; ; 1) =v1 (19.2)

[ = —
m m

En esta leccion, si no se indica lo contrario, al referirnos a “la norma de un vector x”, siempre sera la

norma correspondiente al producto escalar <_, _>g de la Ecuaciéon 19.1.
Fijese ademas en que si dos vectores de R™ son perpendiculares con el producto punto, entonces también
son perpendiculares con el producto escalar, <7, 7>8
1
r-y=0 < —(r-y)=0.
m

len R™ es el vector 1, es decir, aquel cuyas componentes son todas iguales a 1; en el espacio de las variables aleatorias R,
es la variable aleatoria constante 1, es decir, aquella que para todo suceso elemental w € Q toma el valor 1.

2En probabilidad el producto escalar es la esperanza del producto de variables aleatorias, que asegura que cualquier variable
aleatoria igual a la variable aleatoria constante uno (salvo en un conjunto de sucesos de probabilidad cero) tiene un valor
esperado igual a uno.

3(véase el Ejemplo 28 en la pagina 142)
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19.2. La media aritmética

Hay dos formas de ver la media aritmética.
La media aritmética, 1, es el producto escalar de y con el vector constante 1

La media aritmética, p,, del vector y de R™ es el producto escalar, <y, 1>

s

py = (y, 1), = —

) 1
1.y), es decir, [y = o Zyl (19.3)
K3
La media aritmética, p,, es el valor por el que hay que multiplicar 1 para lograr el vector
constante mds préximo a y

Denotaremos con y a la proyeccion ortogonal de y sobre la recta de vectores constantes E([l;]); que,
consecuentemente, satisface dos condiciones:

= Y es un miltiplo de 1, es decir, es de forma ¥y = 14a,
s la diferencia (y — y) es perpendicular a 1, es decir, %(y -y)-1=0.

Combinando ambas condiciones tenemos que

_ —~ 1 ~ 1 1 - 1 .

y=1la <<= —(y—-1la)-1=0 <= —(y-1)-—(1-1)a=0; = —(y-1)—-a=0,
m m m m

puesto que -1 (1-1) =[|1|| = 1. Asf concluimos que @ = L= (y-1) = p, (por 19.3). Es decir, la media

aritmética p,, es el valor por el que hay que multiplicar el vector 1 para lograr el vector constante mds

ProzTimo a y.

1 Hy

. . A 1 Hy

Llamaremos vector de medias de y a dicha proyeccién: g = 1(py) = | . |ty = .
1 Hy

Como el vector de medias ¥ es el resultado de multiplicar el vector unitario 1 por el escalar p,,, concluimos
que el valor absoluto de la media aritmética, ji,, es la longitud de la proyeccion y.

c([u])”
_ Yy
Y=y ‘
: 5([]4])
— £([1;]) N
Py Y ‘

Figura 19.1: Representaciones esquematicas de la proyeccién de y sobre el subespacio de vectores constantes
(izquierda); y de la proyeccién de los vectores v y @ sobre el subespacio de vectores constantes (derecha).

Ademés, como las proyecciones ortogonales sobre el subespacio de vectores constantes E([l;]) tanto del
vector y como del vector de medias I son en ambos casos [, 1, concluimos que:

Proposicién 19.2.1. Las medias del vector y y del vector y son iguales.
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Consecuentemente % (1-y)=py = % (1-7), asi que necesariamente
Proposicién 19.2.2. Los productos punto (1 -g) y (1 -y) son iguales.
Y como (y — ) es perpendicular a 1, por ser g la proyeccién ortogonal de y sobre E( [1; } ), tenemos que

(1 w-w) = ) = 0,

m m

asi, denominando a (y —y) como el vector de desviaciones de y respecto a su valor medio, hemos llegado al
conocido resultado de que “la suma de las desviaciones de y respecto a su valor medio es cero”.

19.3. La desviacion tipica y la varianza

La desviacién tipica o, es la longitud de la componente de y ortogonal a ¥

Sabemos que la longitud de y (la proyeccién de y sobre los muiltiplos de 1) es el valor absoluto de la
media aritmética de y

Gl = lry -

Pues bien, la longitud de la componente de y ortogonal a 1 (el vector (y —g) de la Figura 19.1) se denomina
desviacion tipica de y; que denotaremos con oy:

ly =9l = oy.

EJERCICIO 95. Demuestre la siguiente

Proposicién 19.3.1. Sumar a y un vector constante (no nulo) cambia la media pero no la desviacion tipica.

Pista. Véase la Figura 19.2.

Oy = O(y+al)

Figura 19.2: Sumar un vector constante no nulo, al, cambia la media pero no la desviacién tipica.

EJERCICIO 96.

(a) Demuestre que y tiene media cero si y solo si es perpendicular al vector constante 1.
(b) Demuestre la siguiente

Proposicién 19.3.2. Sumar a y un vector (no nulo) de media cero no cambia la media, aunque si puede
cambiar la desviacion tipica.

Pista. Véase la Figura 19.3.
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Hy = H(y+x)

Figura 19.3: Sumar un vector & con media nula (z L 1) no cambia la media pero puede cambiar la desviacién
tipica.

La varianza 05 y el Teorema de Pitagoras

2

y (el cuadrado de la longitud del vector y — ) se llama varianza.

El cuadrado de la desviacién tipica, o

1 1
2 =112 T o i 2 2
op =ly -3l = —(-9)-(y-9), esdecir, oy = —> (s —py)°

i
Como consecuencia de la Proposiciéon 19.3.1, la varianza no cambia al sumar un vector constante.

Puesto que ¥ es perpendicular a (y—%), por el Teorema de Pitagoras, sabemos que ||y||? =|[y|*+||y — ¥||*;
asi que despejando ||y — Y||* obtenemos otra expresién para la varianza de y

2 _ Ziyz‘giuQ
m

Yy y)— ,ui, es decir, oy, v

2 2 — 2_ 2 — &
oy = ly -9 lylI*—¥ll m(

La siguiente propiedad de los vectores ortogonales a 1 permite obtener otra expresiéon més para la varianza.

EJjErCICIO 97. Demuestre la siguiente

Proposiciéon 19.3.3. Sea z un vector perpendicular a 1, y sea x otro vector de R™, entonces, para todo
a € R se verifica que z-(x —al) =2z x.

. — . <z . . 1
Asi, como (y —g) es perpendicular a 1 llegamos a otra expresién para la varianza: O’Z = (y —

Y)y.
19.4. Covarianza y correlacién

La covarianza muestral entre & e y es el producto escalar entre las proyecciones (x —Z) y (y —9):

Toy = (@~ %) (y ~ )

1 1
que por la Proposicién 19.3.3, podemos escribir como o5y = —x - (y —Y) 6 como 04y = —y - (x — ).
m m

EJERCICIO 98. Demuestre la siguiente proposicion:

Proposicién 19.4.1. Sean x ey vectores de R™, entonces
Opy = — XY — g fly-
v o Yy
e . . . . . 2
Fijese que la varianza es un caso particular en el que =y, es decir, o4y = 0y,

212



Definicién 19.1. Se denomina coeficiente de correlacién lineal entre e y al coseno del dngulo® formado
por las proyecciones (x —T) y (y —Y):
<($—§)7 (y_§)>s %(IE—E)(y—y) Oxy

ey = e —w)l e -9 a0y (194)

£([1;])

Figura 19.4: Vision desde dos perspectivas distintas de la parte derecha de la Figura 19.1 con la representacion
del angulo 6 cuyo coseno es la correlacién entre los vectores v y @.

Como la correlacion es el coseno de un dngulo, su valor siempre toma valores entre —1 y 1 (véase las
secciones 11.1.3 y 11.3.2). Cuando dos vectores tienen correlacién cero sus correspondientes componentes
perpendiculares a 1 son ortogonales entre si.

19.5. Regresion lineal o ajuste MCO

Consideremos ahora la proyeccién de un vector y de m datos (m componentes) sobre el espacio columna
de una matriz X de orden m por k, tal que C (X) contiene el subespacio de vectores constantes E( [1; ] ) En
este contexto las k columnas de X se denominan regresores y la matriz X se llama matriz de regresores.

Denotaremos con g a la proyeccion dey € R™ sobre el espacio columna de la matriz de regresores. Dicha
proyeccion satisface dos condiciones:

» 7 es combinacién lineal de las columnas de la matriz de regresores X, es decir, y = XB con B € R¥;
» (y — 9) es perpendicular a C (X), es decir, LXT(y — g) = 0.

Combinando ambas condiciones tenemos

1 . 1 1~
—XT(y—XB)=0 <= —XTy——X'X3=0.
m m

m

Asi llegamos a las ecuaciones normales °
1 ~ 1
—XTXB = —XTy. (19.5)
m m

Asumiremos que las k columnas de X son linealmente independientes; consecuentemente el vector y = X3
es “la” combinacidn lineal de los regresores mds préorima a y; es decir, es el vector g de C (X) que minimiza

ly =51 = (v —9) (v~ 9) = - > — 5" (19.:6)

4véase la Definicién 11.11 en la pagina 144 de coseno del dngulo entre dos vectores.

5Normalmente se escribe el sistema XTXE = XTy, pero aqui he preferido incluir los factores % para recordar que vamos a
operar con el producto escalar <7 s 7>5 habitual en estadistica.
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donde cada sumando (y; — ¢;) se denomina error de ajuste de la correspondiente componente i-ésima. Es
decir, ¥ minimiza la suma del cuadrado de los errores de ajuste. Por ello, la proyeccién de y sobre C (X) se
llama ajuste por minimos cuadrados ordinarios o por sus siglas, ajuste MCO.

19.5.1. Tres casos sencillos
El vector constante 1 como unico regresor

Este caso ya lo hemos visto: la proyeccién gy del vector y sobre E([l;]) es el vector de medias y. El
siguiente ejercicio le pide que reproduzca este resultado, pero ahora usando las ecuaciones normales.

EJERCICIO 99. Emplee las ecuaciones normales (19.5) para encontrar el vector 3 y con él, el vector y = X3
cuando la matriz de regresores X tinicamente tiene la columna 1.

Regresién lineal simple y la recta de regresion

Veamos el caso particular de la proyeccién ortogonal de y sobre el espacio columna de la matriz de
regresores X = [1; x; ], es decir, busquemos la combinacién lineal de los vectores 1 y & més proxima a y (y
donde & no es un vector constante).

Figura 19.5: Representacién esquemaética de la proyeccién sobre el espacio columna de X = [1; a:;]; con

x ¢ L( [1;]). El “suelo” de la figura representa el subespacio C (X) C R™. La figura de la derecha es una
visién desde “arriba” (desde esta perspectiva y estd detrds de y).

Recordando que ilXTXU = X}i - X|; v que ilXTy = X} -y, y que en este caso X;; =1 y X3 ==z,
podemos reescribir el sistema de ecuaciones normales (19.5) como

7)) = ;es decir
L(z-1) L(a-) L(z.y) o L (z-w) L(z-y)

R (1) (g) (1Y) 1 Ha (6) Hy

que resolvemos por eliminacién (recordando que 02 =L (xz-x)—pd yque opy = (- y)— ,umuy>:

1 7 p (cnev2) [0 ] 0 , [1 | X w
x My “He )14 Jzy 2
[um Lz x)-L(x-y) | ()43 [,uw 02 | =0y [( % )2+3} Bz o 0 p—
1 0 0 1 —pm| Hy L —pa |y — e ( o2 ) '
0 1 0 0 1 0 0 1 (‘%Ty)

Es decir, la combinacién lineal de 1 y & méas proxima a y es:

~ Oxy Oxy . ~ Ozxy , .

y= (,uy - umg) 1+ (g) T = (,uy — U b) 1+ (g) x (véase la Figura 19.5).
X P4 a
a b

P4
b
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Recta de regresion. Los textos de estadistica y econometria suelen mostrar otra manera alternativa de
visualizar el juste de regresion lineal simple (aunque carece de la interpretacién geométrica que hemos usado).

El diagrama de dispersién de x e y es la representacién del conjunto de pares (x;,y;) en el plano XY
por ejemplo en la Figura 19.6 aparece el diagrama de dispersién de los vectores « = (1,2,3,) ey = (1,2,2,),
es decir, la representacién de los pares (1,1), (2,2) y (3,2).

<

Figura 19.6: Diagrama de dispersién de los vectores = (1,2,3,) e y = (1,2,2,).

Cuando un vector z es combinacion lineal de 1 y x (cuando es de la forma al + fx) el diagrama de
dispersion de x con z es la representacién de una funcion lineal cuyo dominio son los componentes de x.
Por tanto los puntos aparecen alineados sobre la recta cuya ordenada en el origen es o y cuya pendiente
es B (véase la Figura 19.7). Asi, como y es la combinacion lineal al + bx, los puntos del correspondiente
diagrama de dispersién estan alineados sobre la recta cuya ordenada en el origen es @ y cuya pendiente es b.

Y

2

1

0 - f f f x
0 1 2 3

Figura 19.7: Diagrama de dispersién de & = (1,2,3,) y la combinacién lineal y = 1 + %az Los puntos se
sittian sobre la recta cuya abscisa en ordenadas es 1 y cuya pendiente es %

Al representar juntos los diagramas de dispersién de « con y y de x con ¥, la diferencia vertical entre
los puntos del diagrama de y y los del diagrama de gy sobre cada valor x; corresponden a cada uno de los
errores de ajuste (véase la Figura 19.8). La recta a lo largo de la que se alinean los puntos del diagrama de
dispersién de = y ¢ se denomina recta de regresién y es, por construccion, la recta que minimiza la suma
del cuadrado de los errores de ajuste (véase la Ecuacién 19.6 en la pagina 213).

Y

2 ° .

1 ®

0 - t t t T
0 1 2 3

Figura 19.8: Ajuste de la recta de regresién y = al + b donde = = (1,2,3,) ey =(1,2,2,).
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EJjercicio 100. Encuentre la ordenada en el origen y la pendiente de la recta de regresion de la Figura 19.8.
Encuentre también g y el vector € de errores del ajuste MCO (y — g).

Regresion lineal con tres regresores (de ellos uno constante). El plano de regresién
El tercer caso sencillo (aunque ya no tanto) corresponde a la proyeccién ortogonal de y sobre el espacio
columna de la matriz de regresores X = [1; x; z;], es decir, la busqueda de la combinacién lineal de los

vectores 1,  y z més préoxima a y (y donde X es de rango 3). Como en el caso del modelo lineal simple,
podemos reescribir el sistema de ecuaciones normales (19.5) como

1 Ha Hz E Hy
Ha %(9390) %(asz) b| = %(xy)
e ez Leozm | \e) \Leoy)

y como antes, lo resolvemos por eliminacién simplificando las expresiones de las varianzas y covarianzas a
medida que van apareciendo, y obtenemos el vector solucién 3 = (a, b, ¢, ):

[(*#:)1+2]
[(—pz)1+3]
[(ny)1+4]
[(— Tz >2+3]
IR v (D
— |2+4
Ha %(ww) %(mz) —%(my) ] i%
pe woz) a2 | L ow) | [(Bre )
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
. O 0 0 1 |
.t 0 0 0 _
Ha U,i 0 0
0_2
Be Oz 02— 0
N %_Mz 7%02U”J”“”%z”zy*“ya‘:%ia“;_;lgiaiz*uzait’zﬁuzamyomz
2 J—
2 —_
L O 0 0 1 |

Es decir, la combinacién lineal de 1, & y z més proxima a y es:

2

2
~ 0.0, — 0. g 0.0 — 0. g.
~ ~ 20zy zz0zy x0zy zyOxz
y:X/B:<Ny_ﬂwb_ﬂzC)1+< 2.2 _ 2 >w+< 2,2 _ 2 )Z
020z — Ozz 020z — Oz

a X Y

La Figura 19.9 es una representacién esquemadtica de dicha proyeccién ortogonal (o ajuste MCO). Por
fortuna disponemos de una representacion alternativa con diagramas de dispersién para el caso de un ajuste
con tres regresores. Pero ahora el diagrama de dispersién de (x, z) e y requiere de una representacién
tridimensional de los pares ((z;,2), ¥;), donde sobre cada punto (z;,2;) del plano XZ (el “suelo” de la
Figura 19.10) se representa un punto, cuya altura indica el valor de y;. Dada la naturaleza del ajuste MCO,
cualquier otro plano generara unos errores de ajuste tales que la suma de sus cuadrados serd mayor que la
suma de los cuadrados de los errores cometidos con este plano, es decir, serd mayor que . (y2 — yAZ)2 =|le|?.

Asi como la Figura 19.9 es solo una representacion esquemaética del ajuste MCO, la Figura 19.10 es
una representacion descriptiva, pues muestra la magnitud y el signo de cada uno de los errores cometidos
(exactamente igual que cuando se representa una recta de regresién con en la Figura 19.8) .
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Figura 19.9: Representacion esquemaética de la proyeccién de y € R™ sobre el subespacio C (X) que contienen
el subespacio de vectores constantes E([l; ]) El “suelo” de la figura representa el subespacio C (X)

Figura 19.10: Ajuste del plano de regresién § = @l + bz + ¢z que minimiza los errores de ajuste. Arriba:
las barras verticales arrancan de los puntos (z;, 7). La altura de los cuadrados rojos corresponde a los
correspondientes valores y; y la altura de los circulos azules (en el extremo superior de las barras) a los
valores ajustados g; (dichos circulos estdn contenidos en el plano de regresién). Las diferencias entre ambas
alturas, y; — i, son los errores de ajuste (los componentes de € = y — y). Abajo: Representacién de dichos
errores de ajuste mediante barras continuas si son positivos, y discontinuas si son negativos.
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19.5.2. Caso general

Como se indic6 al comienzo de esta Seccién 19.5, la regresién lineal (o ajuste MCO) consiste en proyectar
un vector y de R™ sobre el espacio columna de una matriz de regresores X tal que C (X) contiene el conjunto
de vectores constantes L([l;]), de hecho se suele asumir que la primera columna de X es el vector 1 (tal
como ocurre en los tres casos vistos mds arriba).

También se asume que los regresores (las columnas de X) son linealmente independientes y por tanto

existe un tnico vector ,@ tal que y = XB , donde ¥ es la proyeccién ortogonal de y sobre C (X) Dicho vector
es la solucion a las ecuaciones normales.

A medida que crece el nimero de regresores las expresiones que aparecen al resolver las ecuaciones
normales se complican, pero todas ellas comparten una caracteristica comin: las expresiones estan formadas
por las medias, varianzas y covarianzas de y y de las columnas de X.

Lamentablemente cuando hay mas de tres regresores no disponemos de una representacion similar a
la recta o el plano de regresién de las figuras 19.8 y 19.10; pero afortunadamente sigue siendo vélida la
representacién esquemaética de la Figura 19.9, donde el “suelo” representa el subespacio C (X) de dimen-
sién k que contiene el subespacio de vectores constantes E([l;]). Dicha representacién destaca la relacién
correspondiente al Teorema de Pitagoras:

Iy 1> =lgl1*+]e]*.

19.6. Interpretacion estadistica

Hemos visto la media aritmética, la desviacién tipica y la regresion lineal desde un punto de vista geomé-
trico. Pero lo habitual es dar una interpretacion estadistica que omite cualquier referencia explicita a la
geometria de la proyeccién ortogonal. .. Veamos una interpretacién estadistica habitual en las aplicaciones.

19.6.1. El vector de medias como predictor

Imagine un banco con m cajas de seguridad numeradas de 1 a m. En el interior de cada caja hay una
pepita de oro. Usted dispone de una lista, y, con el peso en gramos de una de las m pepitas, pero no sabe
en qué caja estd contenida cada pepita. Ademads, dentro de un bombo como los del sorteo de Navidad hay
m bolas numeradas de 1 a m.

Se le propone el siguiente juego. Usted tiene que indicar un peso en gramos para cada una de las pepitas;
la restriccién es que dicho peso ha de ser el mismo para todas las pepitas. Después se extrae del bombo una
bola al azar, se abre la caja cuyo ntimero corresponde con el de la bola y usted recibe la pepita guardada en
ella; pero debe pagar 5 céntimos de euro® por cada miligramo de discrepancia entre el peso de la pepita y la
cantidad que usted indicd. ;Cudl es la estrategia éptima en dicho juego?

Evidentemente nuestra ganancia disminuye con la distancia entre el peso indicado y el peso de la pepita
recibida. Y, salvo que todas las pepitas pesen lo mismo, no hay manera de saber con antelacién el peso de la
pepita que se le va a entregar. Asi que debemos considerar la discrepancia entre el peso indicado y el peso
de cada una de las pepitas de la lista, pues es igualmente esperable que cualquiera de ellas sea entregada.

Consecuentemente la estrategia éptima es indicar la media aritmética, g, de los pesos de las pepitas en
la lista. Asi, el vector de medias, § =y 1, es interpretado como predictor éptimo; pues minimiza el error de
prediccién (es decir, es el vector constante que minimiza la distancia al vector de verdaderos pesos)

ly — 9|l

Por ello, la media aritmética 3 también se interpreta como el valor que mejor representa a la muestra.

650 euros por gramo
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Extrapolaciéon. Bajo ciertas circunstacias esta interpretacion puede ser valida incluso fuera de la muestra.
Imagine que todas las pepitas se han extraido de una misma zona de un Unico yacimiento. Ahora se le
propone un nuevo juego: hay otro banco con n cajas de seguridad; cada una de ellas contiene una pepita de
oro extraida exactamente del mismo lugar que las m pepitas del otro banco. Ademads sabe que no ha habido
ningin proceso de seleccion por el que unas pepitas hayan acabado en el primer banco y otras en el segundo.

Se le propone repetir el juego con las n cajas de este segundo banco y un bombo con n bolas numeradas
de 1 a n. Pero ahora no se le entrega una nueva lista con los pesos de estas n pepitas; solo dispone de la
anterior lista de pesos de las m pepitas del primer banco. ;Qué estrategia puede segir?

Si usted considera que, dado que no ha habido ningin proceso de seleccién, las m pepitas del primer
banco representan adecuadamente el tipo de pepitas extraidas en el yacimiento, podria usar como vector
constante z = 51 € R”, donde ¥ es la media del peso de las m pepitas del primer banco. Si es asi, esta
interpretando que la media aritmética de la muestra de las m pepitas del primer banco es el valor que permite
realizar buenas predicciones para los pesos de las pepitas de ambos bancos.

Pero las circunstancias podrian ser diferentes. Imagine que recibimos un soplo por el que somos informados
de que las pepitas del segundo banco si han sido seleccionadas, a resultas de lo cual son aproximadamente el
doble de grandes que las del primero... entonces podriamos indicar como peso, para cada pepita del nuevo
banco, el doble del peso medio calculado con las pepitas del primer banco.

19.6.2. La desviacion tipica como medida del error de prediccion de la media.

Hemos visto que emplear el vector de medias es la estrategia éptima si queremos dar una prediccién
puntual (un tnico valor) para el peso de las pepitas. Pero no implica que logremos una “buena” prediccién
(solo que lo haremos atin peor empleando como predictor otro vector constante distinto del vector de medias).

La desviacién tipica es por definicién la norma del error de predicciéon cometido con el vector de medias:

oy =lly -9l

Hay un tnico caso en el que las predicciones de ¥ son perfectas: cuando todas las pepitas pesan lo mismo,
sea cual fuere la pepita entregada, siempre sabremos con antelacion su peso exacto. En este caso, como el
vector de pesos es constante, coincide con su proyeccién sobre L([l; ]), es decir, y = y. Consecuentemente
la desviacion tipica es cero.

En cualquier otro caso el error de prediccién deja de ser nulo. De hecho, el tamafio (o norma) del error
de prediccion crece cuando aumenta el nimero de pepitas cuyo peso es distinto del peso medio y también si
aumentan las discrepacias entre los pesos de las pepitas y el peso medio, pues:

_ 1 _
oy =lly =gl =/~ > (i —9)%

por eso también se dice que la desviacion tipica es una medida de la “variabilidad” de los datos.

Notese que la desviacion tipica crece conforme crece la magnitud de las discrepacias y; —¥; y que ademas
est4 expresada en las mismas unidades que los datos”. Consecuentemente las unidades de medida de los datos
afectan a la magnitud de la desviacion tipica. En el ejemplo de las pepitas, el valor de la desviacién tipica
depende de si el peso estd expresado en kilos, en gramos o en miligramos. Asi, salvo cuando o = 0, un valor
concreto de la desviacion tipica no nos da un idea clara de la variabilidad de los datos; pero si nos sirve para
comparar la variabilidad respecto a la de otros datos que estén expresados en las mismas unidades.

"puesto que las discrepacias se elevan al cuadrado pero luego se aplica la rafz cuadrada a la suma ponderada.
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19.6.3. Regresion lineal como predictor
19.7. Medida de ajuste en la regresion lineal
Apendices a la leccion

19.A. Otros productos escalares usados en estadistica descriptiva

En estadistica también se emplean las medias ponderadas en las que unos datos tienen mayor peso que
otros. La tnica restriccién es que las ponderaciones sean positivas y que se cumpla que la media ponderada
de un vector de n datos todos iguales a uno es uno. Por ello, los pesos (todos positivos) deben sumar uno.
Por ejemplo podemos emplear el siguiente producto escalar

(L, ), R"xR" R |
(a,b) — aDb

donde D es una matriz diagonal de orden n cuyos elementos en la diagonal son positivos y suman 1. Fijese
que el producto escalar <_, _>s corresponde al caso particular D = %I.

Medias ponderadas. Imagine la siguiente variante del primer juego: en la lista de pesos se nos informa
sobre el contenido de cada una de las cajas. Aademas las bolas del bombo con numeracién par son més
pesadas que las de numeracién impar; y por ese motivo la frecuencia con la que se extrae una bola de
numeracion par es el doble que una bola impar.

En tal caso podemos cambiar de producto escalar y en lugar de ponderar el peso de cada pepita por #,

podemos ponderar el doble los pesos de las pepitas guardadas en cajas pares, pues apareceran con el doble
de frecuencia (véase el Ejemplo 29 en la pagina 142).

No obstante, una vez hemos establecido un nuevo producto escalar <7, 7>Sp, la media (en este caso

ponderada) sigue siendo el producto escalar del vector de pesos y por el vector constante: <y , 1>Sp. Ahora
al medir los errores de predicciéon con el nuevo producto escalar ponderaremos el doble los errores producidos
en las cajas pares (las que se abren con el doble de frecuencia). Asi pues, la media (ponderada) minimiza los
errores de prediccién (ponderados), por lo que, como antes, la estrategia es indicar la media (ponderada) del

peso de las m pepitas.

Consecuentemente, la media, <y , 1>5p, (calculada con el producto escalar <7, 7>8p que corresponda en
cada caso) se puede interpretar como el mejor predictor para los elementos de la muestra (o incluso para
elementos fuera de la muestra, si la muestra es representativa de la poblacién sobre la que realizamos la

prevision).

8Véase el EJERCICIO 59 en la pagina 142
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LECCION A

Resumen de los temas por lecciones

A.1. Resumen del Tema 1

El tema consta de cinco lecciones que resumimos a continuacién.

Leccion 1.

En la primera leccién solo se establece la notacion para vectores, matrices, y operadores selectores junto
con algunas reglas de reescritura. Por ejemplo, estas dos reglas de reescritura

(@+b);=au+b;| v | (b)), =A(by)

definen la suma de vectores y su producto por escalares. Jugando con estas reglas se deducen las propiedades
de la suma de vectores y producto por escalares que permitirdan definir el espacio vectorial R™ en el Tema 2.
Las reglas

(A+B)|j :A|j+B|j y ()\B) :/\(B|j)

3

definen la suma de matrices y su producto por escalares (operando con las columnas). Como esta reglas son
esencialmente iguales a las anteriores, se obtienen propiedades analogas, lo que permitira definir el espacio
vectorial R™*™. {El juego con las reglas de reescritura, independientemente del significado que tengan los
simbolos @ o A da lugar a las mismas propiedades! Con la transposicién de una matriz

(AT)U = A

mostraremos que las operaciones con matrices también se pueden definir como operaciones entre filas ;A (y

también entre componentes ;A|;). Teniendo en cuenta que y que | AA = A\ || vy jugando con la

notacién se deducen una serie de reglas de reescritura que se usaran en las siguientes lecciones: *

Reglas distributivas

(a +b), =aj + by, qla+b) =ja+,b
(A+B)lj =A|; +By; i|(A+B) =jA +,B

Reglas asociativas (desplazando el paréntesis)

(Ab), =A(by;) i1 (BA) =(31b) A
(AA); =A(A);) (AN) =(4A)A

3 i

IDe hecho, la libreria de Python solo se implementan las reglas recuadradas...y entonces jtodo lo demds funciona autométi-
camente!
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Intercambio entre el escalar y el operador

(b>‘)|i :(bli))‘ i|<)\b> =A(;)
(AN); =(Ap;)A

Leccion 2

Comienza con el producto punto (o producto escalar usual) de dos vectores de R™ y sus propiedades.?
a-b= Zl aibi
El uso del producto punto nos dota de una notacién muy compacta (sin sumatorios).

La Leccién 2 trata de combinaciones lineales de vectores de R™ y su notacién matricial Ab (combinacién
de las columnas de A) y aB (combinacién de las filas de B).

Ab=3, (A[;)b; y aB = (BT)a

Usando las reglas de reescritura de la lecciéon anterior, se deducen nuevas reglas para el producto de una
matriz por un vector a su derecha Ab:

Propiedades de linealidad
» A(b+c)=Ab+Ac
= A(AD) = A(AD)
Otras propiedades
= A(Ab) = (MA)b
» (A+B)c=Ac+Bc
« A(Bc) = [A(B|1); A(BM);] c
y propiedades analogas para el producto de un vector por una matriz aB.

Adicionalmente, y solo en las transparencias de la clase correspondiente a esta leccién, se adelanta la
interpretaciéon geométrica de un sistema de ecuaciones Ax = b ...;,qué combinaciones lineales de las columnas
(Ax) son iguales al vector del lado derecho b?

Leccién 3.

Trata sobre el producto de matrices.

(AB); = A(By;)

i

(cada columna de AB es una combinacién de las columnas de A). Jugando con la definicién y con las reglas
de reescritura de las lecciones anteriores se deducen las siguientes propiedades

» A(Bc) = (AB)c = A(AB) = \(AB)
= A(BC) = (AB)C » A(AB) = (A\A)B
» (A+B)C=AC+BC A=A
» A(B+C)=AB+AC » Al=A

2Como en este material se hace una marcada distincién entre vectores y matrices, aqui carece de sentido “transponer un
vector”. Asi evitamos el frecuente abuso de notacién del que hacen uso otros textos.
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Y continuado con el mismo juego de manipulaciéon de simbolos, se deducen nuevas interpretaciones del
producto

1(AB) = (4A)B vy, (AB); = (yA)-(By)
es decir, las filas de AB son combinaciones lineales de las filas de B, y los elementos de AB son productos
punto de las filas de A con las columnas de B. Aqui se evidencian las bondades de la notacién. Una expresién
como
iIABy;

se puede interpretar como el elemento de la fila i, y columna j de AB, como el elemento iésimo de la
combinacién de las columnas A(B| j), como el elemento jésimo de una combinacién de las filas (i|A)B, o)
como el producto escalar de la fila ;A con la columna Bj;. Todas estas interpretaciones son correctas, y
todas ellas estdn sugeridas en la expresion, ;AB,;. Es destacable la potencia computacional de la notaciéon
(véase la demostracion de (AB)T = BT(AT) asf como su implementacién en la librerfa de Python).

Leccion 4

Trata sobre las transformaciones elementales, y su uso en el método de eliminacion.

Aqui solo consideramos dos tipos de transformaciones elementales:

. T suma A veces el vector iésimo al jésimo.
[(AV)i+7]

= | 7 multiplica por « el vector iésimo.
[(@)d]

Llamamos matriz elemental a la matriz resultante de aplicar una unica transformacién elemental sobre las
columnas (o bien sobre las filas) de una matriz identidad

I, o .|

Dada la transformacién elemental, 7, las dos matrices elementales de mas arriba son una la transpuesta de la
otra. Por tanto, la transpuesta de una matriz elemental es otra matriz elemental. Aplicar una transformacién
elemental a una matriz es equivalente a multiplicarla por la correspondiente matriz elemental, es decir

A,=A(l,) v A=(,1A

Para describir la aplicacién de la secuencia 7, - -- 7, de k trasformaciones elementales de las columnas de A
usamos el esquema. °

1 Tp+1

T2 T T

A (A "3) — (A - .,.2) R (A .,.1._4,.k> o agregando varios pasos A N (A"'l“""p> — (A.,.l..

Cuando se aplica la sucesiéon 7, ... 7, de k transformaciones elementales sobre las columnas, o bien la sucesion
T, ... T, de k transformaciones elementales sobre las filus (nétese el distinto orden en las sucesiones) se
obtienen relaciones similares a las que encontramos al aplicar una tnica transformacion:

ATlmT,C = A(I‘rlm‘rk) y Ty T, A= (Tlmrkl)A'

k

3De manera andloga, para describir una secuencia de trasformaciones elementales de las filas de A (donde T, es la primera
que se aplica, luego 7, ..y por tltimo Tk) se debe usar el siguiente esquema

A T_l—> ("'1A) AT2—> (.,.2 .,.1A)~~- T: ("'k““"lA) o agregando varios pasos A Tp—) (‘rp"“"1A) —Tk—v\ (Tk‘“"'lA);
1 Tp+1
donde la secuencia T, ... T es la transpuesta de la secuencia 7, --- T, es decir, (T --- ‘rk)T = 7, ... T, pues al actuar por la

izquierda, las primeras transformaciones que se aplican son la que estdn mas a la derecha de la secuencia. Por tanto T “'1' es
la transpuesta de | T, (cuando ambas tienen el mismo orden).
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Es posible realizar un intercambio de posiciéon entre dos vectores mediante una sucesion de transforma-
ciones elementales:

= | 7 intercambia de posicion los vectores iésimo y jésimo.
[i=3]

Llamamos matriz de intercambio a la matriz resultante de aplicar un iinico intercambio entre dos columnas
(o bien dos filas) de una matriz identidad.

I 0 |

[i=3] [i=3]
Las matrices intercambio son simétricas (por lo que estas dos de arriba son iguales si tienen el mismo
orden). Aplicar un intercambio a una matriz es equivalente a multiplicarla por la correspondiente matriz de
intercambio, es decir

A,:A(l,) v ,A:(,l)A.
[i=3] li=3] [i=3] li=3]

La aplicacién de una sucesion de intercambios da lugar a un reordenamiento de los vectores. Denominamos
matriz permutacion a la matriz que resulta tras una sucesién de intercambios en las columnas (o en las filas)
de la matriz identidad. De nuevo tenemos que

A, :A(l,) v A= (.,I)A

(0] (O] [0] [O]

(la flecha circular denota un reordenamiento de las columnas (o de las filas) de la matriz).

Mediante una sucesién de transformaciones elementales es posible pre-escalonar cualquier matriz. La
demostracion de este importante teorema describe la implementacién del método en Python. A este procedi-
miento se le llama Método de eliminacion. Hay dos extensiones més: la eliminacion Gaussiana que escalona
la matriz reordenando las columnas y la eliminacién Gauss-Jordan, que reduce la matriz escalonada.
Leccion 5.

Trata sobre la inversidn de las transformaciones elementales y la inversion de matrices (cuando es posible)
aplicando el Método de eliminaciéon Gauss-Jordan.

Definimos la inversa de A de orden n (por tanto cuadrada) como aquella matriz B tal que AB = BA = 1.
Y demostramos que, si existe B, es tnica y la denotamos por A™ . A continuacién se demuestra que:

» Si Ay B tienen inversa, entonces (AB)™' = B}(A™}).

= Si B es invertible, entonces AB es invertible si y solo si A es invertible.
= Si A es invertible, entonces AB es invertible si y solo si B es invertible.
= Si A es invertible, entonces (AT)_1 = (A'I)T.

» Si A tiene alguna columna (o fila) nula entonces no tiene inversa.

Todas las transformaciones elementales se pueden deshacer (todas son invertibles), lo que implica que todas
las matrices elementales son invertibles. En la segunda parte de lecciéon relacionamos la invertibilidad de una
matriz con las transformaciones elementales, pues cualquier matriz de la forma 1, . 7, €8 invertible por ser
producto de matrices elementales:

(Vpper ) (V) =By Eg - B B =1, =1,

14-.
i

T, Ty
Siguiendo esta idea, se demuestra que

= Si A es producto de matrices elementales, entonces es invertible.
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= Si A tiene columnas que son combinacién lineal del resto, entonces no es invertible.
= A es invertible si y solo si sus formas escalonadas L son invertibles.

A continuacién se demuestra que toda matriz cuadrada L escalonada y sin columnas nulas se puede trans-
formar en la matriz identidad mediante transformaciones elementales (de nuevo la demostracién indica los
pasos para implementar el algoritmo en Python). Esto da lugar a un corolario que establece que las siguientes
propiedades son equivalentes

1. El resultado de escalonar A no tiene columnas nulas.
2. A es producto de matrices elementales.
3. A tiene inversa.

A continuacién se demuestra que si A y B son cuadradas y del mismo orden, y AB = I, entonces A y B son
una la inversa de la otra.

En la leccién anterior vimos que el Método de eliminacion permite encontrar una forma pre-escalonada
de toda matriz (Teorema 4.2.2 en la pagina 51)
A T, T K7
y, si K no tiene columnas nulas, se puede continuar con las transformaciones elementales hasta transformar
K en | (Teorema 5.1.10 en la pagina 62)
=1

T+ Tk

Por tanto, la sucesién de k transformaciones elementales 7 --- 7, L

» - 7, transforma A en I, es
decir,

pil)

Arr=A(l,. )=

k

’ . . -1 -1 . .
asi, si L no tiene columnas nulas, entonces | A" = I"'l"""k . Por otra parte, A" no existe cuando L tiene

columnas nulas.

La leccién finaliza proponiendo un método para encontrar la inversa a la vez que se transforma A en I, y
dando una definicién de rango de una matriz (el niimero de columnas no nulas de cualquiera de sus formas
escalonadas).

Aqui finaliza el primer tema del curso.
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1. (3*b)|2, primero multiplica el vector por 3. Después selecciona la segunda componente.
En 3*(bl2), primero se selecciona la segunda componente. Luego multiplica dicha componente por 3.
3*b|2 hace exactamente lo mismo que con la primera expresién (pues * tiene precedencia sobre |).

O

Ejercicio 2. Como en Python el operador + tiene precedencia sobre |, en la expresion b+b|2 primero se
suman los vectores, y luego se selecciona la segunda componente del resultado.

Pero para nosotros la expresion es incorrecta, pues entendemos b + bj como la suma del vector b con la
segunda componente de b; y la operacién suma entre un vector y un nimero no estd definida.

El modo correcto de escribir la operacién seria (b + b) asi que, por claridad, es recomendable escribir

(b+b) |2 también en Python.

[2

O

Ejercicio 3. Mostraremos ambas estrategias en cada caso. En el caso de la segunda, en azul aparecen las
operaciones entre nimeros reales.

1. Estrategia 1:

ai by a1 + by b1 + a1 by ay
atb=| |+ s |= = ¢ |=| i |+| : |-tte
Am, b A, + by, by + am b Am,
Estrategia 2: (a + b)li =a;; +b;=b; +a;,=(b+ a)li.
2. Estrategia 1:
ay b1 C1 a1 b1 +c1 a1 + b1 +c
RRCEROE I N I I o I I I I I s -
Am, b Cm, A, b + Cm A, + by, + Com
a1 + by Cc1 ay b1 &1
o R R
A + bm Cm, Am bm Cm

Estrategia 2:
(a +(b+ c))li =a;+ (b+ C)Ii =a); + (bp + c|i) = (a|i + b|i) + ¢y

=(a+b),+ci= ((a+b) +c)|4.

K2

3. Estrategia 1:
0 ay 0+ a; ax

O CLm O + am am
Estrategia 2: (0 + a) =0;+a;=0+a); = aq)

e
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4. Estrategia 1:
a1 —ay a; — ap 0
Am —Qm Ay, — A 0
Estrategia 2: (a + (—a))
5. Estrategia 1:

)\(al + bl) )\al + )\bl )\al )\bl
Ma +b) = : = : = : + : = A\a + \b.
Mam + bm) A, + Abp, A, by,

Estrategia 2: (/\((1 + b))
()\a + )\b)

= A((a+b),) = Ma+ b)) = Aa,) +A(b:) = (Aa), + (W), =

|
B

6. Estrategia 1:

(A+n)ay Aay + nay Aaq nb,
A+n)a = : = ; = : |+| : |=xa+na
()‘ + n)am Aap, + nam, Ay, nbm
Estrategia 2: (()\ + n)a)li = A +n)(a;) =May) +n(ap) = ()\a,)li + (na)li = (Aa+ ”a)u'

7. Estrategia 1:

nay Anay ay
Alna) = A = : = | =0On)a
na., Ana,, am
Estrategia 2: ()\(na))li = A((na)li) = )\(n(aﬁ)) = ()m)(ah-) = (()\n)a)ll
8. Estrategia 1:

1 a1 aq

la = : = : =a.
1-a,, A

Estrategia 2: (1a)|i = 1(a|i) = ay,.

O
Ejercicio 4(a) Primero multiplica el vector por 3 y luego selecciona la primera componente.

O
Ejercicio 4(b) jSelecciona la tercera componente del vector!

O
Ejercicio 4(c) jTambién selecciona la tercera componente del vector!

O

228



Ejercicio 4(d) Como en la primera expresién, primero multiplica el vector por 3 y luego selecciona la
primera componente.

(]
Ejercicio 5(a) k|(AT)|j = k|((AT)|j) = k|(j|A) = (j|A)|k = 1Ak

([
Ejercicio 5(b) j|((AT)T)|k = 5 (AT); = 1Ak

([
Ejercicio 5(c) Aj; = ((AT)T)” = (AT).

(]

Ejercicio 6. Las demostraciones son practicamente idénticas a las vistas en el caso de los vectores. En azul
aparecen las operaciones entre vectores.

1. (AJrB) = A|j + B|j = B|j +A|j = (B +A)|j.

|3
E(A + B)+C)|j = (A+B)|

A+(B+C)>

2. ;T C = (A +Bp)+Cpy = A+ (B; +C) = Aj; + (B+C)

i

3
3. (0+A); =0 +A; =0+A; = Ay

4 (A+(-A),;=A+ (—A),=A; - A,;=0=0;

o

NA+B)) = A((A+B),) = A(A, + By) = A(A) + A(B))) = (\A),+ (AB), = (\A + AB)

|5 15"

I3

(
6. (()\ +7})A)|j =A+n)(A;) =A(A) +n(A) = ()\A)lj + (nA)lj = (AA +1A)
(

7 /\(nA))lj =A((nA),,) = A(n(Ap)) = ) (A) = ((m)A),,.
8. (1A), = L(A};) = A
O
Ejercicio 7. Comenzamos por la suma.
JA+B), = ((A+B),) = } (A, +By;) = aAy; + 4By
Y ahora el producto.
a8y = (0a),) = (MA) =2 () =A(A).
0
Ejercicio 8(a) (()\A)T>|j =, 08) =A(;8) =x((an),) = (A(AU)U.
0
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Ejercicio 8(b) ((A+B)T); = (A +B) = ;A + ;B = (AT),; + (BT),; = (AT +BT) .

Ejercicio 9. Comenzamos con la suma

il (A+B) = ((A+ B)T)u = (AT+BT), = (AT)“ + (BT)“ =;A +;B

Y continuamos con el producto:
1(AY) = (AN, = ((ADA),, = (A7) )A = (48 )
Ejercicio 10(a) x-y = ziy1+ -+ TpYn = Y121+ +Ynln = Y- T
Ejercicio 10(b)
s (Ax) -y = Ayr -+ Azpyn = /\(331y1 4t xnyn) = Mz -y).
s (xty)z = (mty)at o F (@ tyn)in = 1zt T2 2 F A Ynze = o2ty
Ejercicio 10(c) z-x = 23+ ---+22 >0.

Ejercicio 10(d) = -x = 23+ -+ 22 =0 <= ;=0 parai=1:n.

Ejercicio 11.

1 1 -2 2 2 -4 2+2-4 0
2{ 1 ) +21 -2 +21 1 |=|2 |+|4|+| 2 |=|2-4+2 | =[0]=0.
-2 1 1 —4 2 2 —4+2+2 0
1 1 -2 2 1 1 -2 0
Ejercicio 12. Ab = 1 -2 1 21 =211 )+2(-2]1+2] 1 =10
-2 1 1 2 -2 1 1 0

Ejercicio 13. A(l,) =A | 1| = (Ap)0+ -+ (Ap)1+ -+ (Aj)0 = Ay,

0
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Ejercicio 14. Sea A, de n columnas y b de R", entonces

4(A8) = ((Ap)by+ -+ (A},)bu)

= (Ap)b + -t ()b
=(iA) b1+ + (4A),bn = 4A - b.

|

Ejercicio 15(a) i|(A(b +¢)) =(34A)-(b+c)=(3A) b+ (;A)-c= i (Ab) + iI(AC) = . (Ab+Ac).

i

|
Ejercicio 15(b) , (A(Ab)) = (4A) - (Ab) = /\<(i|A) -b) - /\<i| (Ab)) = | (\(Ab)).
a
Ejercicio 16.
A(Bc) :A<(B|1)cl + 4 (B|n)cn) por la Definicién 2.3 de producto
:A(B|1)cl 4+ 4+ A(B|n)cn proposiciones 2.2.1 y 2.2.2
= {A(B“); A(B|n);} c por la Definicién 2.3 de producto.
|

Ejercicio 17(a) ,(A(\)) = (4A)-(A0) = A((1A)-b) = (A(48))-b = (,(\8))-b =, ((AA)D)

Ejercicio 17(b)
4(A+B)c) = (;(A+B))-c=(;A+,B) -c=(3A) c+(yB) c=,(Ac) +,(Bc) = (Ac+Bc).

(|
Ejercicio 18(a) al = (I")a =la =a.

]
Ejercicio 18(b)  (41)A = (A7) (41) = (AT)(I;;) = (AT),, = 4A.

O
Ejercicio 18(c) (a+b)C = (C")(a +b) 5 (C)a + (CT)b =aC +bC.

(]
Bjercicio 18(d)  (Aa)B = (B7)(\a) = A((BT)a) — \(aB)

]

= (BT)(Aa) = (Aa)B.

Ejercicio 18(e) a()\B) = ((AB)T)a = ()\(BT)>a =
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Ejercicio 18(f) a(B+C)=(B+C)Ta = ((BT) + (CT))a = (BT)a + (C")a = aB +aC.
([l
Ejercicio 19(a) Recordando la Proposicién 2.2.3 en la pagina 26 (*) y usando la Definicién 3.1 de producto:

ABe) = A(B), ..., A(By,)]c=(AB)e.

|

Ejercicio 19(b) Aplicando repetidamente la definicién de producto y una vez (x) la proposicién anterior
tenemos:

(A(BC)) =A((BC),) =A(B(C))) = (AB)(C);) = ((AB)C) , j=1:n.

|j (%) |j
O

Ejercicio 20(a) Usando la Definicién 3.1 de producto matricial y recordando que (A + B)c = Ac+Bg;
para j = 1:n tenemos

((A+ B)C)lj — (A+B)(C,) =A(C) +B(C) = (AC)U + (BC)U ~ (Ac+ BC)U.
(|

Ejercicio 20(b) Usando la Definicién 3.1 de producto matricial y la propiedad de linealidad: A(u 4+ v) =
Au + Av; para j = 1:n tenemos

(A(B+ C)>|j ~A((B+C),;) = A((B);)+(C);)) = A(B,)+A(Cy;) = (AB),+(AC), = (AB +AC) .

lj

O
Ejercicio 20(c)
= (M) () = ((m)B)
(A(AB))U =a((B),) =A(xB))) (o) (9 - (A(AB))U . j=1:n.
0
Ejercicio 20(d) (IA), =1(A;;) = Ay, j=1:n.
O
Ejercicio 20(e) (Al),, =A(l;) =Aj;, j=1:n
DO
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Ejercicio 21.  (AB),, :il((AB)U) =, (A(Bu)) = (4A) - (By;)

|
Ejercicio 22. Veamos que las componentes j-ésimas son iguales:
(Z.l(AB)>|j = ,(AB),, = (4A) - (B};) = ((HA)B)U; por tanto , (AB) = (;A)B.
|
Ejercicio 23. (AB)T; = ;AB = (BT)(;A) = (BT)(AT);;; por tanto (AB)" =(BT) (AT).
O

Ejercicio 24(a) Sean las matrices A y B tales que ;A; = 0 cuando i > j y ;Bj; = 0 cuando i > j.

mXp pXn

Tenemos que demostrar que ; AB|; = 0 cuando :

1ABy; = zp:(i'Alk) (lelj) = i(nAm) (kIBIJ‘) + Zp: (iIAIk) (k|B|j) = 0.

k=1 k=1 ——r k=j+1 ——
0

Ejercicio 24(b) Sean las matrices A y B tales que por una parte ;A|; = 0 cuando i > j, y ;A|; =1,
mxp pXn

y por otra ;B|; = 0 cuando 7 > j. Por la proposicion anterior ya sabemos que AB es triangular superior, asi
que nos basta demostrar que ; AB|; = ;B); cuando :

i|AB; = i(u“w) (k|'3|j> = Ziw(kﬂ-”u) + w(ﬂBlj) + kiﬂ (z‘l%)@ = 1By

0 1 0
]

Ejercicio 24(c) Sean las matrices A y B tales que por una parte ;A|; = 0 cuando i > j, y por otra

mxp pxn

iBl; =0 cuando i >j y ;B); =1. Como antes, nos basta demostrar que ; AB|; = ;A|; cuando :

P Jj—1 P

iIAB; = Z(n‘\w) (kIBIj> = Z(iIAIk) (kIBIj) + (j|A|j) (jIBIj) + > (¢|A|k) (k|B|j) = jIBy;-
k=1 k:lT H{—’ k=j+1 T
m
10 -7 0
Ejercicio 25(a) 8 (1) (1) 8
00 0 1
m
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1 0 0 1
s 01 0 0
Ejercicio 25(b) 00 1 0
0 0 0 1
|
1 0 00
s e 3100
Ejercicio 25(c) 00 1 0
0 0 0 1
|
10 0 O
s . 01 0 O
Ejercicio 25(d) 00 —10 0
00 0 1
|
Ejercicio 26. a) T  transforma B3, restandole siete veces B, es decir: (B - ) = —7B|; + Bys.
[(=7)1+3] (=71+317 |3
b) 7 transforma la cuarta columna de B, suméndole la primera columna: (B - ) = B|; + Bys.
[(1)1+4] [(W1+4)7 |4
¢) T transforma la primera columna de B, sumdndole tres veces la segunda: (B - ) =3B +By;.
[(3)2+1] (®2+17 |1
d) 7 transforma la tercera columna de B, multiplicindola por —10, es decir: (B - ) = —10By3.
[(—10)3] [(~10)3)” |3
|
11 11 (?; ? 8 8 31 1 1
Ejercicio 27(a) A , :A(IT): 01 1 1|5 o5 of=101 11
[(3)1) (31
1 2 3 4 00 0 1 3 2 3 4
a
1111(1)_1188 1011
Ejercicio 27(b) A :A(l . ): L1y o 1 ol=101 1
[(-D1+2] [(-11+2]
1 2 3 4 0 0 0 1 11 3 4
|

Ejercicio 28. Por una parte,

(), o, = (A (1rr ) = AA (1)) = AA L2,

y por otra

(a+8), ., =(A+B) (1) =A(lrr)+B(lrr) =Anr + B



Ejercicio 29(a) Una posible sucesién de transformaciones elementales por columnas es:

Tipo 1 Tipo 1 Tipo 1 Tipo II
1 00 T 1 10 T 0 1 0 T 0 1 0 T 0 1 0
[(1)1+2] [(-1)2+1] [(1)1+2] (-1
o190 — |01 0/ — |-1 10 —— |[-1 0 0f — |[1 0 0],
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
es decir, | , = 1 ; - - -
[1=2] [(D1+2][(~1)2+1][(1)1+2][(~D1]
|
Ejercicio 29(b) Hay muchas combinaciones posibles. Por ejemplo: | = | ; - - - -
li=3] (=131 1(= D3+ [()i+5][(— )5 +i]
O
Ejercicio 30(a) Por una parte ABB'A'=AIA =1, yporotra B'A'AB=B'IB=1.
|
Ejercicio 30(b) Basta aplicar iterativamente la proposicién anterior:
-1 “1,- “1p-1p- -1 ,- - - -
(A~ A" = (Ar---Ay) Al = (As---Ay) AJA = = (Ak_1Ay) AL, A =AL AL
|
Ejercicio 30(c) Si A es invertible, entonces AB es invertible (Proposicién 5.1.2 en la pagina 59).
Supongamos que AB es invertible. Entonces sabemos que existe C tal que
(AB)C:I, y C(AB):I.
De la primera igualdad tenemos que A es invertible por la derecha, pues
A(BC) =1
Solo nos falta comprobar que también es invertible por la izquierda, es decir, que (BC)A = |. Para ello nos

fijamos en la segunda igualdad, y multiplicando por B por la izquierda y por B! por la derecha (a ambos
lados de la ecuacién) tenemos

BC(AB)B™ =BIB"' =  (BC)A=I.

Ejercicio 30(d) Si B es invertible, entonces AB es invertible (Proposicién 5.1.2 en la pagina 59).

Supongamos que AB es invertible. Entonces sabemos que existe C tal que
(AB)C:I, y C(AB):I.
De la segunda igualdad tenemos que B es invertible por la izquierda, pues
(CA)B =1
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Solo nos falta comprobar que también es invertible por la derecha, es decir, que B(CA) = |. Para ello nos
fijamos en la primera igualdad y multiplicando por A™ por la izquierda y por A por la derecha (a ambos
lados de la ecuacién) tenemos

A'(AB)CA=A"IA, =  (BC)A=lL

O
Ejercicio 30(e) Aplicando la pista tenemos por un lado: AT (A'l)T = (A'IA)T = 1T =1 y por el otro
(A)TAT = (AA™H)T =17 = I. Es decir, (A1) = (AT)"".

([l

Ejercicio 30(f) Sea A de orden n una matriz cuya i-ésima columna es nula: Aj; = 0. Si asumimos que
. -1 A - ., -1
existe A" llegamos a una contradicciéon. Para verlo multipliquemos la ecuaciéon por A™":

A (A;) =AT(0) = (A'lA)ll —0 = 1I,=0.

Pero sabemos que I}; (la columna i-ésima de 1) no es 0, asi que hemos llegado a una contradiccién. Por tanto
-1 . . ’ . . . ..
A" no puede existir: asi, A es singular (no tiene inversa) si tiene alguna columna nula .

Para las filas, basta repetir lo anterior con AT pues, si ;A = (AT)l ; = 0, llegamos a la misma contradiccién.

]

Ejercicio 31. Si para alguna columna A; se verifica que A|; = Az (con x; = 0) es decir, A|; es una

combinacion lineal del resto de columnas, entonces mediante (n — 1) transformaciones elementales T
[(—zk)k+7]

(con k = 1:n excepto k = j) es posible transformar la columna A|; en un vector de ceros, es decir, hay

transformaciones elementales tales que (A e, 1))| =0, pues a la columna A|; se le resta Ax:
n=D7j

1 —T1
1 —XT2
() s ] 15 A2 |
[(—2)24]
[~ )nti] i —In 1]

Como | T Ty €8 invertible y el resultado es una matriz singular (por ser la columna j-ésima nula), A es
singular (Proposicién 5.1.4 en la pdgina 60).

Para las filas, basta transponer A y repetir el argumento con las columnas de AT.

O
Ejercicio 32(a) En particular, también es cierto para Z = 6; asi tenemos que
Z+0=0 por la propiedad que hemos pedido a 7z~
7 =0 por la propiedad que tiene 0.
|
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Ejercicio 32(b) Z=Z2+0=2+(Z+(-2)=(F+ D)+ (-2) =0+ (-2) = - 7.

Ejercicio 33.

. Z+y=ay=yz=9+72.

2.7+ (Y +7)=ayz) = (ay)z = (T+ 7))+

Il
5
=
Il
)
Il
)
g
S
=
=+
&
=4
3
S
Il
=

3.8 0 =1; entonces T+ 0
4. Si -~ =1/x; entonces T+ (-F)=z/z=1=0.

5. 17 =al=2="7.

7. a(Z+7Y)=(zy)* =2 y* =aZ +ay.

8. (a+b)7 = (2)0 =29 2> = a@ + b7

Por tanto, en este espacio vectorial el vector nulo es 0=1 y el vector opuesto de 7 es — 7 = 1/x.

Ejercicio 34(a) Esquema de la funcién lineal: ~_|;: R™*" — R™
A %(alj,...amj)

Es lineal puesto que
(A + B)|
(WA),, = A(Ay).

;= A+ By

Ejercicio 34(b) Esquema de la funcién lineal: ;_;: R™*™ - R .
A — ;5

Es lineal puesto que

JOA); = A(4Ay).

Ejercicio 34(c) Esquema de la funcién lineal: _ T: R™*™ — R*>™ .
A —)[1|A; m|A]
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Es lineal puesto que

(A+B)T =AT +BT
(AA)T = X(AT).

Ejercicio 34(d) Esquema de la funcién lineal: ;__: R™*" — R" .
A = (am1,-. - Gmn)

Es lineal puesto que
iI(A +B)=;A+,B

1 (AA) =A(3A).

Ejercicio 34(e) Esquema de la funcién lineal: ~_b: R™*" — R"” .
A — (A|1>b1+ (A|2)b2+"'+ <A|n)bn

Es lineal puesto que

(A +C)b=Ab+Cb
(AA)b = \(Ab).

Ejercicio 34(f) Esquema de la funcién lineal: A__: R™ — R" .

Es lineal puesto que

A(b+c)=Ab+Ac
A(\b) = \(AD).

Ejercicio 34(g) Esquema de la funcién lineal: a_ : R™*"™ — R™ .
B —ai(yB)+-+an(nB)

Es lineal puesto que

a(B+C)=aB +aC
a(AB) = \(aB).

Ejercicio 34(h) Esquema de la funcién lineal: _ B: R™ — R™ .
a — a1(1|B) +-- +am(m|B)

Es lineal puesto que

(a+c)B =aB + cB
(Aa)B = A(aB).
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Ejercicio 34(i) Esquema de la funcién lineal: = A__: R™*" — R™*? .

Es lineal puesto que

(A+C)B =AB+CB
(AA)B = A(AB).

O
Ejercicio 34(j) Esquema de la funcién lineal: _ B: R™*" — RFXn .
Es lineal puesto que
AB+C)=AB+AC
A(AB) = A\(AB).
O
Ejercicio 34(k) Esquema de la funcién lineal: _ ,: R™*" — R™*"™ donde |, es una matriz elemental
A — A(I T)
del orden n. Es lineal puesto que
(A+B)T:AT+BT
(\A), = A(A,).
O

Ejercicio 34(l) Esquema de la funcién lineal: , : R™*" — R™*" donde ,| es una matriz elemental del
A —(;1)A
orden m. Es lineal puesto que
T(A+B) =,A+.B
LOR) = A(,A).

O
Ejercicio 35(a) Tenemos que comprobar que la funcién [go f]: D — W es lineal.
Dados e 7 de D se verifica que
lgo fI(Z + ) =g(f(Z+7)) =9(f(@)+ f(F) =9(f(@)) +9(f(¥)) = g0 fI(T) + [g 0 f1(¥)
Dados Z de Dy a € R se verifica que
lgo fla®) = g(f(aT)) = g(af(T)) = ag(f(T)) = algo fI(Z).
O
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Ejercicio 35(b) Tomemos 7 e § de V), entonces

FHET) = (A @) +FT@)) puesto que 7 = fF(F7(F) e T = F(FD)
:ffl(f(ffl(f) + fﬁl(@’))> puesto que f es lineal
=f7N@) + 17T puesto que en general 7 =~ (£(%)).

Tomemos ¥ € V y o € R entonces

[t (ai") =f! (af(f_l(ﬁc’))) puesto que @ = f(f~ (7))
=f1! (f(af_l(?))) puesto que f es lineal
=af H2) puesto que en general Z = f~'(f(2)).

O

Ejercicio 36. Si, lo es; pues la suma de dos combinaciones lineales es una combinacién lineal; y cualquier
multiplo de una combinacion lineal también es una combinacion lineal. Por tanto el conjunto es cerrado para
la suma y el producto por escalares.

O

Ejercicio 37. Hay que verificar que se cumplen las ocho propiedades de la Definicién 6.1:

Sean los pares (d,7), (?, Y) vy (@,7), donde las primeras componentes son vectores de A y las
segundas componentes son vectores de X'; y sean los escalares \ y u. Entonces

1.
(a,7) + (7)), v)=(d + 7;, T+7Y) aplicando la definicién de suma de pares
:(F +d,7+7) puesto que A y X son espacios vectoriales
:(7)), Y)+ (d,7) aplicando la definicién de suma de pares.

2.

(a,7)+ ((T;, 7))+ (7, ?)) =(a,?)+ ((7)) +7), (¥ + 7)) aplicando la definicién de suma de pares
= (6’ + (F +7), T+ (¥ + ?))) aplicando la definicién de suma de pares
= ((3 + T;) +7, (T+7)+ ?) puesto que A y X son espacios vectoriales
= ((Zz> + 3)7 (Z+7))+(2,2) aplicando la definicién de suma de pares
(@) + (5, 7) +(2.2)

04, 7, 0x) aplicando la definicién de suma de funciones
) puesto que A y X son espacios vectoriales

por tanto 0 = ((_))A, 6)/\4)
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(a,72)+(-d,-7)=(d—-d, T -72) aplicando la definicién de suma de funciones
=(04, Ox) puesto que A y X son espacios vectoriales
por tanto (—@,—7%) = —(a,?).
5.

M@, Z)+ (T;, 7)) =X((q + F), (Z+7)) aplicando la definicién de suma de pares
=(\(a + _b>), MZ + 7)) aplicando la definicién de escalar por par
=(\d + AD, AT+ AY) puesto que A y X son espacios vectoriales
=(\d, \?) + ()\7)), \Y) aplicando la definicién de suma de pares
=\d,7) + )\(T)}, 7) aplicando la definicién de escalar por par

6.

A+ w)(@,Z)=((A+p)d, A+p7) aplicando la definicion de escalar por par
=((\T +p@), (\Z +p2)) puesto que A y X son espacios vectoriales
=(\d, \?) + (pd, po) aplicando la definicién de suma de pares
=\a,?)+ u(d, ) aplicando la definicién de escalar por par

7.
M) (@, Z) =((0)d, (A\)?) aplicando la definicién de escalar por par
:()\(ua’), )\(ME’)) puesto que A y X son espacios vectoriales
=\pd, p) aplicando la definicién de escalar por par
8.
(d,7)=(1d,17) aplicando la definicién de escalar por par
=(a,7) puesto que A y X son espacios vectoriales

Ejercicio 38. Hay que verificar que se cumplen las ocho propiedades de la Definicién 6.1:
Sean las funciones f: D —V, g:D—V, v h: D—V; ysean los escalares A y . Entonces

1.

[f +9l(Z) =f(2) + g(T) aplicando la definicién de suma de funciones
=g9(7) + f(@) puesto que V es un espacio vectorial
=g + f1(Z) aplicando la definicién de suma de funciones
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[f+ (g +h)](Z)=f(T) + [g+ (D) aplicando la definicién de suma de funciones
=f(Z) + (9(Z) + W(Z)) aplicando la definiciéon de suma de funciones
=(f(Z) +9(D)) + h(Z) puesto que V es un espacio vectorial
=[f + g)(Z) + h(T) aplicando la definicién de suma de funciones
=[(f +9) + h[(Z) aplicando la definicién de suma de funciones

3. Sea 0: X — V, entonces
Z—0
[f +0)(Z) =f(2)+0(7) aplicando la definicién de suma de funciones
=f(@)+ 0 pues 0(Z) = 0
=f(Z)
4. Sea —f: X =V , entonces
7 — —f(7)
[f+ (=NI@) =f@)+ (- f(D))) aplicando la definiciéon de suma de funciones
=0 puesto que en V se verifica que f(Z) + (— f(Z)) = 0
=0(?) pues 0(Z) = 0
o.

NS+ 9)(Z) =M([f + g)(2)) aplicando la definicién de funcién por escalar
=A(f(Z) +9(T)) aplicando la definicién de suma de funciones
=M (Z) 4+ A\g(D) puesto que V es un espacio vectorial
=M\ fI(Z) + [\g](T) aplicando la definicién de funcién por escalar
=[\f + \g](D) aplicando la definicién de suma de funciones

6.

[N+ ) f1(Z) =\ + p) f(T) aplicando la definiciéon de funcién por escalar
=Mf(2) + pf(T) puesto que V es un espacio vectorial
=[Af1(Z) + [pwf1(D) aplicando la definicién de funcién por escalar
=[\f+ pufl(2) aplicando la definicién de suma de funciones

7.
[N fI(Z) =\ - ) f(D) aplicando la definicién de funcién por escalar
:/\(u f (s_c’)) puesto que V es un espacio vectorial
=A([nf](Z)) aplicando la definicién de funcién por escalar
=ApH(Z) aplicando la definicién de funcién por escalar
8.
[1-f1(Z)=1-f(Z) aplicando la definicién de funcién por escalar
=f(7) puesto que V es un espacio vectorial
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Ejercicio 39(a) Tenemos que comprobar que la funcién [g + f]: D — W es lineal.

Dados @ e ¥ de D se verifica que
lg+A(F+Y) = 9(F+P)+F(T+Y) = 9(T)+9(F)+f(@D)+F (V) = 9(@)+f (@) +9(F)+f (V) = [9+F1(Z)+g+ (7).
Dados @ de D y a € R se verifica que

lg+ fl(a®) = g(a@) + f(aT) = ag(Z) + af (F) = a(g(T) + (7)) = alg + fI(T).

O
Ejercicio 39(b) Tenemos que comprobar que la funcién [a- f]: D — W es lineal.
Dados 7 e ¥ de D se verifica que
- fI(Z+7) = af(@+F) = a(f(F) + £(T)) = af (@) + af(F) = [a- [I(@) + [ [(T).
Dados 7 de D y v € R se verifica que
- fl(07) = af(vZ) = a(vf(@)) = v(af(T)) = vla- [I(T).
U

Ejercicio 40. Basta comprobar que cualquier combinacién de soluciones de Az = 0 es también solucién.

Sean x y y dos vectores de N’ (A), es decir, Az =0y Ay = 0, y sean b y ¢ dos niimeros reales; entonces
A(bx + cx) = Abz + Acy =bAx +cAy =b0+c0 =0 = (bx+cx) € N (A).

|

Ejercicio 41. Sea p = (p1,...,pr,) la lista de indices de las r columnas de K con pivote, y sea v la lista de

indices de las n — r columnas nulas, es decir, K},, = 0.

Que en Kz sean nulos los coeficientes correspondientes a las columnas no nulas significa que el subvector
(pjz) es 0. Asi, usando la Ecuacién 3.7 en la pdgina 38 deducimos que necesariamente

Ke = (Kjp) (pz) + (Kp) (=) = 0.
~—~— N~
0 0
Reciprocamente, supongamos que () # 0, es decir, que algin coeficiente es distinto de cero para alguna
columna no nula de K; y sea j el menor indice de p tal que jx # 0. Entonces, para todo h < j, el producto
(Kin)(nyz) = 0 (pues son nulos Ky, 6 ;). Por tanto, K& = (K;)x; + -+ (K, )z, Si i es la posicién de
pivote de K|; tendremos que i ((KU)mj +o 4 (K|n)xn) = (;K|j)r; # 0; pues todas las componentes a la
derecha del pivote ;K|; son nulas por estar K pre-escalonada. Consecuentemente Kz # 0.

|

Ejercicio 42(a)

Z(b+c) = z": <Z|k (bx + cx > = Y <(Z|k)bk + (Z|k)ck> En: (Zy)br + z": (Zy)ew = Zb + Ze.

k=1 k=1



Ejercicio 42(b) Z(\b) = (Zg) Mok =AY (Z)) bk = M(ZD).
k=1 k=1
0
Ejercicio 43(a)
Z(Be) =12 ( (B|k)ck> =3 (z(Bp)er) =3 ((2B) ), )ex = [ZBpii .1 2By, |e = (ZB)e.
k=1 k=1 k=1
0

Ejercicio 43(b) Puesto que Cj; es un vector de R?, aplicando las definiciones de producto de sistema por
matriz, y matriz por matriz junto con la proposicién anterior, tenemos:

(Z(BC))I. ~z(BC), =2(B(C))) ( (zB)(cy) = ((zB)C) . Vi={1,....n}.

j Prop. 9.1.3) |7

Ejercicio 44. Sea la lista de indices menores que i, y; = (h | h < z) y la lista de indices mayores que ¢,
Yo = (h | h > i), de manera que la lista de indices (1 : n) de 1 a n es la concatenacién de la lista 4, con
la lista de un solo elemento (i,) y la lista 4,; es decir, (1:n) = (v # (i,) #+3).

Por una parte, si Z; es combinacién lineal del resto de vectores de Z (los indice menor que i y los de
indice mayor que 1):
Zli = (Zl‘Yl)b + (Z|'Y2)c;

entonces restando Z|; de ambos lados (y recordando la Ecuacién 3.7 en la pagina 38) tenemos que
T = (Zp)b+ (Z4) (1) +(Zy)e = Za,
L —
-7y

donde a es la concatenacién de los vectores b, (—1,) y ¢, es decir a = b # (—1,) + c.

Por otra parte, si 0= Za, con a # 0, entonces existe un 4 tal que ;@ # 0, y por lo tanto
0 = Za = (Zp,) (via) + (Zj6) (@19) +(Zp,) (a1a)-
—_———
a12|1

Restando (Zl(i,)) ((i7)|a) de ambos lados tenemos que

-1
_aiZ“ = (Z|‘Y1)('Yl|a)+(Z|‘72)(72|a) == Z|1 = aii(zl('h%"h))((‘h%'h)'a)'

O

Ejercicio 45. Basta expresar la imagen de f7 con la notacién funcional (6.6) y comprobar que coincide con
la notacién matricial de la Definicién 9.2 de espacio engendrado por Z (9.1):

imagen(fz) = {U ev ‘ existe @ € R" tal que ¥ = Za} =L(Z)
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O

Ejercicio 46. Recordemos que b = fa(x) es equivalente a decir que (x,b) € fa (véase notacion funcional
en la Pagina 86). Asi pues, la imagen de fa es

imagen(fa) ={b | existe x tal que (z,b) € fa}
= {b | existe x € R" tal que b = fa(x) = Az} = C(A).

U
Ejercicio 47. Sean @, 7 € N (f), entonces dados o, 8 € R
f(a + B) = f(a?) + f(BW) = af(T) + Bf (@) = a0 + B0 = U.
Por tanto (¥ + @) € N (f).
O

Ejercicio 48. Hay que demostrar que la imagen es cerrada para las combinaciones lineales.

Sea f:V —>_1/V lirigal. Sabemos que la imagen de f es no vacia, pues al ser f lineal, su dominio V es
subespacio y f(0) = 0.

Sean T,y € imagen(f), entonces existen ¥, w € V tales que f(T) =7y f(W) = Y. Asi, dados o, B € R
f(a@ + @) = f(a?) + f(BW) = af (V) + Bf (W) = aT + BY € imagen(f).
O

—
z

Ejercicio 49. Supongamos que Z € imagen(g o f). Entonces tiene que existir 7 tal que (7,%) € f y
(¥,7) € g. Por tanto 7 € imagen(g).

]

Ejercicio 50. Por una parte sabemos que imagen(g o f) C imagen(g).

Por otra, puesto que imagen(g) = imagen(go f o f=1), aplicando la proposicién anterior tenemos que
imagen(g) = imagen([go f]o 1) Cimagen(go f).
U

Ejercicio 51. La funciéon f o fg es lineal y va de R™ a W. Por tanto existe un sistema Z de vectores de W
tal que f o fg = fz. Por tanto

F@) = £(B(T4)) = £(fa(F4)) = Fo fa(F)) = £2(F),) = 2(F),)-

Ejercicio 52.

[Libreria NACAL para Python]
A = Sistema([Vector([1, 0, 1, 0]), Vector([O, -1, 0, -11)1)

B Sistema([Vector([1, 1, 1, 1]1), Vector([1, 0O, 0, 01)1)
C = A.concatena(B) # concatenacion de A y B
Homogenea(C, 1)
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(1 0 1 1] (1 0 0 0] (1 0 0 0]
0 -1 10 0 -1 1 0 0 -1 0 0
10 1 0| (g [2 0 0 -1 . 1 0 0 -1
0 -1 1 0| (=nia [0 —1 1 0 [ (W23 [0 -1 0 0
1 0 00 I 0 -1 -1 T 0 -1 -1
0 1 00 01 0 0 0 1 1 0
0 0 10 00 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1| (00 0 1 | (00 0 1 |

De donde deducimos que las dos primeras componentes de la inica solucién especial nos dicen cémo combinar
los vectores del sistema A (es decir, que la diferencia de vectores de dicho sistema es una base de la intersec-
cién). Fijese también que las tltimas dos componentes de la tnica solucién especial nos dicen c6mo combinar
los vectores del sistema B (es decir, que el primer vector de dicho sistema es una base de la interseccién).
Comprobacién:

[Libreria NACAL para PythonJ

SubEspacio(A) & SubEspacio(B) # SubEspacio interseccion

} -1 1 0 0 0
veR | IpeR v= 1P = veR? -1 0 1 0]Jv=1{0
-1 0 0 1 0
1
O
Ejercicio 53(a) Sean 7,y € V, entonces
f(Z) = (2o, 1) con % €A, y B €B, talesque T =72, + B
F) = Yo %) con o €A e Yy €B, talesque ¥ = Yo+ U
Consecuentemente
aZ + BT = (aTe+BYa)+(aTh + BT).
€A eB
Y como, por la Proposicién 10.1.4, sabemos que dicha descomposicién es tinica, entonces sabemos que
f(aZ + BY) = (0T + BYu , aT+ BYp) aplicando f y dado que la descomposicién es tnica
= (aZy, ) + (BYa, BYs) aplicando la suma de productos cartesianos
= a(Zy, By) + B(Vas o) aplicando el producto por escalar del producto cartesiano
= af(T) + Bf ().
O

Ejercicio 53(b) La demostracién es como la anterior, pero considerando inicamente las primeras compo-
nentes de los productos cartesianos. Es decir: f4(a® + 8Y) = a@y + BYa = afa(Z) + Bfa(Y).

O

Ejercicio 53(c) Debemos demostrar que N (f4) = {7 € V| (V) = 6} = B.

Por una parte, sea © = T, + 2 con %, € Ay T € B; entonces
. = — — — = — = — —
siTeN(fa) = [@D)=fZ.+D)=0 = Z,=0 = T==5¢€B.
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Por otra parte, sea © € B, entonces f(Z) = f(ﬁ—&- 7) = 0 por tanto T € N (fa)-

Ejercicio 54. Sea p = (pl, e pT,) la lista de posiciones de los r pivotes de K
p= (h | h es la posicién de algin pivote de K),

donde no hay indices repetidos y los indices p; estan dispuestos de menor a mayor. Entonces la matriz 5 K
de orden r por n es de rango completo por filas. Para demostrar que sus filas son linealmente independientes
vamos a demostrar que si combinacién lineal de las filas es nula, x (p|K) = 0, entonces * = 0 € Rr.

Sea j la columna correspondiente al 4ltimo pivote (posicién r); como « - (p|K) = 0}, y como la tnica

I3
componente no nula de dicha columna es el pivote, la componente de  que multiplica al pivote tiene que

ser cero: x|, = 0.

Sea j la columna correspondiente al pendltimo pivote (posicién r — 1); como x - (pIK) = 0; y como las

¥
componentes de & con posicion mayor que r — 1 son nulas, la componente que multiplica al pivote tiene que
ser cero: x|,_1 = 0.

Sea j la columna correspondiente al pivote ante-pendltimo (posicién r — 2), entonces repitiendo el argu-
mento se deduce que x|,_o = 0. ...Y asi con todas las componentes de x, es decir, x|;, =0 para h =1 :r.

Para ver que cada fila sin pivote es combinacién lineal de las filas con pivote que la preceden, basta aplicar
la eliminacién “de arriba a abajo” sobre las filas de K para anular las componentes por debajo de los pivotes.
De esta manera las filas sin pivote quedan anuladas, es decir, son combinacién lineal de las filas con pivote®.

O

Ejercicio 55. Evidentemente 0 pertenece a A+, asi que el subconjunto A+ no es vacio.
Sean ¢, co € At ya,y € R. Entonces ¢;-a =0 y cy-a =0, paracualquier a € A. Consecuentemente
(ze1+ye2)-a=x(ci-a)+z(cz-a)=z-0+y-0=0.
y por tanto (zc; + yeo) € AL, Es decir, A es cerrado para las combinaciones lineales.

O

Ejercicio 56(a) * € B+ siysolosi -b=0 paracada b€ B; (ycomo A C B) en particular también
x-a =0 paracada a € A, es decir z € A*.

O

Ejercicio 56(b) Tenemos que demostrar la inclusién de estos subespacios en ambos sentidos.

Inclusion en un sentido: como A C E(A), por el apartado anterior sabemos que E(A)L c At

Inclusién en el otro sentido: Sabemos que x € AL si y solosi  -a = 0 para cada a € A. Sea
z € C(A), entonces existen ai,...ar € Ry ay...ar € A tales que z = aja; + -+ + aiai. Entonces

:B-z::c-(alal—i—---—i—akak):ala:-a1—|—~--+akw~ak:a10+-~-+ak0=0;eSdeCiriBEﬁ(A)J—.POI"

tanto | AL C E(A)J' .

O

4aplicar la eliminacién “de arriba a abajo” sobre las filas es equivalente a aplicar transformaciones elementales “de izquierda
a derecha” sobre el sistema de vectores [1| L,...om L] .
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Ejercicio 56(c) Sea a € AN A*; como a € A es perpendicular a todo vector en A, entonces @ -a =0 =
a=0.

O

Ejercicio 57. Supongamos que tanto A como B contienen al menos un vector no nulo. Entonces sea A
una matriz cuyas k columnas son vectores de A que forman una base de E(A) y sea B otra matriz cuyas p
columnas son vectores de B que forman una base de E(B). Entonces, para todo a € L'(A) existe un tinico
x € RF tal que a = Ax, y para todo b € £(B) existe un unico y € RP tal que b = By.

Veamos que |A L B = E(A) J_,C(B) .

ALB = A™B=0 = Paratodoa € L(A)ybeL(B) tenemos que a -b=xA"By =aly =0.

Veamos que E(A) 1 E(B) = A1l B|

£(A) L L:(B) = para todo a € C(A) ybe E(B), a-b=0.

En particular, también para todo a € Ay b € B.

Ahora veamos qué ocurre cuando alguno de los conjuntos es vacio (o solo contiene el vector cero). Como
A 1 B implica que todo vector en A es perpendicular a todo vector en B. Entonces A L B es falso solo
cuando existe algiin vector en a en A y algin vector b en B que no son perpendiculares (a - b # 0). Por lo
tanto, si se da el caso de que A es vacio (o {0}), tanto A como £(A) = {0} son ortogonales a cualquier otro
subconjunto de vectores (pues no existe tal par de vectores @ y b). Lo mismo ocurre si B es vacio (o {0}).

O

Ejercicio 58. Basta comprobar que todas las propiedades del producto punto (Pagina 2.1) también se
verifican si se divide el producto punto por n.

|
Ejercicio 59. Hay que demostrar que se verifican todos los axiomas:
= Simetria: <a, b> =aDb = b(DT)a = bDa = <b, a>, pues D es simétrica.
= Linealidad respecto al primer argumento:
1. {(ca), b) = (ea)Db = a(aDb) = afa, b).
2. ((a+b),c)=(a+bDc=aDc+bDc={a,c)+(b,c).
» Positivo: (a,a)=aDa =" aidjia; =Y | di;a? >0, yaqued; >0y a? >0.
» Definido: <a, a> = Zle diiaf =0, entonces a? =0 ya que d;; > 0, por tanto a = 0.
|
Ejercicio 60. El vector nulo: 0.
|
Ejercicio 61. El vector nulo: © = 0.
|
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Ejercicio 62. Si @ e ¥ son perpendiculares, entonces <

IZ+ VI =@ +7), @+ 7)) =T, @+ 7))+, (T +7)
=@ +7), T)+(T+7), )
=@, Z)+ (V. D)+ (T, V) +{¥, V)
(. B+ 2A(FT) T )
=(7,7) + 0 +(¥.¥) =ZI+I71°.
O
Ejercicio 63. Sean @ y i vectores de V y sea el producto escalar <7, 7>: YV xV — R. Veamos que siempre
S ELE

se verifica que |(7,
Caso trivial: @ y ¥ son linealmente dependientes
En tal caso, o bien ¥ = 0 o bien existe & € R tal que a@ = 7. Si ocurre lo primero (Z,7)=0y
IZ]||| 71| = 0. Si ocurre lo segundo

T, D) =T, @) = ol ZI| =1 Z I Z] =IZ 7]

Caso no trivial: @ y ¥ son linealmente independientes

En tal caso existe un vector % ortogonal a 2 tal que L(Z, ﬁ) = L(7,¥). Dicho vector lo construimos
de la forma h = ¥ + a7, con lo que garantizamos que L(7, h) = L(¥, %) e imponemos que

0=(Z, ) =(Z. T+aB) = (T, ) +a(T, 7),

L~

-
x bl

SRS
~—"

con lo que a = —

]
o
E

§

—
>
> T

Figura A.1: Representacién esquemética donde T es combinacién lineal de 7 y ¥ v perpendicular a 7.

Por tanto tendremos que
172 = (7. 7) = (% —aZ, } —aT) =

= |RIP+eZI? > oPIZ)? =

—  —\2 —> — . . - - = =>
de donde <a:, y> <||Z|I?||7]|? y por consiguiente |<a:, y>| <[IZNZI-
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Ejercicio 64.

IZ+ 7 =(F+7), (T+¥)=(F, ) +2(T, 7)) +(V. V)
=I1Z]* +2((Z, ¥)+I7I?
<[IZI* + 20 Z M FI+17 1 puesto que [(Z, )| <[ 7|7
= (IZ[+171)*

Consecuentemente ||Z + 7| <||Z[|+|| V|-

|
Ejercicio 65. Evidentemente 0 pertenece a AL, asi que el subconjunto A+ no es vacio.
Sean ¢i, ¢ € At y z,y € R. Entonces (¢, d) =0 y (&, @) = 0, para cualquier @ € A
Consecuentemente
<(mE’1 +y3), ZL’> =;10(<E’17 ZL’>) —|—x(<6'2, ZL’>) =z-0+y-0=0.
y por tanto (¢ +yT2) € AL, Es decir, A+ es cerrado para las combinaciones lineales.
a

Ejercicio 66(a) ¥ € B+ siy solosi (@, F) = 0 para cada b e B; (y como A C B) en particular
también (7, b) =0 para cada @ € A, es decir T € A*.

]

Ejercicio 66(b) Tenemos que demostrar la inclusién de estos subespacios en ambos sentidos.

c AL\

Inclusion en un sentido: como A C E(A), por el apartado anterior sabemos que ,C(A)

Inclusion en el otro sentido: Sabemos que T € At siy solosi (Z, @) =0 para cada @ € A. Sea
Z € L(A), entonces existen aq,...ap € Ry @ ...d € A tales que Z = aydy + -+ + aj d. Entonces
—

- -

<x,?> = <§:’, (a131+---+ak8k)> = a1<x, a1> —|—~-~+ak<§‘), E’k> = 10+ -+ + a0 = 0; es decir
T

€ £(A)L. Por tanto | AL ll(A)L .

|
Ejercicio 66(c) Sea @ € AN A*; como @ € A es perpendicular a todo vector en A+, entonces (@, @) =
0=a=0.

O
Ejercicio 67. (1—P)T = IT—PT = | —P.

|
Ejercicio 68. (1—P)2 = (I—=P)(I—P) = —-P—P+P?> — |—.P—P+P — | —P.

|

Ejercicio 69(a) Por una parte C (P) ccC (A), pues para todo z € C (P)
existe y € R™ tal que z — Py = A(ATA) 'ATy = AZ € C(A), donde # = (ATA) 'ATy,
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y por otra C (A) ccC (P), pues para todo z € C (A)

existex e R": z=Ax=A (ATA)_lATA x=PAx =Pz e(C (P), donde z = Ax.
—_———
I

Ejercicio 69(b) Por una parte C (M) cN (AT), pues para todo z € C (M) existe y € R™ tal que
z=My=(1-P)y=y — Py EC(A)J‘:N(AT)

por ser Py la proyeccién ortogonal sobre C (A). Por otra parte N (AT) C C (M), pues para todoy € N (AT)
sabemos que y 1 C (A)7 y por tanto Py =0. Asi pues

y=y+0=y+Py=(1+P)y=My = yecC(M).

|

Ejercicio 70. Puesto que A = ATz = Ax, tenemos que <ac, Ay> =xAy = <:BA7 y> = <Aw , y>
|

Ejercicio 71(a) Por ser autoadjunta e idempotente: {f(@), f(@)) = (f(f(X)), @) = (f(¥), ©).
O

Ejercicio 71(b) Para la demostracién usaremos el resultado del anterior apartado (a). Es sencillo pero
pesado.

Por una parte tenemos que demostrar que f(¥ + U) = f(¥) + f(¥), y lo haremos demostrando que la
diferencia es 0, pues su norma es cero, es decir, ||f(¥ + ) — f(T) — f(V)||? =
1@ +T) = f(@) = FDN? =(f(@ +T) = f(@) = f(F), f(T+7) — f(d) - f(T))
=(f(@+¥), f(d + 7)) = (f(@ +7), f(@) = (f(@ +7), f(V))
— (@), f(Z+ D))+ (f(&), f(@)) + (f(d), f(T))
— <f(1_f), fd + U)> + <f(?), f(i_[)> + <f(5’) , f(@’)> (desarrollando)
=(f(@+7), 0+ 7)-(f(T+7), d)-(f(T+7), V)
—(f(@), v+ T)+{f(T), W)+ (f(@), V)
—(f(V), T+ 7)) +(f(F), @)+ {f(V), T) (por (a))
=(f(@+ V), DY+ {(f(T+70), D)= (f(T+ D), %) - (f(T+ ), V)
(), )~ (), )+ (PG, )+ (), 7)
—(f(@), @)= (f(V), V) + (f(¥), &)+ (f(V), ¥) (desarrollando)

I
o

(cancelando términos).
Y por otra, tenemos que demostrar que f(aw) = af(W); y seguiremos una estrategia similar, es decir,
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demostraremos que ||f(a®@) — af(@)|* = 0.
1f (@) — af ()| =(f(a) = af (@), fatl) - af(i))
=(f(a®), f(a®)) = (f(a), af (X)) — (af (D), f(a®)) + (af(T), af())
=(f(a®), o) = (f(a¥), af (X)) — (af(¥), f(a®)) + (af(T), af(X)) (por (a))
=a(f (o), ) F(D) = a{f (@), f(ai)) +*(F(T), [(@))
o®(

/\QI\
i .

)
sy 8 8
s v@l SR

S~ S S
Ql ~
T~
~
Q

T) —a(f(4), a®) + o*(f(7), T) (por (a))
=a(f(a®), — o f(o ),17>—0¢2<f(17),17>+a2<f(ﬂ’),ﬂ’>
=0 (cancelando términos).

O
Ejercicio 72. Sea P, la proyeccién de ¥ sobre H y tomemos un vector U cualquiera de H. Veamos que §
estd mas lejos de U que de su proyeccién ortogonal p,.

Como U y Py, estdn en H, su diferencia (P, — Z) estd en H (pues H es subespacio) y es ortogonal a
(¥ — Py) (por ser py, la proyeccién ortogonal sobre H). Y como la suma de ambos vectores perpendiculares
es (¥ —1y) +(By— @)= (¥ — @), por el Teorema de Pitdgoras concluimos que

17 =21 =¥ = B I*+I7, — ZI* 2117 — B, [1*

Por tanto, | || — Z|| >||¥ — Byl ‘para todo 7 € H.
(|
Ejercicio 73(a) Puesto que como Py = yP (por ser P simétrica):
(y—Py)A = (y —yP)A = yA —yA(ATA) 'ATA = yA — yA = 0.
]
Ejercicio 73(b) Si y = Ax para algin @ € R™:
fo(y) =Py =PAz = A(ATA) 'ATAz = Az — y;
O
Ejercicio 73(c) Si ATy = 0, entonces
fe(y) =Py = A(ATA) 'ATy = A(ATA) "0 = 0.
(]

Ejercicio 73(d) Como C (A) es el complemento ortogonal de N (AT), demostrar que para todo y € R™ la
diferencia (y — fm(y)) es perpendicular a V' (AT) es lo mismo que demostrar que dicha diferencia pertenece
aC (A); asi

y—Imy)=y—(y—fe(y) =fe(y) €C(A).
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Ejercicio 73(e) Por una parte, fm acttia como la funcién identidad con todo y € N (AT), pues en tal caso
fe(y) =0, y por tanto:

my)=y—-fely)=y-0=y.

Por otra parte, fy acttia como la funcién nula con todo y € C (A)7 pues en tal caso fp(y) =y, y por tanto:

my)=y—fely)=y—-y=0.

Ejercicio 74(a) Debemos demostrar que cada uno de los conjuntos esté contenido en el otro.

N (A) cCN (ATA) :SizeN (A) entonces Az = 0. Multiplicando ambos lados de la igualdad por AT
tenemos ATAz = ATO = 0; y por tanto z € N (ATA).

N (ATA) cN (A) :SizeN (ATA) entonces ATAz = 0. Multiplicando por « tenemos que tATAx =

x -0 = 0. Por tanto Az tiene norma cero, ya que xATAz = (Azx) - (Azx) =|/Az||?. Como el tinico vector de
norma cero es 0, tenemos que Az = 0; es decir, z €¢ N (A)

O

Ejercicio 74(b) Como ATA y A tienen n columnas e idéntico espacio nulo N(ATA) =N (A), ambas
matrices tienen el mismo rango: k = n — dim N/ (A)

O

Ejercicio 74(c) Sea A de rango k. El sistema (ATA)x = ATb tiene solucién si el rango de la matriz de
coeficientes ATA es igual que el rango de la matriz ampliada [ATA ’ATb} ; es decir, si ATb es combinacién
lineal de las columnas de ATA. Vedmoslo:

Como al anadir una columna a una matriz, el rango (el niimero de pivotes) no puede disminuir, sabemos

que rg([ATA |ATb] ) >rg (ATA) =rg (A) =k (por el Corolario 12.3.4).

Por otra parte, [ATA |ATb] = AT [A ‘b] es el producto de AT por la matriz ampliada [A ’b] , y por la
Proposicién 5.2.6 en la pégina 71 sabemos que rg (AT[A ‘b] ) <rg(AT) =rg(A) =k.

Asi, como por una parte rg ([ATA |ATb] ) > k y por la otra rg ([ATA |ATb] ) < k, se deduce que
g ([ATA |ATb] ) = k; que es el rango de la matriz de coeficientes ATA del sistema ATAxz = ATb, y por
tanto el sistema siempre tiene solucién, es decir, para todo b € R™ y toda A se verifica que ATb € C (ATA).

mXmn

|

Ejercicio 75. El vector cero 0 de R" es miltiplo de cualquier otro vector « de R”, pues 0 =0 - x; y por
tanto, por la propiedad P-3 el determinante de A es cero:

det[A|1;... 0;... A|n;] :det[A“;... Ox;. .. A|n;] :0-det[A|1;... x;... A|n;] =0
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Ejercicio 76(a) Como A, . = A(I.,.l.._.,.k) =A(l .

det (Ar,.r ) =IA(1,,)

=|A(15)
A1) (L ) ]I
=[A[ Vg -0 ]
O
Ejercicio 76(b)
Bl =det (1pr, ) =N 11 .
y como los determinantes de las matrices elementales son distintos de cero, necesariamente |B| # 0.
O
Ejercicio 76(c) Si B es de rango completo entonces B =1, . . Asf
det(AB) = det (Al,l...,k) = det (A TI.A.Tk) = |A|- (||,1|--.\|,k\) —|A|-|B].
O

Ejercicio 77. Un intercambio de columnas es una sucesién de transformaciones elementales Tipo I y una
tnica transformacion elemental de Tipo II que multiplica por —1 una columna (EJERCICIO 29 en la pagi-
na 47).

|
Ejercicio 78(a) Puesto que ambas son matrices elementales del mismo tipo, det (I .,.) = det (.,,I).
a
Ejercicio 78(b) Puesto que B = I Ty, = (I .,1) e (I Tk)7 su determinante es el producto de los determi-
nantes det (I r,.)
k
B| =det (1,,)---det (I, ) =]]det(1,).
i=1
Pero también sabemos que BT = - = (.,.kl) e (Tll), por lo que su determinante es
k k
BT = J]det (1) = [Jdet(1,) = [BI.
i=1 i=1
|

Ejercicio 79(a) Como la matriz de orden n es de rango completo, los n elementos de la diagonal principal
son pivotes (i.e., distintos de cero).

L= ) donde *; son nimeros distintos de cero.
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Como sabemos que |L| = , vamos a realizar una secuencia de transformaciones elementales sobre las

1
n primeras columnas esta ultima matriz, pero aplicaremos tranformaciones elementales sobre la ultima fila
para mantener constante el valor del determinante:

Primero dividimos cada una de las n primeras columnas por su correspondiente pivote *; (j = 1 : n)
para normalizar dichos pivotes al valor 1 (asi que multiplicamos la tltima fila por cada uno de los n primeros
pivotes para compensar dichas transformaciones Tipo II y mantener constante el valor de el determinante).
De esta manera logramos una matriz en la que todos los pivotes (salvo en de la tltima columna) son 1.
Después aplicamos la eliminacién de derecha a izquierda para anular todo lo que queda a la izquierda de los
pivotes (como las transformaciones empleadas en este segundo paso son de tipo I, ahora basta con multiplicar
la dltima fila por 1).

r

o ()1 71 1

*9 KL)H] 1 e 1
) . *n ) . . (de Tipo I) )
- @] | ... (1) @) g
‘ 1 [(*71)<n+1)] ‘ R D REEE . 1 v kg s kg,

De esta manera hemos obtenido una matriz como la identidad salvo por su iltima columna, que esta multipli-
cada por el producto de los pivotes de L. Asi pues, el determinante de esta tltima matriz es igual al producto
de los pivotes L, y como en todo momento hemos mantenido el valor del determinante, con cluimos que el
determinante de una matriz es triangular inferior de rango completo es igual al producto de sus pivotes; es
decir, al producto de los elementos de la diagonal.

det(L) = producto de los elementos de la diagonal
(|

Ejercicio 79(b) Una matriz de orden n y triangular solo puede ser de rango completo si los n elementos de la
diagonal son distintos de cero. Asi, si hay algin cero en su diagonal, la matriz es singular. Consecuentemente
su determinante es cero, es decir, es igual al producto de los elementos de la diagonal (donde uno de ellos es
cero).

([l
Ejercicio 79(c)
det(U) = det (UT) = producto de los elementos de la diagonal
por ser UT triangular inferior.
(Il
C . A A I A | B
Ejercicio 80(a) Puesto que [ B] = { I] [ B} entonces B‘ = ‘ I‘ . ’ B' = ’A| . |B|
([l
Ejercicio 80(b) Puesto que
A ] [A I
C B| |C I B
y puesto que mediante una sucesién 7, ... 7, de transformaciones elementales Tipo I es posible la transfor-
., A TheTe |A . _ A X
macion {C I] E— [ J tenemos que C 1 —‘ I ; ¥ por tanto
A A | A |
S AL
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Ejercicio 81. Desarrollando por la segunda columna tenemos

5 2 4 2 3 2 2 3 2 2 3 2
detA = —0|3 1 2{+ |3 1 2/ —-0/5 2 4 +35 2 4 = 0+17-0+3x4 = 29
5 2 1 5 2 1 5 2 1 3 1 2
(Il
Ejercicio 82.
a b c
d e f:—b‘d {+e“ Zc.—hg ;
g b g g
= —b(—fg+id) + e(—cg +ia) — h(—cd + fa)
=bfg — bdi — ecq + eia + hed — hfa desarrollando términos
=a(ei — hf) — d(bi — he) + g(bf — ec) reordenando
=aei + bfg + dhc — gec — dbi — hfa reordenando.
(esta férmula se denomina regla de Sarrus)
O

Ejercicio 83. Sea A un autovalor de A y sean « y y dos autovectores correspondientes al autovalor A, es
decir, tales que Ax = A x y Ay = \y; entonces

A(aa: + by) = aAx + DAy = \ax + \by = )\(aac + by).

Ejercicio 84. Extendemos el sistema [g| hasta formar una base ortogonal de R"

l[q] — [a; z15- .. Z2@m-1); |5

y luego colocamos g en la ultima posicién y normalizamos todos los vectores; obteniendo la siguiente base
ortonormal de R™:

1 1
) (2 @
[nzu [ R
O
10 0
1 cuandoi=j 01 ... 0
0 0 1
O
-1
Ejercicio 86(a) (QR)T ~R"(Q") =R'(Q") = (QR) .
O
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Ejercicio 86(b) (Q'lAQ)T —Q'A(Q) =Q"A(Q")" = Q'AQ.
O
Ejercicio 87. Si Q'AQ =D es diagonal, entonces A = QDQT. Por tanto, AT = (QDQT)T =QDQT =A.
O

Ejercicio 88(a) Si A es definida positiva, entonces para cualquier € R™ no nulo se verifica que Az > 0.
En particular, si  es la columna j-ésima de la matriz identidad, tenemos

VAL = A > 0.

([l
Ejercicio 88(b) z(A+B)x = (zA+ zB)xz = zAz + Bz > 0; (suma de dos niimeros positivos).

O
Ejercicio 89. A es invertible y, como es simétrica, es ortogonalmente diagonalizable A = QDQ™' =
QDQT; asi

-1

A—1 _ (QDQ'l)_l _ (Q—l) D-1Q-1 _ QD'lQT;

y como los autovalores de A son positivos, sus inversos (los autovalores de A! que se encuentran en la
diagonal de D™') también lo son.

O

Ejercicio 90(a) Sea z € R tal que z2XTAXz = (Xz)A (Xz) < 0; entonces necesariamente Xz = 0 (pues

A es definida positiva), y como X es de rango completo por columnas, necesariamente z = 0.

O
Ejercicio 90(b) Sea X = ||a, donde los elementos del vector a son ntimeros enteros tales que 1 < ay <
ag < -+ < ag < nj; entonces, por la proposicién anterior, XTAX = 4|A|q es definida positiva.

O

Ejercicio 90(c) Comencemos con el resultado propuesto como pista. Consideremos la submatriz principal

Qii Qij
@il = [aij _J} 7

que es simétrica, pues A también lo es. Ademdas, como A es definida positiva, esta submatriz también: asi

; e e — 2 2
que su determinante es positivo; es decir: aiiGjj — aj; > 0. Por tanto Q355 > ag; |

Ahora supongamos erréneamente que a;; (con i # j) es la componente méas grande en valor absoluto, en
particular \aij| > ai Yy |aij| > a;j;; consecuentemente a?j > aza5;. Pero esto es imposible, pues contradice
el resultado del recuadro de arriba.

O

Ejercicio 91. La demostracién es analoga a la del EJERCICIO a.
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Ejercicio 92. Sea K = A,.l...,.k la matriz pre-escalonada de A obtenida por eliminacién de izquierda

-1 . . o o
a derecha; entonces U = (I .,.1_4,.,.k) es triangular superior unitaria. Como todos los menores principales
superiores de A son de rango completo, por la proposicién anterior sabemos que A = KU es la factorizacién
LU y que todas las componentes de la diagonal de K son pivotes.

Sea D la matriz diagonal con los pivotes de K, es decir, tal que ;D|; = ;K|;. Puesto que la diagonal de

K no tiene ceros, la matriz D es invertible y por tanto la matriz L = K (D_l) es triangular inferior unitaria.
Asi, A=KU=K(D')DU =LDU.

La unicidad de esta factorizacién proviene de la unicidad de la factorizaciéon LU del teorema anterior.

O

Ejercicio 93. Sea K = A, ... la matriz pre-escalonada de A obtenida por eliminacién de izquierda a

derecha; entonces U = (I .,.1_.4,.k)_1 es triangular superior unitaria. Sea D diagonal tal que ;D|; = ;K|;,

entonces L = K (D_l) es triangular inferior unitaria. Como todos los menores principales superiores de A son
de rango completo, por la proposiciéon anterior sabemos que A = LDU es la factorizacién LDU.

Consideremos la matriz
(UH)'AUt= (U)K = (UT)"LD;
[

simétrica triangular inferior

que por ser simultdneamente simétrica y triangular, es diagonal. Como D es diagonal, (UT)_IL lo es, pero

ademads es triangular inferior unitaria. Por tanto, (UT)_lL =1, lo que implica que L = UT.
|
Ejercicio 94.
Linealidad respecto al primer argumento:
1. <aaz , y>A =axAy = a<a: , y>A.
2. ((z+y), z>A =(z +y)Az =xAz +yAz = (x, z>A +(y, z>A.
Por ser A simétrica:
Simetria: <a; , y>A =xAy = a:(AT)y =yAx = <y, a:>A.
Por ser A definida positiva:
Positivo: <:c , a:>A =xAx >0
Definido: <a: , m>A =xzAx =0 < = =0.
|

Ejercicio 95. Sea P la matriz proyeccién correspondiente a la proyeccion ortogonal sobre E([l]) y, con-

secuentemente, sea (I — P) la matriz proyeccién correspondiente a la proyeccién ortogonal sobre £([1]) ;
entonces, puesto que P1 =1 y que (I — P)1 = 0, tenemos que

» La media de (y 4 1a) es el valor por el que hay que multiplicar 1 para lograr el vector constante mds
prézimo a (y + 1a); es decir,

Py +1a) =Py +Pla=1py +1la= (uy +a)l = pyi1a) = Hy + 0.
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» La desviacién tipica de (y + 1a) es la longitud de la proyeccién ortogonal
(I-P)y+1la)=(1-P)y+(1-P)la=(1-Ply =y -y,

que es la componente de y ortogonal a 1, cuya longitud hemos denominado o, .

Ejercicio 96(a) Sea y un vector de R™, entonces: py, =0 < L (y-1)=0 < yl1.
([l

Ejercicio 96(b) Sea x tal que p1, = 0; y sea P la matriz proyeccién correspondiente a la proyeccién ortogonal
sobre £([1]) y, consecuentemente, sea (I —P) la matriz proyeccién correspondiente a la proyeccion ortogonal

sobre L( [1])J'; entonces, puesto que x es perpendicular a 1 tenemos que Px =0 y que (I — P)x = x; asi

» La media de (y + x) es el valor por el que hay que multiplicar 1 para lograr el vector constante mds
proxzimo a (y + ), es decir,

Ply+z)=Py+Pz=1uy +0=1py = fiy1a)= ly-

» La desviacion tipica de (y 4+ @) es la longitud de la proyeccién ortogonal
(I-P)y+z)=(1-Ply+(I-P)z=(y—y)+=z,

que es un vector distinto del vector (y — y) siempre que x # 0. Consecuentemente la longitud del
vector (y — Y + x) es en general distinta de oy.

(Fijese que si x = —2(y — ) entonces (y —y +x) = —(y — y) y por tanto, en este caso particular la
desviacion tipica tampoco habria cambiado: oy = 0y4a).

(]
Ejercicio 97.
z-(x—al)=(z-x)—ay-1=(z-x).
~—
0
O
Ejercicio 98.
1 _ 1 1 _ 1 1 1
Oy = —x-(Yy-y) = —zy-——xyY = —x-y——x luy = —T Y—pUziy.
m m m m m m
(|

Ejercicio 99. En este caso las ecuaciones normales %XTX5 = %nXTy se reducen a una tunica ecuacion

)" A =~

m m

[1]Ty,

donde B3 es un vector de R! (vector con una sola componente). Puesto que

ST ==y Ty = (5w = ()

sustituyendo tenemos que: 3 = (uy,); y consecuentemente Y = X,@ = [1](;@,) = 1luy = V.
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Ejercicio 100. Puesto que la matriz de regresores es X = [1 :c}

son
BRIEIOE
1 2 3 1 3 b

es decir

que resolvemos por eliminacién

3 6] -5 7 =2ty [3 0] 0 .

_ 3)3 _ 2)3
? 104 11 [([5()1)—&-]3] ? _22 73 [([3()2)4-]3]
0 1] 0 0 1|0
0 0] 1 0 03

Es decir, la ordenada en el origen es a = % y la pendiente b=

Por otra parte y = X (%)

o|Zwlool~

260

OO =IO W

1
5

1
. Por tanto (y —y)= (2| —
2

O

1 1
1 2 |, las ecuaciones normales
1 3
1
()
2
0 3 010
0 T 6 2 |0
| - 1y3
4 M I -2 ﬁ?
13 0 1 ]5
6 0 0|1
7 _1
SY_ [
i 1
6 6
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Glosario

C

combinacién lineal de los vectores de Z (Za).
complemento ortogonal del subespacio A (A™1).
concatenacion de los sistemas Y y Z (Y # Z).

conjunto de matrices de orden m x n R"™*",

conjunto de numeros complejos (C).

conjunto de numeros reales (R).

conjunto de sistemas de n nimeros reales (vectores) R".
conjunto ortogonal al conjunto A (A'1).

E

espacio columna de A (C (A)).
espacio nulo de A (N (A)).
espacios vectoriales (C, N, X, V, W).

M

matrices particionadas (A, B, C).
matriz (R™*™) (A, B, C).
elemental (I .).
TipoI (I , ).
[(A)i+]
Tipo IT (I , ).
[(@)i]
escalonada reducida (por columnas) (R).
identidad (I).
intercambio (I , ).
[p=4q]

invertible, de rango completo, o no singular (I T ).

k

inversa (de A) (A™).
nula (0).
permutacién (I, ).

(0]
pre-escalonada (K).
rango de A (rg(A)).
transpuesta (AT; transpuesta de A).
triangular inferior (L).
triangular superior (U).

0)

operador concatenaciéon de listas o sistemas (#).
operador selector de componentes (] ).
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por la derecha selecciona el elemento iésimo de un sistema (|z).
por la izquierda selecciona el elemento iésimo de un vector o la fila ¢ésima de una matriz (7).
operador transposicién (7).

P
producto punto (producto escalar usual en R") (a - b).

S

Sistema de ecuaciones lineales (Az = b).

sistemas de vectores de un subespacio genérico V (A, B,.. X, VY, Z).
subespacio engendrado por un sistema Z (£ (Z))

suma directa de los subespacios Ay B (A® B).

T

transformacién elemental (7).
de las columnas de A (A ).

elemental Tipo I; suma )\ veces el vector iésimo al vector jésimo ( T )
[(\)i-+3]
elemental Tipo II; multiplica por « el vector ¢ésimo vector ( T )
[(a)d]
intercambio entre los vectores iésimo y jésimo ( T )
[i=7]
inversa de 7 (771).

permutaciéon de vectores ( T )
]

Vv

vectores de R" (a, b, c,).
columna jésima de A (A|;).
combinacién lineal de las columas de A (Ab).
combinacién lineal de las filas de A (aB).
fila iésima de A (;A).
nulo (0).
vectores de un espacio vectorial genérico V (7, ¥, 7).
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Simbolos

conjuntos

{X, Y, X,...} conjunto.

C conjunto de numeros complejos.

R conjunto de numeros reales.

R™*™  conjunto de matrices de orden m x n.

R™ conjunto de sistemas de n nimeros reales (vectores).

espacios y subespacios vectoriales

C (A) espacio columna de A.

A+ complemento ortogonal del subespacio A.
AL conjunto ortogonal al conjunto A.

C, N, X, V, W espacios vectoriales.

N (A) espacio nulo de A.

E(Z) subespacio engendrado por un sistema Z.
A @ B suma directa de los subespacios A y B.

matrices

abc...|cona,b, cecR™; matriz de R™*",

A, B, C matriz (R™*").
R matriz escalonada reducida (por columnas).
A™! inversa (de A).
|, matriz elemental.

I .  matriz elemental Tipo I.
[(A)i+3]
I ., matriz elemental Tipo II.
()il

I matriz identidad.

I . matriz intercambio.

[p=gq]

| 7, Matriz invertible, de rango completo, o no singular.
0 matriz nula.

| - matriz permutacion.

[l

AT transpuesta de A.

K matriz pre-escalonada.
rg (A) rango de A.

L triangular inferior.

U triangular superior.

matrices particionadas

A, B, C matrices particionadas.
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operaciones
a -b producto punto (producto escalar usual en R™).
operadores

# operador concatenacion de listas o sistemas.
T operador transposicion.
| operador selector de componentes.

i| por la izquierda.

|i por la derecha.

Sistema de ecuaciones lineales
Axz = b Sistema de ecuaciones lineales.
sistema de vectores de un espacio vectorial generico

Y # Z concatenacion de los sistemas Y y Z.
A, B,... X, Y, Z sistemas de vectores de un subespacio genérico V.

sistemas genéricos
[X; Y. Z;... ;] sistema.

trasnformaciones elementales (o sucesiones de transformaciones elementales)

771 inversa de T.

T transformacion elemental.
T intercambio entre los vectores ¢ésimo y jésimo.
[i=3]
7 permutaciéon de vectores.
(0]
A, de las columnas de A.

T elemental Tipo II; multiplica por « el vector #2ésimo vector.
[(@)d]
T elemental Tipo I; suma A\ veces el vector ¢ésimo al vector jésimo.
[(N)i+3]

vectores

—>

Z, 3, 2, vectores de un espacio vectorial genérico V.
a, b, c, vectores de R".
A|; vector columna jésima de A.
Ab vector combinacion lineal de las columas de A.
aB vector combinacion lineal de las filas de A.
JA vector fila i¢sima de A.
(a, b, ¢,...,) vector de R™; con a,b,c,... € R.
0 vector nulo.
Za vector combinacién lineal de los vectores de Z.
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