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Matrices

1.1 Operaciones basicas

Recordemos que la entrada ij de la matriz A es (A);; y quelafila i es A(; ylacolumna j es AW, Usamos
la notacién A, = Auxn-

1) Si A y B son matrices del mismo orden, en-  4) (AT);; = (A);i
tonces (A + B)i]' = <A>1] + <B>,‘]'

s {3 3 12
2) (wA)ij = a(A);

1
k 6) 1, =
3) (AuxkBrxm)ij = Z(A)ik<B>kj :
= 1 nXx1
1.2 Propiedades de la suma y el producto
1) Paraa,f € R y A,B,C € M, xu, se cumple:
i) A+B=B+A f) «(A+B)=aA+aB
b) (A+B)+C=A+(B+0C) g) (a+B)A=aA+BA
) A+ 0uxn=0mxn+t A=A l’l) I"=1
d) A+ (—A)=(—A) + A =0pxn i) (2A)T =aAT
e) a(BA) = (ap)A j) (A+B)T = AT + BT

2) Paraa € R,A,B € Myyxn,C € Myuxp, D € Mpxs, F € My se cumple:

a) F(A+B)=FA+FB f) (AC)T = CcTAT
b) (A+B)C=AC+BC
¢) I,A=A=AI,

d) A(aC) = (#A)C = a(AC) 1) Aluxp = Omxp
e) (ATHYT=A i) (AC)D = A(CD)

g) Or><mA = 0r><n
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1.3 Ejercicios
Operaciones basicas

1 23

@131 Si A= 2 3 4 |, calcule Alj;
| -1 0 4
(1

@132 Si X= |0 |, calcule XXT y XTX
'3
1 2 3 X

@133 Si A= 2 3 4 |,calcule A | y
| -1 0 4 z
1 2

@134 SiA=| 2 3|, calcule AAT — (31)?
-1 0

1 -1
@ 1.3.5 SeaA—{_1 1 }

1) Determine alguna matriz Byx, # 0 tal que AB =0
2) Determine alguna matriz Cyx» tal que AC #0

3) Determine alguna matriz D%, # 0 tal que AD = DA

@1.36 Sea X =[x y}yA:[l 2}CalculeXAXT

2 3

@ 1.3.7 Determine una matriz Ay, tal que

d

ax? +bxy +cy* +dx+ey+f=[x y}A{;}—I—[x y]{e

|+

i sii>]
0 si i<j

josi i<j

@1.3.8 Sea Azx3 definida por (A);; = { 0 si i>]

y B3zx3 definida por <B>ij _ {

Determine explicitamente A y B y realice el producto AB

o i+j si i>]
@1.3.9 Sea Asx3 definida por (A);j = (—1)""/ y Bzxs definida por (B);j = 0 si i=j
i—j si i<j

Determine explicitamente A y B y realice el producto AB
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@ 1.3.10 Muestre que para realizar el producto A, xBkx:, Se deben hacer nkm multiplicacio-
nes.

@ 1.3.11 Considere los productos equivalentes Azxa(Bax2C2x5) vV (AzxaBax2)Caxs. ¢(Cudl es
la escogencia de paréntesis 6ptima?, es decir, ;En cudl producto, A(BC) o (AB)C, se deben hacer
menos multiplicaciones?

Demostraciones “entrada por entrada”

@ 1.3.12 En esta lista, no debe asumir las propiedades de matrices enunciadas mds arriba pero
si las operaciones basicas!. Muestre, “entrada por entrada” que

1) (xA)T =aAT

2) I,A, = A,

3) (AuB,Cy)T =CTBTAT

4) (A,'B,)T =B,TA,

5) (AgBuCn)" = Cu' By Ay

6) siA € Mpyy B My, yCe Mgy, entonces A(B — 2¢T)T = ABT —2AC
7) siA € Myxp, BE Mg,y C € M,y entonces (2BT — C)TA —=2BA-CTA

@ 1.3.13 Sean Ay B matrices de tamafio p X g, y sea C alguna matriz de tamafio p x m. Demues-
tre, entrada por entrada, que A'C + B"C= (A + B)' C

@ 1.3.14 Si A, B € M, xn(R) demuestre, entrada por entrada, que
T 2
(4 o (7

@ 1.3.15 Muestre, “entrada por entrada” que

1) si A, es triangular inferior (es decir, (A),-]- =0 sii<j)ysi By es triangular inferior, enton-
ces AB es triangular inferior
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2) si A, es triangular superior (es decir, (A) ij=0sii>j)ysi B, es triangular superior, en-
tonces AB es triangular superior

3) si By, estd definida por (B);j =0 si i # j y las entradas (B);; # 0 y todas distintos (B es una
matriz “diagonal”), entonces en general A,,B;, # B;;Ay. (Qué propiedad deberia tener A
para que conmute con B?

4) si A, tiene la fila i llena de ceros (una “fila nula”) entonces AB,, también tiene al menos
una fila nula.

1
5) E(A" + AT es simétrica (es decir, que la entrada ij es igual a la entrada ji)

@1.3.16 Seana € R, A,0€ Mxy (R)y B € Mpym (R), con 0 matriz nula. Demuestre, entrada
T
por entrada, que ((ocA + O)TB> = (BTA)

Calculos usando propiedades de matrices

@ 1.3.17 Use solo algebra de matrices para simplificar las siguientes expresiones

1) (ABH)T

2) (A+BTA)T + AT

3) [AT(B+CT))T

4) [(AB)" +O)T

5) [(A+AT)(A-AD)"
@ 1.3.18 Si AB = BA, desarrolle (A + B)(A — B)
@ 1.3.19 Si AB = BA, desarrolle (A + B)?

@ 1.3.20 Sea k € R y considere las matrices reales A y C definidas como:

30 «k k 0 —1
A=1]10 3 -1 C= 01 O
01 2 -1 0 k

Si se sabe que ABT + A = (2C )T 4 2BT determine la matriz B que satisface dicha ecuacién (usan-
do dlgebra matricial y sin resolver sistema de ecuaciones alguno).

n
@ 1.3.21 Utilice induccién matematica y demuestre que Vn € z", [ (1) } ] = l (1) gl }
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@ 1.3.22 Sean B,C € M,(R) talesque A=B+C,BC=CBy c’=0,
Demuestre, usando Induccién Matematica, que Vi € IN,n > 0, se cumple que:

A" =B"[B+ (n+1)C]

@ 1.3.23 Matrices simétricas y antisimétricas.

1) Sea Amxn € Muxa(R). Verifique que las matrices AAT y ATA son simétricas.

2) Muestre que si A;x, es simétrica y si Byx, es una matriz arbitraria, entonces BTAB es
simétrica

3) Muestre que A es simétrica si y s6losi AT es simétrica
4) Muestre que si A es simétrica entonces A" es simétrica

5) A se dice antisimétricasi AT = —A. Muestre que

a) si A es antisimétrica entonces A debe ser cuadrada y los elementos de la diagonal deben
ser ceros

b) A+ AT es simétrica VA € My xy
c) A— AT es antisimétrica YA € M, xn

6) Muestre que si Ajx, ¥ Buxy son antisimétricas entonces (AB)T = BA

7) Muestre que si A y B son simétricas entonces, AB es simétrica si y s6lo si AB = BA

@ 1.3.24 Una matriz de tamafio m x m se dice que es antisimétrica si cumple que AT = —A.
0 a b
1) SiA=| —8 0 c |, determine valores para 4, b, c y d de manera que A sea una matriz
d 3 0
antisimétrica.

2) Demuestre que B — BT es antisimétrica, con B de tamafio 1 x 7.

@1.3.25 Se dice que una matriz A € M, (R) es simétrica si cumple que AT = A. Demuestre que
si B € My (R) es una matriz simétrica y C € M4 (R), entonces CT BC es una matriz simétrica.
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1.4 Operaciones elementales. Reduccion Gaussiana

Forma escalonada. Recordemos que una matriz estd escalonada por filas si cumple con las siguientes
propiedades:

a.) Todos las filas nulas estdn en la parte inferior de la matriz.
b.) El primer elemento no nulo de cada fila (“pivote”) estd a la derecha del primer elemento no nulo de
la fila anterior

Forma escalonada reducida. La matriz esta en forma escalonada reducida si estd escalonada y cumple

c.) En cada fila no nula, primer elemento no nulo de cada fila (“pivote”) es igual a uno

d.) Todos los elementos por encima de los pivotes son nulos

Por ejemplo, las siguientes matrices estan en forma escalonada reducida (los pivotes estan en cajas: pivote ).

Escalonada Escalonada reducida

0o I { s 1 0 0O 1 o 0 0 -5

0 0 5 0 0 1 o0 0 0 01 0 4 1 0 5 -6

0 0 0 o 0 7 1o 0 0 0 1 -5|"]0 1 3 4
0O 0 0o 0o 0 O

Operaciones elementales. Tenemos tres operaciones elementales de fila

o AL A multiplica la fila i de A por el escalar ¢ # 0. El resultado es la nueva matriz A’

F;+hF;
o AT A multiplica las filas i y j de A por los escalares c, h # 0, luego suma miembro a miembro

y reemplaza la fila j de A. El resultado es la nueva matriz A’

EF . . . . .
@ A —% A’ Intercambia las filas i y j de A. El resultado es la nueva matriz A’

La barra en F; se usa para especificar cual fila va a ser modificada.

Eliminacién Gaussiana. Este algoritmo reduce una matriz hasta una forma escalonada. “Eliminacién
Gauss-Jordan” reduce hasta las forma escalonada reducida. En seudocédigo seria
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m Algoritmo 1.1:Eliminacién Gaussiana sin pivoteo parcial

for (k in 1:(n-1)){ # desde columna k=1 hasta k=n-1
if (a_kk==0) {
c = Indice primera fila con a_ck !=0, c>k
Fk,Fc # intercambio de filas
Si ¢ no existe, k=k+l #cambia de columna
}
# Eliminar en columna k, debajo de la diagonal
for (i in (k+1):n){
Fi = Fi - a_ik/a_kk x Fk

Eliminacion libre de fracciones. En dlgebra comptacional (factorizacién de polinomios, célculo de pri-
mitivas, etc.) se hace eliminacién sobre matrices con entradas enteras o con polinomios con coeficientes
enteros (con entradas como «, a?—1, etc.), y se usa una variante llamada “Algoritmo de Bareiss” de doble
paso ([5, pp. 389-399]). Para calculos “a mano” podemos usar una versién muy simple, llamada “elimina-
cién libre de divisiones” (su problema es el creciemnto incomtrolable de las entradas)

m Algoritmo 1.2:Eliminaciéon Gaussiana libre de divisiones
#Preferiblemente usar algoritmo de Bareiss!
for (k in 1:(n-1)){ # desde columna k=1 hasta k=n-1
if (a_kk==0) {
c = Indice primera fila con a_ck !=0, c>k
Fk,Fc # intercambio de filas
Si ¢ no existe, k=k+l
}
# Eliminar en columna k
for (i in (k+1):n){ # debajo de la diagonal
Fi = a kk*Fi - a ik* Fk

1.5 Ejercicios

@ 1.5.1 Use eliminacién Gauss-Jordan para obtener la forma escalonada y la forma escalonada
reducida de las siguientes matrices

1 -7 5 1 0
DA_[S 3} 2)B=| 8 0 5
2 -2 3
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21 0 4 1 1 00 O

3y C=|10 -5 2 | 0 0 00 O
00 0 O 4 D= 3 3 10 -1

-2 =211 0

1.6 Matriz inversa

Una matriz A, x» es invertible (o “no singular”) si existe B, x, tal que AB = BA = I. Se escribe B = A1

1.6.1 Propiedades de la matriz inversa

Si A € M, «, esinvertible, entonces
A~ es tinica y ademds, si AB = I entonces B = A~ (no hay que probar BA =1I).

a) (A=A Q)wAy4:%@U* sia#0

T

b) (AT)"1=(A"") d.) Si Byxy esinvertible, (AB) ' =B~1A~!

Observacion: En general, A + B no es invertible, aiin cuando A y B son invertibles. La inversa de la
suma existe bajo ciertas condiciones. Por ejemplo, eun caso especial del teorema inverso del binomio establece
que dadas las matrices Apxp,Byxp, donde A, By B + BA !B son invertibles, entonces

(A+B) ' =A""— (A+AB'A) -

Una exposicién més general la puede veren https://en.wikipedia.org/wiki/Woodbury_matrix_identity

1.7 Ejercicios

@1.7.1 Use eliminaciéon Gaussiana para determinar si la inversa de las siguientes matrices existe.
Si existe, determine la inversa.

101
HDA=|100
211

1 -1 0
2)B=10 1 -1
00 1

X
3y C=1{0 1
0
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1 1 00 O
0O 0 00 O
D= 3 3 10 ~-1
-2 =211 0

k00O

) 1 kK 0O

6) Sea k # 0, calcule la inversa de A = 01 k 0

0 01 k
1 0
@ 1.7.2 Sean A = 2 1.0 y B=1-21
0 -1 1 12

1) Verifique que (AB — L) '=AB
2) Sin resolver sistema de ecuaciones alguno determine la matriz X tal que ABX — A =X

T
@1.7.3 Sean C,D,X € M, (R) tales que <2XTC - In> —C(D - X).

a.) Si se sabe que C una matriz simétrica e invertible, utilice inicamente algebra matrices para
despejar a la matriz X.

b.) Determine explicitamente la matriz X para el caso particular en que:

(1) e(3)

@ 1.7.4 Muestre que si A es invertibley AB = 0, entonces B =0
@ 1.7.5 Muestre quesi A es invertibley AB = I, entonces A(AB — BA) =0 (es decir, AB = BA)

@ 1.7.6 Muestre que si A3, =0, entonces (I — A)"1=1+ A+ A2

nxn

@ 1.7.7 Sean A,B,C,X € M, x,(R), talesque Ay (21 — AT) son invertibles y
2(XxA)T =B+ ATAXT

a.) Utilice tnicamente dlgebra matrices para despejar la matriz X.
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b.) Determine explicitamente la matriz X para el caso particular en que:
23 10
=iz e=od]

@ 1.7.8 Sean A,B,C,X € M,x,. Supongamos que A y B son matrices invertibles tales que
(AXB)T + C = I. Use solo algebra de matrices para despejar X en términos de A, B,C e I

@1.7.9 Sean A, B, X € M, x,,. Supongamos que A — Besinvertibley que XAT =1 + (BXT)T.
Use solo dlgebra de matrices para despejar X en términosde A, B e |

@ 1.7.10 Sean A, B € M, . Supongamos que By (I — AB) son matrices invertibles. Muestre
que

1) I—AB)"'=BY(B~1—-A)"!
2) BI—AB)"'B"'—B(I-AB)7'A =1
3) Use los resultados anteriores para verificar que (I — AB)~! = I+ A(I — BA)™!

@ 1.7.11 Considere las matrices Ayxm Y Bmxn

a.) Determine el orden de las matrices X y D de tal manera que se pueda realizar los productos
en la ecuaciéon XAT — BT = XDT

b.) Si (A — D)7 esinvertibleysi XAT — BT = XD7, use solo dlgebra de matrices para despejar
X en términosde A, By D

1 xy 3 4 11
@1.712 SeaA= |0 1 z|, B=|0 1| yC= |1 0 |.Determine una matriz X tal que
0 01 9 0 00

AXT+B)=cC

@ 1.7.13 Considere las matrices siguientes:

1 2 0 -1 010
A=|-1 0|,B=|1 1 y C=1101
1 -1 3 0 010

Utilizando tinicamente algebra de matrices determine, de manera explicita, la matriz X que satis-
face la ecuacién matricial siguiente:

XABT = AB" + XC?
@ 1.7.14 Considere las matrices R, S y U definidas por:

0 1 -1 -1 5 -1 5
R=|4 -3 4|, §= 2 =2 1|; U=| -3 2
3 -3 4 3 5 7 4
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1) Determine R™1.

2) Determine la matriz W que satisface la igualdad R (WT +S ) =U.

@ 1.7.15 Sea k € R y considere las matrices reales A y C definidas como:

30 k k 0 -1
A=103 -1 C€C=|0 1 O
01 2 -1 0 &k

Si se sabe que ABT + A = (2C )T 4 2BT determine la matriz B que satisface dicha ecuacién (usan-
do algebra matricial y sin resolver sistema de ecuaciones alguno).

2 -1 -1
2 -1 -1 2 0 -2

@ 1.7.16 Considere las matrices A= |1 0 0 | yB= 0 -2 o0l Determine, sin resol-
0 -2 1 5 0 -2

ver sistemas de ecuaciones, la matriz P que satisfaga AP — B = I3

1 0
210} B—

21
0 -1 1 1

@ 1.717 Sean A = {
1) Verifique que (AB — I,) ' = AB
2) Sin resolver sistema de ecuaciones alguno determine la matriz X tal que ABX — A =X

@ 1.7.18 Considere las matrices siguientes:

-1 2 2 00 1 00
A= 01 B=| -1 3 3 C=|-121
20 100 011

Determine la matriz X que satisface la igualdad siguiente: BX — A = CX

@ 1.7.19 Sean A y B dos matrices no singulares de orden 7, tales que A + B = AB. Demuestre
que (I, —B) '=—-B7'A

@ 1.7.20 Ay, esortogonal si AAT = I.
1) Muestre que toda matriz ortogonal es invertible (;cudl seria su inversa?).

2) Verifique que la siguiente matriz P es ortogonal y calcule su inversa sin utilizar eliminacion.

o 5115l -
SIEE
A
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@ 1.7.21 Sea A una matriz cuadrada. Muestre que si A2 +2A — I = 0 entonces A debe ser
invertible.

@ 1.7.22 Mostrar que si A, tiene la propiedad de que todas sus filas suman lo mismo (es decir,la
suma de las entradas de cada fila es igual para todas las filas) entonces, si A~! existe, también
tiene esta propiedad, es decir, tiene la propiedad de que todas sus filas suman lo mismo . Suge-
rencia: Si la suma de cada fila es a, calcule A, 1, = ...

@1.7.23 Sean A, Q € M,(R)yB=Q1AQ
1) Demuestre, utilizando induccién matemadtica, que:
Vk e N, BF = Q-1A*Q

2) Considere las matrices siguientes:
|1 4 1 |5 —4 (1o
pela =l el

Si D = P~LCP, utilice el resultado del inciso (a) y determine, de manera explicita, la matriz

D7
« 0 0 1 00
@ 1.7.24 SeanlasmatricesA=| -3 1 -1 [yB=| 0 —1 0 |, cona una constante real
5 -1 2 0 00

distinta de cero.

1) Halle A~!

2) Determine, de manera explicita, la matriz Q, tal que (AQ) AT =B

@ 1.7.25 Sea A alguna matriz de orden n; se dice que A es nilpotente si, y s6lo si, Ik € IN, tal que

1 o
-1

(54

Ak = 0,. Demuestre que si a # 0, entonces la matriz A = es nilpotente

@ 1.7.26 Sea A alguna matriz de orden n; si A% =1, se dice que A es involutiva y si A2 = A, se
dice que A es idempotente.

4 3 3
1) Determine silamatriz H= |—-1 0 —1]| esinvolutiva, idempotente o si no es de alguno de
—4 —4 -3

los tipos mencionados.

2) Demuestre que si B es alguna matriz de orden 7, tal que B es idempotente, entonces la matriz
C = 2B — I, es involutiva.
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3) Si P es una matriz involutiva o una matriz idempotente, jcudles son los posibles valores para
Det(P)?
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Determinantes

2.1 Definicion y propiedades

Si A € My, “el determinante de A” se denota Det(A) o también Det(A). El determinante de A se
define por recurrencia, pero es bueno tener a mano el determinante de las matrices 2 x 2 y 3 x 3,

a b
° SiAM:[ ! 1] — Det(A) = 11b, — asb;
a by
+ + +- — —
ai b1 C1 ai b] 1| a1 bl
@ Si A3><3: an bz Cr| — Det(A): ap bz Cy | dp b2 :tl|l72C3+l7|t‘2173+c‘1172173
as b3 C3 as b3 C3| a3 b3 —a3b2C1*b3C2ﬂ1*C3a2b1

Formula de Laplace. Si A € M, el “menor” le;? es el determinante de la matriz (n — 1 x (n — 1))
que se obtiene removiendo la fila i y la columna j de A. El cofactor A;; se define como A;; = (—1)"*/ M;;l
Si k es cualquier fila fija de A, entonces la expansion por cofactores (o regla de Laplace) es

Det(A) = Zn:(—l)k+j (A); M
j=1

Propiedades del determinante
Sean A,B,C € M, 4.
. . B
1) SiA — B = Det(A) = —Det(B)
. hE+KF; 1
2) SSA—— B = Det(A) = %Det(B) (recordemos que h, k # 0)
3) Det(A Ayxn) = A"Det(A)
4) Si A es triangular (superior o inferior) entonces Det(A) = (A)11{A)22 - (A)un
5) Si A tiene una fila o una columna con tnicamente ceros, entonces Det(A) = 0.
6) Det(A) = Det(AT)
7) Det(AB) = Det(A)Det(B)

8) Det(A) # 0 siy solosi A~ existe

1
9) Det(A™1) = Det(A)

si la inversa existe.
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Determinantes e inversas. La adjunta de A es Adj(A) = KT, donde A es la matriz de cofactores, es
decir, (Z),] = Aij = (—1)i+1Mi[}. Se tiene

(A . (A)m
1 1 _ 1 (A2 .. (A)n2

(Bt o (A

Observacion. En general Det(A + B) # Det(A) + Det(B). Bajo ciertas condiciones, se pueden establecer
algunas identidades para el determinante de la suma, por ejemplo si A, x, es invertible y si B;,», se puede

T
descomponer como By« = UyxmV,y,,, entonces

Det(A + B) = Det(I,, + VI A~1U)Det(A)

2.2 Ejercicios

@2.2.1 Calcule el determinante de las siguientes matrices (recuerde que si usa eliminacién Gaus-
sina, el pivote debe ser no nulo; la férmula de expansioén por cofactores no tiene esta restriccion y
podemos combinar ambos métodos).

1 2 3 k 2 0
)A=| 2 3 4 4y D=|2 k 4
| -1 0 4 | 0 0 k
e P
2)B=| 2 3 4 5) E=
10 4 2 a 3 1
- - 11 3 -1
[2 2 0 2 2 1 3 1
1 k 4 2 4 3 1 4
3 C= 00 kO 6) A= -1 5 -2 1
| 0 0 kK O 1 3 -2 -1
14 -1 1
@222 SiA= ; 4 ; } y si a # 1, use la adjunta de A para completar las entradas
11 3 -1

que faltan en el cdlculo de la inversa

1 28—2a 2a—18 8—2a

1 0 —6 4
222 | a+1 8—2a a—14
a+1 4a—17 3a—4
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Para las siguientes matrices, determine el o los valores de k para los cuales la inversa

existe y use la matriz adjunta para calcular la inversa (en el caso de que exista)

k 20
1)A=|2 k 4
0 0 k
220 2
1 kK 4 2
2) B= 00 kO
00 kO
cosf senf 0
@224 Sea A= | —senf cosf 0 |. Verifique que A es invertible y calcule A~!
0 0 1
@225 Si AyxuBuxn =0 siendo A # 0y B # 0, muestre que entonces, |A| = |B| =0
@226 Sea Q € M, x,. Verifique quesi QQT =TI entonces |Q| = +1
@ 2.2.7 Muestre Det(I, 4+ I,,) # Det(I,) + Det(I,) si n > 1.
@2.2.8 Sea P € M,x,. Verifique que si P = —PT entonces |PT| = (—1)"|P| y, en particular,

que si n es impar, entonces |P| =0

@ 2.2.9

Si se sabe que A y B son matrices cuadradas de orden cinco y, ademds, Det(A) =2 y

Det(B) = —3, calcule Det(2A~1BT)

@ 2.2.10

@ 2.2.11

@ 2.2.12

@ 2.2.13
@ 2.2.14
@ 2.2.15

@ 2.2.16

@ 2.2.17
‘ZA—B‘

1
Si A, B € M, x, tales que Det(B) = gV A% =2B~1. Calcule Det(2ATA~1A2)

Si A,B,C € Mgy, tales que |A| = -5, [B71| = g Calcule [2BAdj(AT)]

Si A, B, C € Mjys tales que 2AC =+ BC y [2A — B| = 2. Calcule ‘(6A - 3B)*1CT‘
Sean A3y3 y B3x3 matrices invertibles. Si | B| = 10, calcule | (AB)'A + B! |
Si|Asys|=2,calcule |3(AT + A)TA™1 —2]|

Sean Aj3x3 V B3x3 matrices invertibles. Si | B| = 10, calcule | (AB)'A + B!

Sean A, B, C € M3y3(R). Si se sabe que 2AC = I3 + BC y Det(2A — B) =2, calcule:

Det((6A —3B) ' CT)

Sean A,B,X € Mj3(R). Calcule |(6A —3B)! XT‘ si se sabe que 2AX =13+ BX y
=2
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2 10
@2.2.18 SeaAc M3(R).SiB= { 4 -1 5 ] y se sabe que Det (A) = —3, calcule Det (A% (—2B) BT)
2 01

@ 2.2.19 Sean C,D € Mj3x3(R), tales que |[CD| =4y |2D| = 64. Calcule:
’DCZDT (4C)_1‘
3—x 3—-y 3-z

tal que Det(A) =2,y B= | a+2x b+2y c+2z |.Calcule
2x 2y 2z

@ 2.2.20 Sea A =

=2 X
= S -
N O =

Det(B)

n -1 1 2s 2 2r

@ 2.2.21 SeanA(4 m 1)yB<425 m—2 —1—2r |.SiDet(A)=2a«, con
s 1 r n —1 1

a # 0,y silas matrices A y B son matrices equivalentes por filas (una se obtiene de la otra con una

sucesion de operaciones elementales), calcule Det (4A_1aBT> .

1 x «x
@2.222 Verifiqueque A=|1 y y*> |[=y—x)(z—x)(z—y)
1 z 22
a 1 a—b 3 a
@2223 Si|b 1 ¢ |=1999,calcule| b—c 3 b
c 1 c—a 3 ¢
a b c
@2224 SiA= |4 0 2 |.Calcule el determinante de las siguientes matrices
111
[ 2a 2b 2c
1) B=| 4 4 4
2 0 1
[ a b c
2) C=|3a+4 3b 3c+2
| a+1 b+1 c+1

a b c
@2225 Si A= [ d e f ] . Calcule el determinante de las siguientes matrices
g h i

1) Det(3A)
2) Det(2471)
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a b c
3) Det(B)siB= | 2d+g 2e+h 2f+i
d e f
@ 2.2.26 Considere las matrices A y B dadas por:
—4z1 z1-2y1 x1 X1 Xp X3
A= | —4zy -2y x y B=1wv1 y2 y3
—4z3 z3—2Yy3 X3 Z1 Zp 23

Si se sabe que |B| = —2, halle ‘AT (SB)_l‘
@ 2.2.27 Calcule |A]| si se tiene que:

1 a b+c
A=|1 b a+c
1 ¢ b+a

@ 2.2.28 Supongamos que existe una matriz invertible P tal que B=P~1AP

1) Muestre que Det(A) = Det(B)
2) Muestre que Det(A — aI) = Det(B — «l)

20
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Sistemas de ecuaciones lineales

3.1 Resultados importantes

Consideremos el sistema A, x»X = b. Entonces

1) Si Det(A) # 0, el sistema tiene solucion tnica.
2) Si Det(A) =0, el sistema o tiene infinitas soluciones (“con pardmetros”) o no tiene solucion

3) Si A’ es la forma escalonada (o la forma escalonada reducida) de la matriz A, entonces los sistemas

AyxnX =0by Al ,X = Db tiene la misma solucién (que podria ser conjunto vacio)

Rango. El rango de una matriz A, x,, es el nimero de filas no nulas en la forma escalonada reducida.

Consideremos el sistema A, x»X = b. Entonces
1) Si Rango(A) < Rango(A|b) entonces el sistema no tiene soluciones
2) Si Rango(A) = Rango(A|b) = m entonces el sistema tiene solucién tinica

3) Si Rango(A) = Rango(A|b) < m entonces el sistema tiene infinitas soluciones con una catidad de
parametros igual a m — Rango(A)

3.2 Ejercicios

@ 3.2.1 Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones. Si el sistema tiene infinitas soluciones,
dé la solucién general y una solucién particular.

X+y+2z = 9 x+y+z = 0

1) -7z = 17 3) 2x+5y+2z = 0

3x +6y—5z = 0 —7x+7y+z = 0
x+y+z = 0 2x -3y = -2

Il
(@)
Il
—_

2) —2x + 5y + 2z 4) 2x +y
-7x+7y+z = 0 3x+2y = 1
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2x—-3y+w = -2 s+t+3u = -2
5) 2x+y—z = 1 9) s+t+u = —4
3x+2y+z = 1 s+t = —1
w+2x -3y = -2
6) { 2x+3y—z =1
—2x—3y-|—z =1 10) s+t+3u = =2
s+t =1
) 2x =3y = -2
—2x+3y—z = 1
a+b+3 = -2 s+t+3u = -2
8) a+b+c = 4 11) s+t =1
2a+3b = 2 t—1 = 0
x+y = 2 x| |1 2
@ 3.2.2 {2x+2y:4 es{y]—t{ll—k{o cont € R

@ 3.2.3 ;Para qué valores de A el siguiente sistema tiene infinitas soluciones?

(A=3)x+y=0
{ x+(A=3)y=0

@ 3.2.4 Determine los valores de a y b para que el sistema que sigue tenga infinitas soluciones y
calcule estas soluciones

ax—by = b
x+by =0

@ 3.2.5 Determine los valores de a y b para que el sistema que sigue tenga a.) solucién tinica y
b.) infinitas soluciones. Calcule estas soluciones

ax+by=0
bx —by=0

@ 3.2.6 Considere el siguiente sistema de ecuaciones, donde m,n € IR; determine lo que se pide
en cada caso.

mx—3y = 1
2mx+my = n

¢Qué valores deben tomar m y 1, respectivamente, para que el sistema:
1) tenga solucién tnica;
2) no tenga solucién;

3) posea infinito nimero de soluciones?
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@3.2.7 Seaa,b c Ry considere el sistema de ecuaciones lineales dado por:

x+ay—z = 0
ax+y+z = b
x+y+az = 0

Determine, todos los valores de a y de b, en caso de que hubieran, de manera que para cada
caso, el sistema anterior:

a.) Tenga solucién tnica y enuncie la solucién
b.) No tenga solucion.
c.) Tenga infinito ntiimero de soluciones y enuncie el conjunto solucién.
@ 3.2.8 Seawa € R y Considere el sistema de ecuaciones lineales dado por:
x+ay—7z=4a —1

x+(a+1)y—(a+6)z=3a+1
xy — 6z =3x —2

Determine todos los valores de « de manera que, para cada caso, el sistema anterior:

a.) Tenga solucién tinica y enuncie la solucién
b.) No tenga solucién.

c.) Tenga infinito nimero de soluciones y enuncie el conjunto solucién.

@ 3.2.9 Seanw,f € Ry considere el sistema lineal { x—ay = B
2x+y = «w
Determine todos los valores para a y para p de manera que el sistema:

1) Posea solucién tnica.
2) Sea inconsistente.

3) Tenga infinito niimero de soluciones e indique una solucién particular.

@ 3.2.10 Encuentre el valor o los valores (si hubiera) de k para que el sistema que sigue tenga
otras soluciones ademads de la solucién trivial x =0, y =0 y z = 0. Indique las soluciones.

2x =3y +5z = 0
—x+7y—z =0
dx—1ly+kz = 0

@ 3.2.11 ;Coémo se deben elegir los coeficientes a, b y c de modo que el sistema

ax +by—3z = -3
—2x—by+cz = -1
ax+3y—cz = -3

tengala solucionx =1,y =—-1,z=27
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@ 3.2.12 Considere el sistema de ecuaciones lineales

mx+ayy+azz+aw = m
bix + bzy + b3z + byw by
C1X + CoY + €3z + cqw c1

dix + dzy +dz+dysw = dy

Si se sabe que tiene solucion tinica, obtenga los valores de x, y, z y w (Sugerencia: use Cramer).

@ 3.2.13 Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

x+y+z = 1
2x+py+2z = -2
dx +2py+4z = m

1) Determine todos los valores de p y m, respectivamente, de manera que el sistema tenga
infinito ntiimero de soluciones dependiendo de un pardmetro.

2) ;Existe algtn valor para p de manera que el sistema de ecuaciones posea solucién tnica?
Justifique.

3) Indique todos los valores de p y m, respectivamente, de manera que el sistema sea inconsis-

tente.
x + 4y — z + w =1
. . x +ay + z + w =0
@ 3.2.14 Considere el sistema 2% + ay + 32 + w = 0
x + y + 3z — w =1

1) Verifique que el sistema tiene solucion tnica solo si a # —1

2) Use la regla de Cramer para obtener las soluciones que faltan:

3—2a 2a — 3

X = a+1,y— , 2= m,w—
@ 3.2.15

Sea a € R. Considere el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

x+y+az=1
x+ay+z=1
ax+y+z=1

Determine el valor o los valores (en caso de existir) que debe tomar la constante real a para que el
sistema de ecuaciones anterior:

1) Tenga solucién tnica (halle el conjunto solucién).
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2) Posea infinito nimero de soluciones (enuncie una solucién particular).

3) No tenga solucién.

a 1 1| [x 1
@ 3.2.16 Considere el sistema lineal |1 a 1| |y| = | a |, con a € R. Utilizando el método
11 4af|z a?
eliminacién de Gauss—Jordan, determine su conjunto solucién para a = —2
11| [
@ 3.2.17 Considere el sistema lineal 1 -1 1] Y| = 6|,cona € R.
0
2 2

Determine todos los valores para « de manera que el sistema:
1) Posea solucién tnica.
2) Tenga infinito nimero de soluciones.

3) Sea inconsistente.

Do 1 -1 . . :
@ 3.2.18 Si se tiene que { 0 (1) 5 z 1 es matriz aumentada de algtn sistema de ecuaciones
2
lineales, determine todos los valores para « y para f de manera que | 1 | sea una solucién del
p

sistema.

x—y—z=0

2x —y+z=0 y dé un par de soluciones

@ 3.2.19 Resuelva el siguiente sistema homogéneo {

particulares.
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Estructuras Algebraicas

4.1 Grupos y subgrupos

La estructura algebraica (G, *) es un grupo si

1) * escerradaen G
2) * es asociativa en G
3) Existe e € G talque axe = exa = a, paratodo a € G. Al elemento e se le llama “elemento neutro”
de G respecto a * y se demuestra, mds adelante, que es tnico.

1

4) Para todo a € G existe uninverso, a ™! € G talque a*xa! = a
neutro.

“1xa = ¢, donde ¢ es el elemento

Si * es conmutativa, (G,*) se dice “grupo abeliano”.

Consideremos un grupo (G, ). Si H es subconjunto no vacio de G, tal que (H,*) es grupo, entonces de-
cimos que H es subgrupo del grupo G y usamos la notaciéon H < G.

Sea (G,*) un grupo. Entonces H < G siysélosi axb~! € H paratodo a,b € H

4.2 Anillos y campos

El triple (G, @, %) tiene estructura de anillo si

1) (G,®) esun grupo conmutativo.
2) La “multiplicacién” * es asociativa.

3) Paratodo a,b,c € G, ax (b®c)=axbPaxcy (bdc)xa=bxadcx*a.

Si la “multiplicacion” es conmutativa, (G, ®,*) se dice anillo conmutativo.

Si H es un subconjunto no vacio de G, entonces (H,®, *) es un subanillo de (G, ®,*) siysolosi a® —b €
Hyaxb e H, paratodo a,b € H.

Si G tiene mds de un elemento, el triple (G,®, *) tiene estructura de campo si (G,®,*) es un anillo con-
mutativo y (G — {0g},*) es un grupo. El campo es conmutativo si la operaciéon * es conmutativa.
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Nota: Si H C M,,x, entonces la estructura (H,+,-) (suma y multiplicacién usual de matrices) hereda la
conmutatividad y la asociatividad en la suma, la asociatividad en el producto y la distribuitividad de la
suma respecto al producto.

4.3 Ejercicios

@4.3.1 Sea G= { {Z Z} tal que a,b,c,d € R A ad —bc =1 ;. Consideremos el par (G,-) don-

de ‘-’ es la multiplicacién usual de matrices. Verifique que (G,-) es un grupo (un subgrupo de

M (R))

@ 4.3.2 Sobre R* se define la operacion a * b = 2ab. Verifique que (R*,*) es un grupo conmu-
tativo.

@ 4.33 Sea G = {(a,b) e RxR talque a #0} y (a,b) % (c,d) = (ac,ad + b). Verifique que
(G, *) es un grupo no conmutativo.

@ 4.3.4 Verifique que R — {—1} con la operacién a o b =a+ b+ ab, es un grupo abeliano.

@4.3.5 En R x R* se define la operacién * como
(a,b) % (c,d) = (a+c+ 3,2bd)

Si se sabe que (R x R*,*) es un grupo abeliano, calcule

(—4,1)3 « {(1%) * (2,—3)—2}2

@436 Sea G = { [Z Z] cona € Rya# 0}. Consideremos el par (G,-) donde *-" es la multi-

plicacién usual de matrices.

a.) Verifique que VA,B € G, AB= BA

b.) é[é (1)] €G?

c.) Verifique que si A € G entonces |A| =0.

d.) Verifique que existe E € Gtalque EA = A, VA€ G
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e.) Asumiendo que la matriz E del item anterior es tnica, verifique que VA € G, existe A € G
tal que AA=E

@4.3.7 Sea G = { {Z Z} cona € IR}. Consideremos el par (G,+,-) con la suma y la multipli-
cacién usual de matrices. Verifique que (G,+,-) es un campo (ver ejercicio 4.3.6).

a a-+b

@4.3.8 SeaG:{{a_l_b b

] tal que 4,b € Z}. ¢Es (G,+,-) unsubanillo del anillo (Myx2,+,-)?

a

@4.3.9 Sea G= { { b ¢ ; b } tal que a,b € Z}. ¢Es (G,+,+) unsubanillo del anillo (Mjx2,+,-)?

@4.3.10 Sea G= { { } tal que a,b € Z}. ¢Es (G, +,+) unsubanillo del anillo (Mazx2,+,)?

S X

a
b

a 0
@ 4.3.11 SeaD—{[O b

es conmutativo con elemento unidad. ;Posee divisores de cero?. ;Es un campo?

] tal que a,b € R ;. Si se sabe que (D,+,-) es anillo, verifique que

@4.3.12 Sea S = { g Z tal que a,b,d € IR}. ¢Es (S,+,-) unsubanillo del anillo (Mjx2,+,)?.
¢Es un campo? ) )
@4.3.13 Sea S = { g 8 tal que a € ]R}. ¢Es (S,+,-) un subanillo del anillo (Mx2,+,-)?.

¢Es un campo?

@4.314 Sea G = { [”

b Z] cona,b € Z}. Probar que (G, +,-) es un subanillo de M, x

@ 4.3.15 Sea G = { [ZQb Z] cona,b ¢ Q}. Probar que (G,+,-) es un campo (ver el ejercicio
4.3.18).

@ 4.3.16 Muestre que (R,®,®) esuncamposia®b=a+b+1ya®@b=a+b+ab

@4.3.17 Sea Z[\2] = {a—l—b\/i tal que a,b € Z}. :Es (Z[v/2],+,) es un anillo?

@ 4.3.18 Sea Q[\/E] = {a—i—b\/i tal que a,b € Q}.

a.) Verifique que no existen p,q9 € Q tal que d = \/E (Sugerencia: Razone por contradiccién, suponga
q :

p?

que la fraccion estd totalmente simplificada y que 5 = 2. Luego deduzca que p,q deberfan ser pares!).
q

b.) Hay elemento neutro multiplicativo, determine cuél es.
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c.) Verifique que el inverso multiplicativo de p + gv/2 es 7 f = + 2 :qrqz V2. Observe que
por el item a.), este inverso estd bien definido para cuaquier p,q € Q.

d.) Muestre que (Q[\/E],+,-) €s una campo

@ 4.3.19 Sea (G,*) algtin grupo con elemento neutro e. Usando induccién matemaética, demues-
tre que Vx,y € G,Vn € Z", se cumple que (x' *y xx)" = x" xy" * x.

@ 4.3.20 Considere los grupos (ZQ,+> y (Zg,—l—) ysea G =7Zyx2Z3.Y(a,b),(c,d) € G se define:

(a,b) x (c,d) = (a+c,b+4d)
Si se sabe que (G, *) es grupo:
1) Determine los seis elementos de G.
2) Determine la tabla de operacién binaria para (G, *).

3) Encuentre el simétrico del elemento (1,1).

@ 4.3.21 En R* xR se define la operacién ® de la manera siguiente: V (a,b),(c,d) € R* xR,
(a,b) ® (c,d) = (3ac,d + b —4)

Si se define H = { (x,4) tal que x € IR*} y se sabe que (R* X R, ®) es grupo abeliano, demuestre
que (H,®) < (R*XR,®).

@ 4.3.22 Sea e el elemento neutro del grupo (G, *).
Demuestre que G es abeliano si, y s6lo si, (x * y)* = x* x 42, Vx,y € .

@ 4.3.23 Si se sabe que (G, %) es algin grupo con elemento neutro e y a € G, con 4 fijo, demuestre

que H = {xE G tal que x*a:a*x} es subgrupo de G.

@ 4.3.24 En R* xR se define la operacion ® de la manera siguiente: V(a,b),(c,d) € R* xR,
(a,b) ® (¢,d) = (3ac,b+d +5) Si se define H = { (x,5k) tal que x € R*k € Z}, y se sabe que

<1R* X lR,®> es grupo, demuestre que (#,®) < (R* xR, ®).

@ 4.3.25 Si se sabe que <Z6,—|—, > es un anillo, determine si este posee divisores de cero o no.

Justifique su respuesta.

@4.3.26 Seam € Z", m fijo. Se define el conjunto mZ de la manera siguiente:
mZ = {xEZ tal que HkEZconx:mk}

Demuestre que (mZ,+) es subgrupo de (Z,+).


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

4.3. EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 30

@ 4.3.27 En R* xR se define la operacién ® de la manera siguiente: V (a,b),(c,d) € R* xR,
(a,b) ® (c,d) = (3ac,b+d+5)

Si se define H = { (x,5k) tal que x € R*,k € Z}, y se sabe que (IR* xR, ®) es grupo, demuestre
que (H,®) < (R*XR,®).

m

@4.3.28 SeaH = {x € Q" talque x = 23—k,
(Q*/)

@ 4.3.29 Sea (G, *) algun grupo cuyo elemento neutro es e. Usando induccién matematica, de-
muestre que Vx,y € G,Vn € Z*, se cumple que (x' xyxx)" = x' xy" x x

conmkeZ } Demuestre que (#, -) es subgrupo de

@ 4.3.30 Considere los grupos ( Z,,+ Z3,~+ sea G =Zy,x7Z3.Y(a,b),(c,d) € G se define:
grup y y

(a,b) x (c,d) = (a+c,b+4d)
Si se sabe que (G, *) es grupo:
1) Determine los seis elementos de §
2) Determine la tabla de operacién binaria para (G, *)

3) Encuentre el elemento simétrico de (1,1)

@ 4.3.31 Sea (Q,*) un grupo cuyo elemento neutro es e y sea t un elemento fijo de G. Si H =

{x €g talque xxt =1t x}, demuestre que (7—[,*> es subgrupo de (g,*)

@4.3.32 Sea (G, *) un grupo cuyo elemento neutro es ¢; demuestre que si (x * y)* = x2 xy?,Vx,y €
g, entonces (G, ) es abeliano.

k
@4.3.33 SiW= {x €R talque x = 5—m, conk,m e Z},pruebe que (W, -) es subgrupo de (R*, -)

@ 4.3.34 Sea H # &,y sean ® y ® dos opeaciones binarias. Si se sabe que (H,®,®) es anillo
unitario, indique las tnicas propiedades que hacen falta para que (#,®,®) sea campo.
@ 4.3.35 Sea R* =R — {0}. Si “-” representa la multiplicacién usual de ntimeros reales:

1) Demuestre que (IR*,-) es un grupo abeliano.

2) SiH ={x € R* tal que x > 1}, determine si H es subgrupo de R* o no lo es.

@ 4.3.36 Sea e el elemento neutro del grupo (G, ). Demuestre que G es abeliano si, y s6lo si,
(xxy)* =2 +y’, Vx,y €G.
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@4.3.37 Si(A,+,-)esunanilloy x € A, se dice que x es idempotente si x> = x.

Para cada uno de los anillos que se enuncian a continuacién, determine todos sus elementos
idempotentes.

1) (Z4, ’ )
2) (Z5/ ’ )

@ 4.3.38 Sea (A,+,-) un anillo conmutativo ;Cuadles son las propiedades, adicionales a las de
anillo, que se deben cumplir para que (A, +,-) sea campo?

@ 4.3.39 Sean @ y ® dos operaciones internas definidas sobre A = {a, b, c,d}. Asumiendo que

(A,GB,(X)) es anillo, complete las tablas de operacién binaria que se enuncian a continuacién.
Justifique como obtiene cada uno de los elementos que hacen falta.

S llalblc|d] ®|laf[blc|d]
allalb|c|d allalalala
b ||b|a c b |lal|b
c|lcl|dl|a c | a a
d | d b|a dlla|b|c

Sugerencia: Complete primero la tabla de operacion binaria para (A, @). Luego, desarrolle
ARQABb)=dRA)DARb) v @B RI=ARd)D (bRd)
@ 4.3.40 Considere los grupos (Z3,+> y (ZZ,—|—> yseaG=2Z3x2Zy.V(a,b),(c,d) €y sedefine:
(a,b) x (c,d) = (a+c,b+4d)
Si se sabe que (G, *) es grupo:
1) Determine la tabla de operacién binaria para (G, *)

2) Encuentre el simétrico de cada uno de los elementos de G

@ 4.3.41 Si (G, *) es algan grupo con elemento neutro e y x € G, se dice que x es un elemento
involutivo de G si, y solo si, x~ = e.

1) Determine todos los elementos involutivos del grupo <Z4,—|—)

2) Determine todos los elementos involutivos del grupo (R*,-)
@ 4.3.42 Considere la estructura (R, ®), donde se define ® de la manera siguiente:
Va,b€R, a®b=>5b"—ab+a*—b
1) Determine si la estructura (R, ®) posee elemento neutro o no.

2) Se dice que un elemento z de R es idempotente si z @ z = z. Determine todos los elementos
idempotentes de (R, ®).

@ 4.3.43 Demuestre que H = {x € R* talque x=3", me Z} es subgrupo de (R*,-)
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Espacios Vectoriales

5.1 Espacios y subespacios vectoriales

Un espacio vectorial V (o espacio lineal) sobre R es un conjunto de objetos sobre los cuales se ha definido

4 7”7

una suma, denotada con el simbolo “+” y un producto escalar (una manera de multiplicar estos objetos con
nimeros reales) denotado de la manera usual y que cumple las siguientes propiedades:

1) v+weV, Vv,weV

2) ave )V, Vve V,Va € R

3y v+w=w+v, Yv,we YV

4) u+(v+w)=(u+0)+w, Vuv,weV

5 dJ0y € V talque v+0p=v, Vve V

6) VWweV d—veV talque v+ (—v) =0y
7) (a +B)v=av+pv, Vve V,Va, R

8) (v+w)a =av+aw, Vv,we V,Va € R
9) («fp)v=a(pv), Vve V,Va,p€R

10) lv=v, Yve V

Ejemplos de espacios vectoriales son los conjuntos M, x»(R) y R” con las operaciones de suma y produc-
to por un escalar ya definidas. De ahora en adelante llamaremos “vectores” a los elementos de un espacio
vectorial. Frecuentemente, 0 se sobreentiende en el contexto como el neutro aditivo 0y mientras que 0 es
el escalar nulo.

Propiedades. Sea V' un espacio vectorial real, entonces Vv,w € V y Va, € R se tiene
1) 0-v=0y 3) av=0y = a =0V v=0y
2) a0y =0y 4) Sia #0y av=aWw=— V=W

Subespacios vectoriales. @ # W C V es subespacio vectorial de V si W es espacio vectorial. Esta rela-
cién se denota VWV < V. Tomando en cuenta las propiedades que )V hereda de V), se puede usar el siguiente
criterioo W<VsiW#QOyv+auec W, Vvue W, Va € R
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5.2 Ejercicios

@521 SiW={(x,y,z) € R® tal que ax + by + cz =0, con a,b y ¢ nimeros reales fijos +, demues-
Y q Y y J

tre que W es un subespacio de RR3.

@ 5.2.2 Demuestre que si WW; y W, son subespacios de algtn espacio vectorial real V, entonces
Wi +Wsh = {u1 + uy tal que u; € Wy, up € Wy} también es subespacio de V.

n

@ 5.2.3 Demuestre que H = {A € M, (R) talque ) (A);= 0} es subespacio de M, (R)
i=1

@524 SeaH = {a +bx +cx? € P>(R) tal que a —2b+3c = 0}. Determine si H es subespacio
de P, (R) o no lo es. Justifique.

@ 5.2.5 Sisesabe que V es un espacio vectorial real, determine en cada uno de los casos si W es
subespacio de V o no lo es. Justifique.

1) W:{{Z Z} € M3 (R) tal que a:O,bZC,dZO}, V= M;(R)

2) W:{a+bx+cx2€7?2(]R) tal que 2a—b:3c}, V=P (R)
3) )/V:{(x,y)e]R2 tal que 2x—y:0}, Y = R?

@ 5.2.6 Demuestre que W = {(a, b,c,d) € R* talque b+c+d= 0} es subespacio de R*

@ 5.2.7 Considere los subconjuntos de M, (R) que se enuncian y, segiin sea el caso, demuestre
que H es subespacio de M, (R) o justifique por qué no se cumple que H sea subespacio de

M, (R)
1) H={A e M, (R) talque AA=A}

2) H= {AEMH(IR) tal que AT:A}

@ 5.2.8 Sise sabe que V es un espacio vectorial real, determine en cada uno de los casos si W es
subespacio de V o no lo es. Justifique.

1) W ={p(x) € P3(R) talque p(0) = p(1)}, V="Ps(R)

2) W:{{i Z} € M3 (R) tal que aZO,b=c,d=0}, V =M;(R)

3) V={(x,y) € R? talque x=y y xy <0}

@5.29 SiW= {(u, b,c) € R® tal que da+ Ab —c =0, con § y A ntimeros reales fijos}, demues-
tre que WV es subespacio de R?
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@ 5.2.10 Sise tiene que W = {a +bx +cx* € Po(R) tal que a —2b +3c = 0}, verifique que W
es subespacio de P; (R)

@52.11 SiW= {(a, b,c) e R3 tal que éa+ Ab —c =0, con é y A ntimeros reales fijos}, demues-
tre que WV es subespacio de IR?

n

@ 5.2.12 Demuestre que H = {A € M, (R) talque ) (A);= O} es subespacio de M, (R)
i=1

@ 5.2.13 Sea V algun espacio vectorial real y sean W; y W, subespacios de V. Demuestre que
W1 N W, es también subespacio de V.

@ 5.2.14 Si 57y &7 son dos subconjuntos no vacios de un espacio vectorial 1V, entonces la suma
de S1y 8, que se expresa como &1 + Sy, es el conjunto {x +y talque x€ &1,y € 82}. Demues-

tre que si WW; y W» son subespacios de un espacio vectorial V, entonces W; + W, es también
subespacio de V

@5.2.15 Sea W = {(x,y,y —x) €R® tal que y > 0} ¢Es W subespacio de IR*? Justifique.

@ 5.2.16 Sea V = € Cla,b] talque f(a)=—f(b),Vx € |a,b] ; ;Es V subespacio de C|a,b|?
q P

Justifique.

@5.2.17 Sea W = { [ 2 _Z ] tal que a,b € ]R} . Demuestre que W es un subespacio de M3 (RR)

5.3 Bases y dimension

La definicién de “dimensién” de un espacio vectorial se hace de manera algebraica. En un espacio vectorial
como (RR",+, -), el concepto de dimensién tiene el sentido geométrico usual: La cantidad de ejes (o vectores
que generan estos ejes). El sistema de ejes es lo que llamamos una “base” del espacio. Por ejemplo, R® tiene
tres ejes, el eje X generado por e; = (1,0,0), el eje Y generado por e, = (0,1,0) y el eje Z generado por
e3 = (0,0,1). Entonces, {ej,e2,e3} esuna “base”de R® y la dimensién de este espacio es 3

Independencia Lineal

Sea V un espacio vectorial. Si B = {vy,v2,..., vk} €V entonces decimos que B es un conjunto lineal-
k

mente independiente (y lo abreviamos “l.i.”) si el sistema lineal Zaivi = Oy tiene como tnica soluciéon
i=1

a1 =0,a0 =0,...,ar = 0. En otro caso, se dice que B es linealmente dependiente (y lo abreviamos “I.d.”)

Lo que se garantiza con la definicion anterior es que si un conjunto es I.d., entonces al menos un v; se puede
despejar como una combinacién lineal de los otros v’s. Si el conjunto es L.i. esto no puede pasar.
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k
Conjunto generador. W es generado por B = {vq,va,..., vk} si W = {w tal que w = Eaivi, a; € ]R}.
i—1
Escribimos W = Gen {vy, v, ..., Vi }.

Base. Sea B = {vl,vz,...,vk} un subconjunto del espacio vectorial V. Decimos que B es una base de V' si
B generaa V y si B es Li. El espacio es de dimension finita si tiene una base finita.

Una base del R" es {(1,0,0,...0), (0,1,0,..0),..., (0,0,...,O,l)} = {el,ez,...,en} y dimR" = n. A esta base se le
llama base candnica o base “natural”. Esta base corresponde a los vectores que generan los ejes usuales en
los espacios R? y R.

La base candnica de M, (R) son las nm matrices B = {E11,E12,..., Exm } donde la matriz E;; tiene todas
sus entradas nulas, excepto la entrada ij que es 1. Por tanto, dim M, ., (R) = nm.

. . (71 0] o 1] [0 0] [0 0 . B
Por ejemplo, la base canénica de M2 (R) es B= { [0 0} , {0 O] , [1 O] , [O J } y dim Mjy; (R) = 4.

La base candnica de P, (R) es B = {1,x,...,x"} y por tanto, dimP, (R) =n + 1.

En general, una base de V juega el mismo papel que un sistema de ejes en el R". Una base nos permite
hablar de las “coordenadas” de un vector en una base dada.

Espacio de columnas. Si V se puede ver como el conjunto generado por las columnas de una matriz
Apxn (el espacio de columnas de A), es decir, V = {AX tal que X € M,,,1}; entonces, como las opera-
ciones elementales de fila no cambian las relaciones de dependencia de los vectores columna, una base de
V esta conformada por las columnas de A que corresponden a las columnas que contienen los pivotes en la
forma escalonada reducida de A. Esta dltima matriz revela las dependencias entre las columnas de A.

Espacio defilas. Si V se puede ver como el conjunto generado por las filas de una matriz A,,», (el espacio
de filas de A),entonces, como las operaciones elementales de fila no cambian las relaciones de dependencia
de los vectores fila, una base de V' esta conformada por las filas no nulas de forma escalonada reducida
de A. Para obtener una base en términos de las filas de la matriz original A podriamos usar el algoritmo
correspondiente para el espacio de columnas de A”.

Teorema 5.1

1) Si V tiene una base con un nimero finito k de elementos, todas las bases de V tiene este mismo
nuimero de elementos. En este caso decimos que la dimensién de V' es k y escribimos dim V = k.

2) SiV =Gen {vy,vy,..., Vi } entonces dim V < k.

3) Si V =Gen {vl,vz,...,vk} entonces si el rango de la matriz A = [vl,vz,...,vk] es k entonces
dimV =k.

4) SidimV =kysiB= {vl,vz,...,vn} C V conn >k entonces B es l.d.
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5) Si W es subespacio de V y V es de dimensién finita entonces dim VW <dim V. Si tienen la
misma dimension, entonces W =V

6) Si V es de dimension finita, cualquier subconjunto l.i. en V' es parte de una base.

5.4 Ejercicios

@ 5.4.1 Determine si los siguientes subconjuntos de R® son “1.i” 0 “I.d” en R>.

a) B={(1,2,3),(1,1,1)}
b.) B={(1,2,3),(1,1,1),(2,0,1)}.
c) B={(1,2,3),(1,1,1),(1,4,7)}.

@ 5.4.2 Para cada uno de los casos que se enuncian, determine si el conjunto B es I.d. o L.i.
a) B={(1, —2,3), (2, —2,0), (0,1,7)} en R?
b.) B={1,x—1,(x —1)%,(x —1)3} en P4(R)
c) B=1{(-1,2), (2,0), (0,3)} enIR?
d.) B={(1, —3,0), (11, —6,12)} enR3
e) B={x—2x? x* —4x, 8x2 — 7x} enP,(R)
f) B=1{(4,4,0,0),(0,0,6,6), (—5,0,5,5)} enR*
g) B={3—x,2x(x—1),x>—1,3(2—x%), x +2} enP>(R)

@ 5.4.3 Determine si los vectores u; = (2,—1,0,—1), up = (1,0,1,-1) y u3 = (—1,1,1,0) son li-
nealmente dependientes o linealmente independientes en R*

@5.4.4 En P5(R) el conjunto B = {x,x%,x° +x+1} es .i.?

40 1|’'|l6 5 4]"[16 10 9
dependiente o linealmente independiente en My 3 (R)

@ 5.4.5 Determine si el conjunto S = { [1 2 _3} ’ {1 ; _4} ! {3 0 o

1 } es linealmente

@5.4.6 Sea B = {u,w,x,z} algtin subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial
real V. Si se definen y = 2u — x — 3z, m = 2x + 3w — 4u, t = w — 2z, determine si D = {y,m,t} es
linealmente depediente o linealmente independiente.

@5.4.7 En Mjy», ¢el conjunto B = { { 1 (1) } , [ 8 g ] } es l.i.?
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@ 5.4.8 Considere el conjunto B = {(k—2,1, —1), (2, —k, 4), (8, —=11,1 +k)} . Para qué valor
(o valores) de k se cumple que B es [.d?

@ 5.4.9 Consideremos el subespacio W = {(t,s —t,s) tal que t,s € R}. Dé un conjunto genera-
dor para W.

@ 5.4.10 Consideremos el subespacio W = {(x,y,z) € R® tal que x — 2y +z =0}. Dé un con-
junto generador para W.

@5.4.11 Sean S={(1,1,9, —4), (2, -1,3,2), (-1,1,1, =3)} yu=(a, b, 0, —1) . Determine el
valor (o los valores) de los pardmetros a y b, de manera que se cumpla que u € Gen (S)

@5.4.12 Paracada uno de los casos que se enuncian, determine si los vectores u,v y w generan
IR3. Si generan R?, ;son base?.

a)u=(1,1,1), v=(2,2,0) y w=(3,0,0)
b) u=(1,1,0), v=(0,1,1) y w=(1,0,1)
c)u=(2 -13),v=(412) y w=(8 —1,8)
@ 5.4.13 Considere los vectores de P3(IR), definidos por:
p(x) =4x*> +x 42, g(x) =3x* —x+1, r(x) =5x* +2x+3 y s(x) =5x> +9x +5
Determine sis(x) € Gen{p(x),q(x),r(x)}.

@ 5.4.14 Determine la dimensién de cada uno de los subespacios siguientes (debe justificar su
respuesta)

a.)V:{ Oa Z} tal que a,bE]R}

|
b) W={(a, b, c) R talque a —4b —c =0}
c) W={(a, b, 0) tal que a,b € R}

d) W={(a, b, c) eR® talque 2a —7b+c =0}
e) W=1{(a,0,a+0b,b,a—0b) tal que a,b € R}

f.)W:{{a_b Z} talquea,belR}
IW={(a,bc,d eR*talque a+b—c=0,—2a—b+3c=0
g q

h.) W:{{Z Z} tal que a,b,cE]R}
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i.) W={(a, 2a, 3a) tal que a € R}

@5.4.15 Sea W =Gen{1,2,1),(1,-2,5),(—1,-2,1),(1,2,0) }. Determine la dimensién de W.

@ 5.4.16 Consideremos el subespacio W = {(x,y,z) € R® tal que x — 2y + z = 0}. Dé una base
para W.

@ 5.4.17 Consideremos el subespacio W = {(x,y,z) € R® tal que x — 2y + z = 0}. Dé una base
de Wt = {u € R®talque u-w=0,Vw e W}

@ 5.4.18 Considere el conjunto B definido como B = {1 +x1—x1—x53+x>+x+ 1}. De-

termine si el polinomio p(x) = X3 +2x% —4x+1se puede escribir como combinacién lineal de
los vectores de B o no.

@5.4.19 Si{x,y,z} es un subconjunto l.i de algtin espacio vectorial real V, determine la relacién
para las constantes reales a y b de manera que {x — ay,ay — z,z — by} también sea subconjunto
lLideV

@ 5.4.20 Sea W = {p(x) =a+4bx+cx®+dxde Pg(]R)}, tal que a+b+c+d=0,p' (1) =0.
Determine un conjunto S de manera que Gen (S) = W.

@ 5.4.21 Sea B = {u,w,x,z} algtin subconjunto linealmente independiente de un espacio vecto-

rial real V. Si se definen y = 2u — x — 3z, m = 2x + 3w — 4u, t = w — 2z, determine si H = {y,m,t}
es linealmente depediente o linealmente independiente.

@ 5.4.22 Sisesabe que W = { {i Z] e My(R) talque a —b=0,c+2d = O} es subespacio de

M; (R), determine una base de Wy dim (W)

1 2
@ 5.4.23 Sean A; y A vectores definidoscomo A1 = | 0 | yAy= |5
-2 3
4
1) Verifique que A = |10| es combinacién lineal de A; y A,
6
—2u
2) Siel vector v esta definidocomov= | 1 —8a |, determine todos los valores de la constante
—50—3

real & para que v € Gen ({A1,A2})

@5.4.24 Sea {x,y,z} un conjunto linealmente independiente de R®. Demuestre que B = {x,x + v,y —z}
es una base de R®
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@5.4.25 Considere los vectores 1, w € R3, tales queu=(—4,a—1,0)yw=(2,2—-p,0),cona,p e
R. Encuentre los valores de « y B para que se cumplan, de manera simultdnea, las condiciones
siguientes:

1) u y w son linealmente dependientes.
2) ueGen({(2,1,3),(—-1,0,1)})

@ 5.4.26 En P3(R) considere los siguientes cuatro vectores p (x) = 2 — 5x + 3x* + 2, g (x) =
1+x*+x%7r(x) =3 —x—2x2> +2x° y s(x) = —1 4 3x + x°. Escriba, en caso de ser posible, el
vector p (x) como una combinacién lineal de los vetores g (x), r (x) y s (x)

@ 5.4.27 Sean )V algun espacio vectorial real y S = {u,u,...,u,} un subconjunto de V, tal que
S es linealmente independiente. Si x € V, tal que x € Gen (S), demuestre que el conjunto H =
{x,uq,uy,...,un} es, también, linealmente independiente.

@ 5.4.28 Determine silos vectoresu = (2,—1,0,—1),v=(1,0,1,—1) yw = (—1,1,1,0) son lineal-
mente dependientes o linealmente independientes. Determine una forma general para expresar
el espacio vectorial Gen{u,v,w}

@ 5.4.29 Considere el conjunto B definido como B = {1 +x,1—x1-223+x>+x+ 1}. De-

termine si el polinomio p(x) = x> + 2x* — 4x + 1 se puede escribir como combinacién lineal de
los vectores de B o no.

@5.4.30 SiW= {(a, b,c) € R® tal que da + Ab —c =0, con § y A nimeros reales fijos}. Si sabe-

mos que W es subespacio de IR?, determine una base para este espacio.

1 0 1 4 -5
. 01 -1 -2 3 . .
@5431 SiA= > 0 2 _1 g | encuentreuna base para el espacio de las soluciones
0 -2 2 -2 6
del sistema homogéneo Ax =0

x—=2y+z =1

; . R
3x—6y = 9 . ¢EsS un espacio vectorial?

@5.4.32 SeaS el conjunto soluciéon del sistema {

X—=2yt+z =

3x—6y = 0 . Verifique que S es espacio

@ 5.4.33 SeaS el conjunto solucién del sistema {
vectorial y determine una base para S

@ 5.4.34 Sisesabe que W = { {Z Z

M (R), determine:
1) Una base de W y dim (W)
2) Una base de M; (R) a partir de la base de W

] € My(R) talque a —d=0,2b —c= O} es subespacio de

@ 5.4.35 Si se sabe que V = {A € M (R) tal que B _01} A=A B _01} } es subespacio de
M, (]R),
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1) Halle tres elementos de V

2) Determine una base de V y dim (V)

5.5 Coordenadas de un vector en una base

SiB = {vl,vz,...,vn} es una base de R" entonces las coordenadas de un puntoP = (p1,p2,...,pn) € R" en
la base B son

[Plp = (a3,ay,...,a,) con P = a;vy + apva + ... + a, vy

Las coordenadas de P en la base candnica son

[Plc = (p1,p2,--rPn) pues P = p1e1 + paez + ...pazen

Seleccioney arrastre los vectores V1, V2, V3 o el punto P

Wolfram CDF Player
P =1.29vy +1.63v; +1.59v3 4

Figura 5.1: Coordenadas de un punto P en la base B
Como P, (R) tiene base canénica B = {1,x,x?,...,x"}, entonces

[a0 + a1x + ... + a,x"|c = (ay,az,...,a,)

5.6 Ejercicios

@ 5.6.1 B={(1,3),(1,-3)} es una base deR?. Determine[(2,1)]z y haga una representacién
grafica, mostrando la base (vectores) y las coordenadas de (2,1) en la base B

@562 B={(1,21),(1,-2,5),(—1,—2,1)} es una base delR>.
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a.) Determine[(—4,5,1)]p y haga una representacion gréfica, mostrando la base (vectores) y las
coordenadas de (—4,5,1) en la base B

b.) Determine[(x,y,z)]p
c.) Determine|[(a,a,a)|p
d.) Determine [(a,b,a)]p

@5.6.3 Sesabe queV = {p(x) € P4(R) tal que p(4) =3p(2)} esun subespacio vectorial de P4(R).
Ademds una base deW es B = {x — 1, x2 42, 23420, x*+ 104}. Para los siguientes elementos
de W determine

a.) [x* 4 5x2 4+ 2x + 112]p
b.) [—4x* +x? —414]
c.) [—2x* +8x> + x? — 46]p

@ 5.6.4 SesabequeW:{{Z b} tal que a+3b—c—5d:0y—2a—6b+3c+14d:0} es

d
. . . -3 1 1 0

un subespacio vectorial de M»(R). Ademés una base deW es B = { { 0 01 , {_ 4 11 } Para

los siguientes elementos de )V determine

2 [ 5],
W (5 2],
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Transformaciones Lineales

6.1 Preliminares

Si V y W son espacios vectoriales, una funcién 7 : V — W es una transformacion lineal, abreviado “t.1.”, si
T(v+au)=T(v)+aT(u), Vvyue V, Va € R

Laaccién de T es enviar combinaciones lineales de ) en combinaciones lineales de W (en R" envia lineas
a lineas y el cero al cero).

Teorema 6.1
Sea 7 :V — W t.l., entonces

a.) T(av)=aT(v), x €R

b) T(0)=0

c.) Si B={vy,Va,...,va} es un conjunto generador de V, entonces si v = a1vy + aVa + ... + 4, Vn,
setiene T (v) =T (mv1i+ aava + ... +ayvn) = a1 T (v1) + a2 T va2) + ... + a,T Vp).

Esto dice que 7 se conoce totalmente por su acciéon sobre una base.

Si T:V—W es tl., entonces el nicleo de 7 es Nucl7T ={v € V talque T(v) =0} C V. A veces se
escribe Ker 7. Este conjunto es subespacio vectorial de V.

Si 7:V—Wes tl., entonceslaimagende 7 es Img7 ={w € W talque Iv e V con T (v) =w} CW.
Este conjunto es subespacio vectorial de W.

Teorema 6.2
Sea 7 :V —= W t.l., entonces

1) T esinyectiva (invertible) si y sélo si Nucl7 = {0y}
2) T essobreyectiva si Img7 =W

3) 0y € NuclT

4) T(0)=0y € ImgT

5) Si T es biyectiva (isomorfismo), tenemos



6.2. EJERCICIOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

a) Besli.enV siysolosi 7(B) esli.en W

b) B es un conjunto generador de V siy sélosi 7 (B) en un conjunto generador de VW

c) B esunabasede V siysolosi 7 (B) enunabase de W
6) dimNucl7 4+ dimImg7 =dimV

7) SidimV =dimW (finita) entonces: 7 es inyectiva <= 7T es sobreyectiva .

43

6.2 Ejercicios

@6.2.1 Demuestre que si 71 y 7, son transformaciones lineales, tales que 71 (x;) = T2(x;), Vx; € B,

siendo B = {x1,X2,...,Xn } una base de V, entonces 71(u) = 7(u), Vu eV

@6.2.2 Sea 7 :V — W una transformacion lineal. Demuestre que Nucl (7) es subespacio de V.

@6.2.3 Sea 7 :IR? = R3 una transformacién lineal tal que 7(1,0) =(1,2,0) y 7(0,1) = (0,3,4).

Determine 7 (x,v)

@ 6.2.4 Sea T : R? = R? una transformacién lineal tal que 7(1,1) = (5,6) y T (1,—1) = (7,8).

Determine 7 (x,y)
@6.25 SeaT :IR®— R?tal que T (x,v,z) = (x, x +y+2z).
1) Verifique que 7 es transformacioén lineal.
2) Determine una base para Nucl (7).
3) Determine una base para Img 7.
@6.26 SeaT :R* = R3tal que T (x,y,2z) = (x —y, x+y, y +2).
1) Verifique que 7 es transformacioén lineal.
2) Determine una base para Nucl (7).
3) Determine una base para Img7 .
@6.2.7 SeaT : P, (R) = P (R), talque T (a+bx +cx?) = a+ bx?
1) Verifique que T es una transformacion lineal.
2) Determine dos elementos de Nucl (7)
3) Determine una base para Img (7))

4) Determine dim (Nucl (7)) y dim (Img (7))

@6.28 SeaT : My (R) = P> (R) talqueT({ Z }) =2ax*+ (b—a)x+c+d.

a [
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1) Verifique que 7 es transformacién lineal.
2) Determine una base para Nucl (7).
3) Determine una base para Img7 .

@6.2.9 Sea A3z unamatrizfijay 7 : M3.1(R) = M341(R) definida por 7 (X) = AX. Muestre
que 7 es transformacién lineal.

@ 6.2.10 Considere la transformacion lineal 7 : V — W. Si Nucl (7)) = {OV} y el conjunto de
vectores {vl,vz,. . .,vn} es linealmente independiente, demuestre que el conjunto de vectores

{T(vl), T(v2),..., T(vn)} también es linealmente independiente.

@ 6.2.11 Considere el conjunto B = {2x,x —3,2—x%+ x}.

a.) Verifique que B es una base de P, (R).

b.) Si 7 :P>(R)— R3 es una transformacion lineal, con 7 (2x) = (0,2,1), 7 (x —3) = (0,—4,—2)
y T (2—x*+x) = (0,—2,2), determine T (a + bx + cx?), siendo a + bx + cx* € P, (R).

@ 6.2.12 Sea 7 : V — WV una transformacion lineal. Demuestre que Img(7") es subespacio de

W.
@ 6.2.13 Considere el conjunto B = {x2,3x —2x%,3 + x}.

a.) Verifique que B es una base de P, (R).

b.) Si se sabe que 7 : P, (R) = P, (R) es una transformacién lineal, con 7 (x?) = —4x — 2x?,
T (3x—2x%) = 2x+x%y T (3+x) = —2x — 2x?, determine 7 (a + bx + cx?), siendo a +
bx + cx? € P2 (R).

@6.2.14 Sea T : P, (R) = R> tal que T (a + bx + cx?) = (2b — c,a,c — 2a — 2b)
1) Verifique que 7 es una transformacién lineal.
2) Obtenga el nticleo de 7 y la nulidad de 7.
3) Obtenga el rango de 7 y una base de la imagen de 7.
@6.2.15 SeaT : P> (R) = P2 (R), talque T (a4 bx +cx?) = (Bb+a)+ (a+ b — c) x + (c + 2b) x*

una transformacién lineal. Determine si 7 es inyectiva o no lo es. Justifique.

1 1
@ 6.2.16 Sea A = {3 5

} y T : May1(R) = Mjy1(R) definida por 7 (X) = AX.
a.) Muestre que 7 es transformacion lineal.
b.) Determine una base para el ntcleo de 7, ;Es T invertible?, si es asf, calcule 7 1(X).

c.) Determine una base para el la imgen de T
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6.3 Matriz asociada a una transformacion

Sea 7 :R" = R". Recordemos que si C = {ey,ey,....en} eslabase canénica de R", entonces si
vV =aje1 + arer + ... +a,en,

se tiene
T(v) =T (are; + azes + ... +ayen) = a1 7T (e1) + a2 T (e2) + ... + a, T (en)

Si escribimos cada 7 (e;) como un vector columna, entonces tenemos una version matricial del resultado
anterior:

ai

az

T@) = |T(e1) T(e2) .. T(en)

an

Si C; = {e1,ez,...,en} eslabase canénicade V y 7 : V — W es transformacion lineal, entonces la matriz
asociada (o matriz estindar) de T es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de cada 7 (e;) en la base
canénica C, de W

También se escribe A7 = [T| gi y, en este caso, big[T (v)] o, =Arlvle

En particular, si ¥V =W = R", entonces 7 (v) = Arv (escribiendo 7 (v) como vector columna).

Si By = {v1,v2,...,vn} es una base de V y By = {wq,W3,..., W} es unabasede W ysi T :V =W es
transformacion lineal, entonces la matriz 7, de la base B; en la base B, es la matriz cuyas columnas son
las coordenadas de cada 7 (v;) enlabase B, de W,

()0 = | [TO0)], [T(v2)] g, [T(va)l

2

En este caso,

[T(x)] 5 = [T1% x5,

es decir, si conoce las coordenadas de x en la base B; y la matriz [T] gf , entonces puede calcular las coor-
denadas de 7 (x) en la base B; usando un producto matricial

2

La matriz de cambio de base, de la base B; a la base Bj, se construye con la transformacién identidad:
[I]gi. En este caso [x]p = [I]gf [x]B, -

SiS:V—=UyT:U—-WysiBj, By Bz sonbasesde V,U y W, respectivamente, entonces

[T oSlg =[T15 [SIR
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En particular, si V =U = W y C su base candnica, entonces [T o S]- = [T ] [S]-. A veces, por abuso del
lenguaje, se escribe TS para indicar la composicién.

Si 7 :V —= W es transformacion lineal invertible, entonces

()= [

By
y en particular

=)

6.4 Ejercicios

@ 6.4.1 Sea T : R® — R una tl. definida por 7 (x,y) = (x,y,x +y + z). Cosidere las bases de
R3:
B, = {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)} v B> = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)}

a.) Calcule la matriz estdndar de T

b.) Calcule [T] gf y usando esta matriz, calcule [7((1,1,3))]3,

@6.4.2 Sea T : R*> = R? una t.l. definida por 7 (x,y) = (x —y,x +y). Sea By = {(1,1),(-1,2)}
y B, = {(1,0),(—2,2)} bases de RR?.

a.) Calcule la matriz estdndar de T
b.) Calcule [T] gf y usando esta matriz, calcule [7((2,5))]s,
@ 6.4.3 Sea 7 : R3 — R3 una transformacién lineal. Considere las bases de R?,
B ={(1,3,0),(1,1,0),(0,0,1)} y C = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
Si se sabe que T(1,3,0) = (2,6,0), T(1,1,0) = (1,1,0) y T(0,0,1) = (0,0,0).
a.) Calcule [T]%
b.) Calcule [T]$
c.) Calcule las coordenadas del vector (x,y,z) en la base B, es decir, calcule [(x,y,z)]p
d.) Usando la matriz [T]g, calcule T(x,y,z) = [T(x,y,2)]c
e.) Sin usar el item d.), calcule T(x,y,z)

@ 6.4.4 Sea T :R®— R3 una transformacién lineal. Considere las bases de R3,
B=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,1,—-1)} y C={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
Si se sabe que T(1,0,0) = (2,0,0), T(0,1,0) = (0,3,0) y T(0,1,—1) = (1,1,1).
a.) Calcule [T)B y [T]§
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b.) Calcule las coordenadas del vector (x,y,z) enlabase B, es decir, calcule [(x,y,z)]5
c.) Usando la matriz [T]g, calcule T(x,y,z) = [T(x,y,2)]c

@6.4.5 SeaT :IR®— RR3definida por T (x,y) = (x —y,z,x+vy). Sea By = {(1,1,1),(-1,2,3),(0,0,1) }
y B, ={(1,0,0),(-2,2,2),—1,—1,—1} bases de R5.

a.) Calcule la matriz estdandar de T

b.) Calcule [T] gf y usando esta matriz, calcule [7((2,2,4))]s,

@6.46 SeaT : P, (R)— P, (R), talque 7 (a4 bx +cx?) =a —ax + (a+ ¢) x* una transforma-
cién lineal. Considerando las bases By = {1,x%,2x} y B, = {—x,1,x*} de P, (R).

a.) Calcule [2x — x*+5]p, y T (2x — x*> +5)
b.) Determine a matriz estdndar de T

c.) Determine a matriz de la transformacion de 7 de la base B; a la base B, y use esta matriz
para calcular [7 (2x — x*+5)]

b

@6.4.7 SeaT : My (R) = P> (R) talqueT({ccl q

formacion lineal.

}) zzgx2+(b—a)x+c+d. T es trans-

1) Determine la matriz estdindar de 7

1 2] ) usando la matriz estdndar de T

2) Calcule T ( {2 3

@ 6.4.8 Sean B = {(1,0,—1),(0,1,1),(-1,1,0)}, C={1—x,1+x} y T : R> = P; (R), tal que
T (a,b,c)=b+c+ (a+b)x

1) Demuestre que 7 es transformacion lineal.

2) Demuestre que B y C son bases de R3 y P; (R), respectivamente.

3) Determine la matriz de representacion de 7 relativa a las bases By C

@ 6.49 Sea T :P;(R)— R? tal que: 7 (a+bx) = (2a+b,a+b).Si T es una transformacién
lineal biyectiva, determine:

1) Una matriz asociada de T
2) La férmula explicita para 7 !

@6.4.10 Sea T : P2 (R) = P3(R), tal que T (a+bx +cx?) = —2a+ (2b — ¢+ a) x + bx* 4 2cx°
una transformacién lineal. Si se tiene que By = {x,1,x*} y B, = {x°,—x,2,x?} son bases del do-
minio y del codominio de 7, respectivamente, conteste lo que se pide en cada caso:

B,

1) Determine la matriz [T B,
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2) Calcule [2 — 3x + 4x?]p, y utilizando la matriz de representaciéon de 7 que obtuvo en el
inciso (a), verifique que

[T (2 —3x +4x2>} = [8x° — 3x? — 8x — 4],

B,

@ 6.4.11 Sean B={(1,0,—1),(0,1,1),(-1,1,0)},C={1—x,1+x}y T :R® = P; (R), tal que
T (a,b,c)=b+c+ (a+b)x

1) Demuestre que 7 es transformacion lineal.
2) Demuestre que By C son bases de R® y P; (R), respectivamente.
3) Determine la matriz de representacion de 7 relativa a las bases By C

@6.4.12 Sean T : R?> — P; (R) una transformacion lineal, tal que 7 (a,b,c) = (b+c) + (a +b)x,
B1={(1,0,1),(1,1,0),(1,0,0) } una base de R3 B, = {1 — x,x} una base de P; (R) y w un vector

-1
de R3, tal que Wi, = | 2 ]
3

1) Obtenga la matriz para 7 asociada a las bases B; y By; es decir, | gf

2) Calcule [T (w)]p, sin utilizar la matriz [7T] gi

3) Calcule [T (w)]p, utilizando la matriz | gi
@ 6.4.13 Sea B = {ex senx,e” cosx} un conjunto linealmente independiente y V = Gen (B). Si
T :V =V es una transformacion lineal, tal que 7 (f (x)) = f' (x), Vf € V; determine:

1) T (e*senx) y T (e*cosx)
2) [T]g
3) T !(ae*senx + Be*cosx), Va, B € R

-2 -1 =2
@ 6.4.14 Sisesabeque M= | 0 2 —1| esla matriz asociada de 7 : R® = P, (R) relati-
1 0 1
va a las bases canénicas del dominio y del codominio de 7, respectivamente, y que 7 es tanto
inyectiva como sobreyectiva, determine la férmula explicita para 71 : P, (R) = R3

@6.4.15 Sisesabe que B= {1+ 2x,x — x?,1+4 3x} es una base de P, (R), C; es la base estandar
(canénica) de P, (R), C, es la base estdndar (canénica) de R? y 7 : P, (R) = IR? es una transforma-
cién lineal, tal que 7 (1 +2x) = (2,—4), T (x — x?) = (—=1,2) y T (1 +3x?) = (1,—2), determine
Tle;
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@ 6.4.16 Sea 7 : V — WV una transformacion lineal, tal que Nucl(7") = {O} Demuestre que si

{vl, V2,...,0n } es un conjunto linealmente independiente en V, entonces {7'(01 ), T (v2),...,T (vy) }

es un conjunto linealmente independiente en W.
@ 6.4.17 Sean B = {v1,v2} y D = {w1, w> } bases de R?, tales que w1 = v1 — V2 y wy = 3v1. Si se

sabe que [T]g = B _01} , para alguna transformacién lineal T : R? — R?

1) Calcule [T (207 — v2)]p
2) Encuentre [T]p

3) Calcule [I]?, donde I : R> — IR? es la transformaci6n identidad.

6.5 Vectores y valores propios

Preliminares. El namero real A es valor propio de A, x, siexiste v € R", con v # 0, tal que Av = Av.

Si A es valor propio de A, entonces Av — Av = 0 tiene infinitas soluciones v (incluida la solucién v = 0),
y la matriz asociada A — AI tiene determinante nulo. Los valores propios reales de A son las raices reales
del polinomio caracteristico p(x) = |A — xI| (si A es simétrica, todos los valores propios son reales).

Si A; es valor propio de A, el espacio solucion del sistema Av = A;v es el espacio (vectorial) propio E,,
asociado a A;

Si A1, Ay, ..., Ak son los valores propios (distintos) de A, y si B = {vy,...vk} es un conjunto de vectores
propios asociados, donde v; esta asociado a A;, entonces B es L.i.

a.) A, tiene alo sumo, n valores propios
b.) Si A es triangular, los miembros de la diagonal son los valores propios de A

c.) C'AC y A tienen los mismos valores propios

Diagonalizacion. A, es diagonalizable si existe C,, invertible y una matriz D diagonal, tal que
C'AC=D

a.) A, esdiagonalizable siy s6lo si A, tiene n vectores propios L.i.

A O - 0
b.) Si A, es diagonalizable, entonces D = 0 A2 y las columnas de C son los respectivos

vectores propios de la diagonal (las bases de cada espacio propio). Si un espacio propio tiene bases
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con més de un elemento, el vector propio asociado se repite en la diagonal de D.

n
Ademas, Zdim Ey=mn
i=1

c.) Observe que, como caso particular, A, es diagonalizable si tiene n valores propiso distintos.

6.6 Ejercicios

Vectores y valores propios
@ 6.6.1 Considere la matriz A definida como A = [_2 4 _24}
Determine:

1) Todos los valores propios A de A

2) Un vector propio asociado con cada valor propio A

00 -2
@ 6.6.2 Considere la matriz A dadaporA= |1 2 1
1 0 3

a.) Compruebe que A =1y A = 2 son los tinicos valores propios de A.

b.) Determine una base del espacio propio asociado al valor propio A = 2.

@ 6.6.3 Considere la matriz C definida por C = [_4 4 g]

1) Determine los valores propios de A
2) Determine una base para cada espacios propio E,
1 -]
@ 6.6.4 Considere la matriz A definida como A = ¢Qué valor o valores debe tomar ¢

c 0
para que A tenga dos valores propios reales diferentes?

@ 6.6.5 Considere la matriz A dada por

1 -1
1
-1

1
A= 2 1
1 3
Determine los valores propios de A y el espacio propio asociado al valor propio.

5 4 2
@ 6.6.6 Considere la matriz A dadapor A= (4 5 2
2. 22
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1) Compruebe que A =1y A = 10 son los tnicos valores propios de A

2) Determine una base del espacio propio asociado al valor propio A =1

2 0 0
@6.6.7 SeaA=|6 —4 6
3 -3 5

1) Determine todos los valores propios de A
2) Halle una base para E;

a.) Verifique que las matrices AAT y AT A son simétricas y que tienen los mismos valores pro-
pios no nulos.

b.) (x) Verifique que los valores propios de las las matrices AAT y AT A, son ntimeros > 0
(es decir, no son negativos). Sugerencia: Recuerde que ||A,.1]> = ATA y que este es un
ndmero no negativo. Verifique que ||Av||?> = A||v||?> y luego concluya.

Diagonalizacion
@ 6.6.9 Determine si las siguientes matrices son diagonalizables. Si es asi, determine C y D.

1 2
a.) A= 43
[4 -3 -3
b) A=(3 -2 -3
-1 1 2
[1 1 1]
) A=1111
11 1]
(1 1 0]
d) A=1|110
0 1 2]

La representacion matricial “mas simple” de una transformacion

@ 6.6.10 Para las siguinetes transformaciones lineales, obtenga la representacién matricial en la
base B indicada

a.) T1:R?>—= R?% Ti(x,y) = (x +2y,4x +3y). Si B={(1,-1),(1,2)}, calcule [7'1]5.
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b.) T2:R3—= R3. Ty(x,y,z) = (4x — 3y — 3z,3x — 2y — 3z, —x + y + 2z2).
Si B=1{(1,0,1), (1,1,0), (—3,-3,1)}, calcule [T3]5.

c) T3:RE=R3 Ta(x,y,z)=(x+y+zx+y+zx+y+z).
Si B={(-1,1,0), (~1,0,1), (1,1,1)}, calcule [73].
@ 6.6.11 Determine una matriz Azx3 no trivial (es decir, no triangular) tal que

a.) A solo tiene un tnico valor propio A =5
b.) A solo tiene dos valores propios A =5y A = =5

c.) A solo tiene dos valores propios A =5, A=-5y A =0
@ 6.6.12 Determine una matriz Azy3 con tres valores propios tales que
El valore propio A =1 este asociadoa u=[1 0 —1] !
El valore propio A = —2 este asociadoa u= [1 1 1] !

El valore propio A =2 este asociadoa u= [ —1 2 1] !
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Examenes y sus soluciones

7.1 | parcial, | semestre 2018

INSTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RICA TIEMPO: 2 HORAS, 40 MINUTOS
ESCUELA DE MATEMATICA PUNTAJE: 36 PUNTOS
ALGEBRA LINEAL PARA COMPUTACION I SEMESTRE DEL 2018

I Examen Parcial

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, deben aparecer todos los pasos que le per-
mitieron obtener cada una de las respuestas. Trabaje en forma clara y ordenada, utilizando tnicamente
boligrafo azul o negro para resolver la prueba, en un cuaderno de examen o en hojas debidamente grapa-
das. No son procedentes reclamos sobre preguntas resueltas con ldpiz ni lapicero de tinta borrable o que
presenten algin tipo de alteracién. Solo se permite el uso de calculadora cientifica no programable.

1) Sean A,B,C,X € M,xx(R), tales que Ay (2 — AT) son invertibles y 2(XA)" = B+ ATAX".

a) [3 puntos] Utilice tinicamente propiedades de las operaciones entre matrices para despejar la
matriz X.

Solucién:

2(XxA)" = B+ATAXT
2XA = BT +XxATA
X (2A _ ATA) — BT

X(ZI—AT>A — BT

-1
X = BTA™! (ZI—AT>

b) [3 puntos] Determine explicitamente la matriz X para el caso particular en que:

a-l12] e-lo]
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Solucioén:

Alz[ _2 _3} y (21—AT)_1:{ L _1/3] — X:BTAl(ZI—AT)_lz[

1 2 -1 0

2) [4 puntos] Si A, B € M, «,(R) demuestre, entrada por entrada, que

(A2 +BT>T =B+ (AT)2

Solucién:

Vi=1,2,...,n,Vj=1,2,...,n se tiene que:

(A2+B")"); =

3
=7

-2/3
1/3

3) [4 puntos] Sean C,D € M;x3(R), tales que |CD| = 4y [2D| = 64. Calcule: |DC?D” (4C) "

Solucioén:

{ Como 2D| =64 = 2°|D|=64 = |D|=64/8=38

Ademis, |CD| =4 = |C||D|=4 = |C|=4/8=1/2

|

54


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

7.1. 1 PARCIAL, | SEMESTRE 2018 (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 55

)DC2DT(4C)*1’ = \D\|c2|’DTH(4C)*1‘
= |p||c|D7||40) |
= |D||cP*|D}|(4c) |
= IDIICPIDI

1 1

= |D*|C)? = =
| H’y4cy 5

4) Considere el sistema de ecuaciones lineales de variables x y y dado por:
ax -3y = 1
2ax +ay = b

Determine el valor o los valores de las constantes reales a2 y b de manera que, para cada caso, el
sistema anterior:

a) [2 puntos] Tenga solucién tinica y enuncie la solucién.
b) [3 puntos] No tenga solucién.

c) [3 puntos] Tenga infinito niimero de soluciones y enuncie el conjunto solucién.

Solucién:
La matriz asociada es A = [ ZZ _z ] ,entonces |A| =a(a+6).
a.)Si Det(A) #0 = a #0 A a # —6. En este caso el sistema tiene solucién tinica:
a =31 | —2r+K | a 3 1 ax =3y = 1 X = a+32
[2 b] 125{0 6|b 2]: - e
a a a + - (ﬂ + 6)y = b - 2 y = 116

b.) Si Det(A) =0 = a=0 V a = —6. En este caso la soluciéon depende del valor de b.

_3y = Sib=0= S={(x,—3), xeR

oSia:0:>{ = ! - {( 3) }
0 =0 Si b#0 = No hay solucién

o Sia:—6:>{ —6x—3y = 1 —2R+R {—6x—3y =

—12x -6y = b 0 = b-2

Sib=2 = S={(x,—1-2x), x € R}
Si b#2 = No hay solucién
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5) Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

X—y+w =
—x+2y+z =
Jy—2z+w =
2x —z+4w =

O N O O

a) [3 puntos] Verifique que el sistema tiene solucién tinica usando el determinante de su matriz
asociada.

Solucién:

El determinante de la matriz asociada es distinto de cero, el sistema de ecuaciones posee
solucién tnica.

1 -1 0

—1 0 1 1 1 . -
-1 2 10| -2m+p [0 1 11 B o
0 3 21| mem |0 3 —2 1| A=1 g j ; — 1. =
2 0 -1 4 0 2 -1 2

—6

b) [3 puntos] Utilice la regla de Cramer para determinarel valor de y.

Solucién:
1 0 01
-1 0 10 1 01
02 -2 1 2.-—1-| -1 10
2 0 -1 4 2 -1 4 2.3
Y= = = =1
1 -1 01 —6 —6
-1 2 10
0 3 -21
2 0 -1 4

6) Sea G = { [ZHb Z] talquea,b € Q}. Consideremos (G, +,-) con las operaciones usuales de suma y
producto en M, x,(R). Si se sabe que (G, +) es grupo abeliano,

a) [4 puntos] muestre que (G, +,-) es anillo conmutativo.
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Solucioén:

Note que G # @, ya que la matriz nula estd en G. Ademads, la multiplicacién es una

o a bl [m b
operacién interna en G, ya que V [Zb a] 7 [2b1 a1:| s€

{a b]‘[ﬂl bl]_|:aal+2bb1 ﬂb1+bu1}_[aa1+2bb1 aby + aqb cG

2b a 2by @y 2bay + 2aby 2bby + am Z(Elbl + lllb) aay + 2bby

Dado que (G,+) es grupo abeliano, para que (G,+,-) sea anillo conmutativo solo hace
falta probar que la multiplicacién sea conmutatica, asociativa y distributiva con respecto
a la suma. Estas tltimas dos propiedades son inmediatas (se heredan de las propiedades
en matrices con estas operaciones).

.. <19 8 A a b ai bl
e Conmutatividad de la multiplicacién: sean [% a] , [Zbl QJ €G

a bl [a bi] _ [ aay +b2b;  ab; + bay
2b a 2by m - _2ba1+a2b1 2bb1 + am

[ ma+b2b mb+bia
_2b1a +a12b 2byb + aqa

N _611 b1 ) a b
26y @] |20 a

Y asi, queda demostrado que (G, +,-) es anillo conmutativo.

b) [4 puntos] muestre que (H,+,-) es campo, donde

a 0
H:{[O EJ talqueaEQ}

Solucién:

Note que H posee mas de un elemento, pues las matrices nula e identidad estan en H.
Ademas, H es subconjunto de G y ya hemos demostrado que G es anillo conmutativo.

e Ambas operaciones son operaciones internas en H:
a 0 b 0 la+b O a 0| (b O [ab O
[0 a]+[0 b}_[o a+b]€Hy[0 aHo b]_[o ab]eH

e (H,+) es grupo abeliano, pues + es asociativa y conmutativa en H (se hereda de G).
Ademas,
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’

9 Y emysi|®* Yeg— |29 =|=* Ycm
0 a 0 a 0 —a

e (H—{0},-) es grupo abeliano, pues - es asociativa y conmutativa en H (se hereda de

]GH—{O} — [g 2]/: [é ?] € H— {0}

a

I:B ﬂeH—m}Sﬂgg

e La multimplicacién es distributiva con respecto a la adicién, se hereda de las propiedades
de matrices.
Con todo lo anterior, se demostré que (H,+,) es campo.
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7.2 1l parcial, | semestre 2018

INSTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RICA TIEMPO: 2 HORAS, 40 MINUTOS
ESCUELA DE MATEMATICA PUNTAJE: 35 PUNTOS
ALGEBRA LINEAL PARA COMPUTACION I SEMESTRE DEL 2018

II Examen Parcial

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, deben aparecer todos los pasos que le per-
mitieron obtener cada una de las respuestas. Trabaje en forma clara y ordenada, utilizando tinicamente
boligrafo azul o negro para resolver la prueba, en un cuaderno de examen o en hojas debidamente grapa-
das. No son procedentes reclamos sobre preguntas resueltas con ldpiz ni lapicero de tinta borrable o que
presenten algun tipo de alteracion. Solo se permite el uso de calculadora cientifica no programable.

a b
1) Sea W = a+b 0| talque a,b,c € R
0 c

a.) [4 puntos] Verifique que W es un subespacio vectorial de M3y;

Solucién:
0 0
Primero, W # @, pues |0 0| € W.
0 0
Hay que probar que au+v € W, para todo u,v € Wy a € R. Si se toman
a b d e
u= (a+b 0l e Wy v= |d+e 0| € W, para demostrar que W es un subes-
0 ¢ 0 f

pacio vectorial de M3»

a b d e
aou+v = ala+b 0|+ |[d+e O
0 ¢ 0o f
aa +d ab+e
= aa+ab+d+e 0
| 0 ac+ f
aa +d ab+e
= |(wa+d)+ (ab+e) 0 ew
0 ac+ f

pues esta matriz tiene efectivamente la forma de los elementos de W

b.) [3 puntos] Determine un conjunto generador para W
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Solucioén:

Basta con reescribir los elementos de W como una combinacion lineal de tres matrices:

[ a b
W = a+b 0

0 c

tal que a,b,c € ]R}

a
= a 0| +|b 0|+ |0 Of talque a,b,c € R
0

10 0 1 00
= all 0| +b|1 0| +c |0 O| talque a,b,c € R
0 0 0 0 01

o O
(e}

Entonces, W = Gen {

10 01
1 0|,|1 0Of,
00 00

c.) [3 puntos] Determine una base para W

i}

e}
—_

Solucién:

1 0] [0 1] [O O
Como el conjunto B = 1 0,1 0f,[0 O genera )V, entonces solo falta
0 0f] [0 0] [0 1
probar B que es linealmente independiente para demostrar que este conjunto es base de
W.

0
1

o O

+ap + a3

oo~
— oo
I
o
o

10
Resolvemos el sistema a3 {1 0
00

0

o

a1 az_ 00
a1 +a, 0 = 00
0 a3 00

N

N
I

(e}

Como la solucién a1 = a, = a3 = 0 es tnica, B es base de W

2) A continuacion se dan tres conjuntos, ninguno de ellos es subespacio vectorial del espacio vectorial V que
se indica. Explique por qué.
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a

a.) [2 puntos] W = { [ab

Z] tal que a,b € ]R}‘ W L Moo
Solucion:

Si [aab ﬂ €W y « € R, para asegurar que W es un subespacio vectorial de My, se

debe cumplir « [a Z] € W pero,si a & {0,£1} y a,b # 0, entonces

ab
a[a b]gw pues [uca ocb] 7&[ aa ocb]

ab a aab  wa aa-ab wa

x+y—3z = 0

3
x—2y+z = 1° WER

b.) [2 puntos] W es el conjunto solucién del sistema {

Solucion:

Es claro que (x,y,z) = (0,0,0) € R® no es solucién del sistema de ecuaciones propuesto,
pues por la segunda ecuacion se llega al absurdo 0 = 1, por tanto (0,0,0) ¢ W.

c) [2puntos] W = {a +bx + cx? € P,(R) talque ¢ >0}. W £ P»(R)

Solucién:

Tomando cualquier a + bx + cx?> € W y cualquier « € R, para asegurar que WV es un
subespacio vectorial de P,(R) se debe cumplir « (a + bx + cx?) € W. No obstante, si & <
0 ysic>0, tenemos

a (a+ bx + cx*) = aa + abx + acx® € W pues ac <0

2 0 6A
3) Considere el conjunto A = { ( 7 ) , ( -3 ) } y el vector u= ( 7 ) con A, B €R
0 —6 128

-3
a.) [2 puntos] Verifique que w = (12) € Gen(A)
-3

Solucioén:

Se debe verificar que w se puede escribir como combinacion lineal de los elementos de A.
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2 0 -3 2611 -3
am| 7 | +a|l -3 | =|-12 = 701 —3a, | =1 —12
0 —6 -3 —6a; -3

3

20 = =3 m = )

— 700 —3a, = -12 — 1

—66!2 = -3 a, = E

b.) [3 puntos] Si se sabe que u € Gen(A), determine el valor de la expresiéon 7A + 2

Solucion:

Como u € Gen(A), existen a1,a; € R tales que

2 0 6A 2a, 6A
| 7 | +a| -3 | = 7 |, esdecir, 701 —3ap; | = 7 | . Entonces
0 —6 128 —6a, 128
26!1 = 6\ a; = 3A
700 —3a; = 7 = 701 —3a; = 7 == 7-3A-3--28 =7
—6a, = 128 ap = —2B
TA+2B= g

4) [5 puntos] Consideremos el subespacio W = Gen{(3,-1,6,1), (—-2,10,—6,0), (—1,5,-3,0), (1,9,0,1)}.
Determine la dimensién de W.

Solucién:

Necesitamos una base para W.

u = (3,-1,61)
Primera manera: Si se toman wv z E:i ;?;_3’6(1)(;)
x = (1,9,0,1)
se puede notar que v=2w y que X =u+v, por tanto {u,v,w,x} es L.d. Reescribiendo W
obtenemos
W =Gen{u,v,w,x} = {au+ayv+azw + asx tal que ay,a,,a3,a4 € R}

= {alu + apv + L;—3v +as(u+v) tal que ay,a2,a3,a4 € IR}

— {(al +ag)u+ (ax + %3 +as)v tal que aq,a;,a3,a4 € IR}

. W =Gen{u,v}
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31 —20p = 0

. . —a1+ 100, = 0
Ademiés {u,v} es li. pues aju + apv = (0,0,0,0) = =

6061 — 61)(2 =0

N = 0

06220
0(1:0

. {u,v} es una base de W y dimW =2

Segunda manera: Las relaciones v = 2w y x = u + v se pueden obtener reduciendo el espacio

3 -2 -1 1

. -1 10 5 9

de columnas: Como W es el espacio generado por las columnas de A = 6 —6 -3 0
1 0 01

y como las operaciones elementales de fila no modifican las relaciones de dependencia entre
los vectores columna, obteniendo la forma escalonada reducida, logramos informacién de los
vectores que conforman una base de W

Vi V2 V3 V3

3 -2 -11 1 0 0 1
-1 10 59 , |0 1 5 1
6 —6 —3 0 0 0 0 O
1 0 01 0 0 0 O

Esto nos dice dim)V = 2y que una base de WV es {u,v} pues de la matriz reducida se ve que
V3 = %vz y que vy =Vvq + V3

5) Considere W = {a+ bx +cx*> € P,(R) /a+2b —c=0}
a.) (3 puntos) Verifique que W es subespacio vectorial de P,(IR)
Solucién:
Una opcion es reescribir W = {a + bx + (a + 2b)x> € P>(R) }.
1+2-x+5-x% € W por tanto W # @.

Sean u,v € Wconu=a+bx+ (a+2b)x*> y v=p+gx+ (p+29)x> Debemos verificar
que u+av € W paratodo « € R.

utav = a+bx+(a+2b)x>+p+gx+ (p+29)x>
= a+p+ (b+q)x+[a+p +20b+g))x2eW
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b.) (4 puntos) Determine una base B para W

Solucién:
W = {a+bx+(a+2b)x* € P (R)}

= {a(1+x%)+0b(x+2x?) talque a,b € R}
. W =Gen {1+ x%x+2x*}

Falta demostrar que {1 + x?,x +2x?} es linealmente independiente.
a (142 +a2(x+2x*) =0-14+0-x+0-x2

= a1 +ayx+ (a1 +2a2)x>*=0-1+0-x+0- x>

= g a; = 0
— an = 0 = H = 0
a1+2a = 0 2 -

Por lo tanto, como {1 +x%,x + 2x2} es linealmente independiente y genera W, entonces
esuna base de W.

c.) (2 puntos) Verifique que p(x) =2 — 5x — 8x> € W y ademas calcule las coordenadas de p(x)
en la base B, es decir, calcule [p(x)]p

Solucién:
Primero, note que p(x) =2 —5x —8x%> € W, pues2+2-(—5) — (—8) =0.
Por otro lado, como B = {1 +x2,x + 2x2} es base de W, basta encontrar «, 8 € R tales que
a (1+x%) + B (x +2x%) =2 — 5x — 8x
o = 2

zx+,3x—|—(1x—|—2,8)x2—25x8x2${ B
x+2 = -8

Il
|
)]
—N
|
N

Por lo tanto, [p(x)]g = (2,—5).
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7.3 1l parcial, | semestre 2018

INSTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RICA TIEMPO: 2 HORAS, 10 MINUTOS
ESCUELA DE MATEMATICA PUNTAJE: 36 PUNTOS
ALGEBRA LINEAL PARA COMPUTACION I SEMESTRE DEL 2018

ITT Examen Parcial

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, deben aparecer todos los pasos que le per-
mitieron obtener cada una de las respuestas. Trabaje en forma clara y ordenada, utilizando tinicamente
boligrafo azul o negro para resolver la prueba, en un cuaderno de examen o en hojas debidamente grapa-
das. No son procedentes reclamos sobre preguntas resueltas con ldpiz ni lapicero de tinta borrable o que
presenten algtn tipo de alteracién. Solo se permite el uso de calculadora cientifica no programable.

1) SeaT:Mz(]R)—)PZ(IR)talque’T<[ 12 Z ]) =2ax? + (¢ — b) .

a.) [3 puntos] Verifique que 7 es transformacién lineal
b.) [4 puntos] Determine una base para el nticleo de 7. ;Es 7 inyectiva?

c.) [2 puntos] Determine la dimensién de Img 7

Solucién:

a.) Hqm 7 (v +aw) =T (v) + aT (w)

a b a v B a+wua b+l
7-<[c d}+lx[c’ d’]) N T<L—|—o¢c/ d—i—zxd’])
= 2(a+4ad)x*+ (c+ac’ —b—ab)x

= 2ax*+aa'x®>+ (c—b)x +a(c —b)x
= 2ax®+ (c—b)x + 2aa'x* +a(cd —V)x

a b a v
= (e o) rer ([ 2])
b.) T([g Z])zZax2+(c—b)x:0-x2+O-x:>a:O AN b=c

NCITZ{[(C) 2} G/\/lz(]R)} = {CE (1)]+d[8 (1)] con c,dGIR}

- cenf[; o] [o 1]}
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. 0 1] [0 O . 01 00 00
Elcon]un’co{[1 0]’[0 J} es Li. pues aq [1 0}—1—512 [0 1]_[0 O] — a1=a,=0

(Gnica)

. { [? (1)] , [8 ﬂ } es base del nticleo de 7 y, ademds 7 no es inyectiva

c.) Como dim Ntcl 7 +dim Img 7 = 4, entonces dim Img 7" = 2.

Esto también se puede establecer observando que {x?x} es base de la imagen

2) Las siguientes transformaciones no son lineales, indique por qué.
a) [2puntos] T:R* = R?, T(x,y,z) = (x,x +y+z+1,x—z)
b.) [2 puntos] T : P»(R) = M3(R), T (a + bx + cx?) = [Caz b]

C

Solucién:

a.) 7(0,0,0) = (0,1,0) # (0,0,0)

b.) En general, a7 (a + bx + cx?) = [:MZ ocb] £ L:;Zz ilz] =T (aa + abx + acx?)

3) Sea 7 : R* = R? una transformacion lineal. Si B; = {(1,0,0,0), (0,1,0,0),(1,1,1,0),(0,0,—1,1)} es
una base de R* y si se sabe que 7(1,0,0,0) = (1,0), 7(0,1,0,0) = (0,2),7(1,1,1,0) = (0,0) y 7(0,0,—1,1)=
(—1,1), y si C es la base canénica de R?,
a.) [2 puntos] Determine la matriz [7]§
b.) [2 puntos] Verifique que [(x,y,z,w)]p, = (x —z—w, y—z—w, w+2z, w)
c.) [3 puntos] Usando la matriz [T , determine 7 (x,y,z,w) = [T (x,y,2,w)]c

d.) [4 puntos] Si B, = {(1,0),(1,—1)} es una base de R?, determine la matriz | gf

Solucién:

71§, = [[T(Lo,o,o)]c [7(0,1,0,0)] - [T(1,1,1,0)]. [T(o,o,—1,1)}c}

100 —1
020 1
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b.) Se verifica directamente que

(x,y,zw) = (x—z—w)-(1,0,0,0)+ (y—z—w)-(0,1,0,0) + (w+2z)-(1,1,1,0)
+w-(0,0,—1,1)

X—zZ—wW

1 00 -1 —z— —z—2
c) [T(xf%zlw)]cz[T]gl[(x'y'z'w”&:[0 2 0 1] . :[23;—ZZZ_ZZJ

w

d) [T]E = [ [T(1,0,0,0)], [T(0,1,0,0)], [T(1110)], [T(O,O,—l,l)]Bz}

[7(1,0,00)], = (1)] pues 7(1,0,0,00 = (1,00 = 1-(1,0)+0:(1,—-1)
[7(0,1,0,0)], = _ﬂ pues 7(0,1,0,00 = (0,2) = 2:(1,0)—2(1,-1)
[T(1L,1,1,0)], = :8] pues 7(1,1,1,00 = (0,00 = 0:(1,0)+0-(1,-1)
[7(0,0-1,1)], = :_(1)] pues 7(0,0,-1,1) = (-1,1) = 0-(1,0)-1-(1,-1)

o 1 0
4) Considere la matriz A= | 0 0 1
27 =27 9

a.) [3 puntos] Calcule el polinomio caracteristico de A
b.) [1 puntos] Verifique que A = 3 es el tinico valor caracteristico de A

c.) [3 puntos] Determine una base para el espacio propio asociadoa A =3

Solucion:
0—-A 1 0
a) p(A)=| 0 -A 1 = —A3+9A%2 277 +27
27 27 9-A
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b.) Aplicando divisién sintética obtenemos: p(A) = (A —3)(—=A% + 64 —9) = —(A —3)3, es
decir, A = 3 es el tinico valor propio de A

-3 10, [3 10 _ [3 10
)A-3I=| 0 -3 1|25 0 -3 1] 2251 0 -3 1
27 27 6 0 —-18 6 0 00

-3x +y =0 . _y

{ 3y 42 = 0 :>z—3y/\x—3

Ez = {y <;,1,3> talque v € IR} = E3 = Gen { (;,1,3)} y, por tanto, una base
para E3

1
es { <3,1,3) } por ser este conjunto 1.i.

7.4 Reposicion, | semestre 2018

INSTITUTO TECNOLOGICO DE COSTA RicA TIEMPO: 3 HORAS, 45 MINUTOS
ESCUELA DE MATEMATICA PUNTAJE: 41 PUNTOS
ALGEBRA LINEAL PARA COMPUTACION I SEMESTRE DEL 2018

Examen de reposicién: Solucién breve

Instrucciones: Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto, deben aparecer todos los pasos que le per-
mitieron obtener cada una de las respuestas. Trabaje en forma clara y ordenada, utilizando tnicamente
boligrafo azul o negro para resolver la prueba, en un cuaderno de examen o en hojas debidamente grapa-
das. No son procedentes reclamos sobre preguntas resueltas con lapiz ni lapicero de tinta borrable o que
presenten algun tipo de alteracién. Solo se permite el uso de calculadora cientifica no programable.

1) [4 puntos] Si A,B € M,x,(R) demuestre, entrada por entrada, que (A —B)' A=A"A - B"A

Solucién:

Hqm ((A — B)TA);; = (ATA — BTA);
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((A—B)")ix (A);

M:

((A-B)TA); =

»
Il
—_

Il
ME

(A — B)i{A)y;

»
I
—

I
MR

(A)ki{(A)kj — (B)ki(A)kj

T
(X

I
ME

(AT) i (A)ij — é(BT>ik<A>kj = (ATA - BTA);;

»
Il
—_

2) Considere las matrices Azx3, Bzx2, Cax2, Y Xax2. Se sabe que AB — C y C son invertibles.

a.) [3 puntos] Usando tinicamente dlgebra de matrices, verifique que si XABC™ ! — C"! = X, en-
tonces la matriz X que satisface la relacién es X = (AB — C)~!

Solucién:

XAB—I=XC
XAB-XC=1I
X(AB-C)=1
X=(AB-C)!

XABC l'-cl=Xx

Lell

1 0
b.) [3 puntos] Sabiendo que A = [ 3 10 ], B= { -2 1 ] y C= [ _33 :? }, determine

la matriz X

Solucién:

Como AB — C y C son invertibles, podemos aplicar el despeje de X

woc = [13] (23] 2]

Célculode X =(AB—C)!:

1 111 0| -5p+K |1 1
5 6 0 1|-5 1

1 0| -p+R 1 0
01 01]-51
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3) [2 puntos] G = { [Z ﬂ cona,b € Q}. Consideremos el par (G, +,-) con la suma y la multiplicacién

usual de matrices. Asumiendo que (G,+,-) es un anillo conmutativo, verifique que (G,+,-) no es

un campo.

Solucién:

"o

La operacion “.

es cerrada, pero “falla” en los inversos. Como I, € G, las inversas se calculan

de la manera usual. Y la inversa de A existe solo si Det(A) # 0.

a b

Si A:[b a] € G— {0} = Det(A)

4) [4 puntos] Considere el sistema de ecuaciones lineales:

= q° —

2 — b2, que se anulasi a = b.

x—2y+3z = 0
—x—y+6z = 0
x+2y+az = 0

Determine el o los valores de a, para los que el sistema tiene infinitas soluciones y obtenga el conjunto

solucién del sistema.

Solucion:

1
La matriz asociada al sistema es A =

1
la tnica posibilidad de que haya infinitas
eliminacién, con a = —9, para determinar
conjunto solucion.

-1

-2 3
—1 6 | y Det(A) = —27 — 3a. Por lo tanto,
2 a
soluciones ocurre si a = —9. Ahora aplicamos
si el sistema tiene solucién y, si hay, obtener el

0 —2 3|0
4F,-3F
0 0O -3 9|0
0 0 0 00
=Y
_ Y
3

1 -2 3|0 ey 1 -2 3
-1 -1 60| > 0 =8 9
1 2aj0| "7 0 -4 12
x—2y+3z = 0 x
Tenemos =
-3y+9z = 0 “
a b
5) SeaW:{[C d]EMZthalquea—b:O/\a—c:O}.

a.) [3 puntos] Verifique que W es subespacio vectorial de M,

Solucién:

W:{[Z ;] tal que a,de]R}#@
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[a a]+a[p p]:[a—i—lxp atap ]
P q a+ap d+aq

b.) [3 puntos] Determine una base para WV .

Solucién:
a a 11 00
W—{[ad]talquea,deﬂi}—{a[l 0]+d[0 l]talquea,de]R}

Entonces )V esta generado por el conuunto { [ 1 (1) ] o [ 8 (1) ] } y como este conjunto

es li., entonces es una base de WW

6) Consideremos el conjunto B = {(2,-3,0), (4,4,0), (a%1,a)}.

a.) [3 puntos] Determine el o los valores de a de tal manera que el conjunto B sea 1.d. (linealmente
dependiente).

Solucion:

El sistema a; - (2,—3,0) + a3 - (4,a,0) + a3 - (a%,1,a) = (0,0,0) tiene matriz asociada A =

2 4 a?
|:3 a 1 } y como Det(A) = 2a® + 12a, entoces el conjuntoesl.d.sia=00 a= —6
0 0 a

b.) [3 puntos] Verifique que si a = —6 entonces (34,4, —6) € Gen(B)

Solucién:

Si a = —6, entonces (34,4,—6) = —1-(2,-3,0) +0- (4,a,0) +1- (a*1,a)

7) Consideremos los conjuntos B; = {(1,0,1),(1,1,1),(0,0,—1)} y B, ={(-1,0,0),(0,2,0),(0,2,1)}. Es-
tos conjuntos son bases de IR3. Sea 7 : R® = IR® una transformaci6n lineal tal que

7(1,0,1) = (0,0,0), 7(1,1,1) = (=5,20,5) y 7(0,0,—1) = (—1,4,1)

By

a.) [4 puntos] Determine [T ]| 5
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Solucion:
7(1,0,1) = (0,0,00 = 0-(=1,0,0)4+0-(0,2,0)+0-(0,2,1)
T(,1,1) = (-5205) = 5-(-1,0,00+5-(0,20)+5-(0,21) = [T]2 =
1
7(0,0,-1) = (-1.,41) = 1-(=1,0,0)+1-(0,2,0)+1-(0,2,1)
05 1
051
051

X—y
b.) [2 puntos] Determine a, si se sabe que [(x,y,z)} B, = { an ]

X—z
Solucién:
2=
[(x/.%z)] B; = y
X—z
c.) [3 puntos] Determine [’7‘(1,2,3)]]92 usando la matriz [T gf
Solucién:
5 0 5 1] [-1 8
[T(1,23)] 5, = [T]g [(L23)] =10 5 1| | 2[ =8
05 1] [-2 8
-5 6 0
8) [4 puntos] Considere lamatriz A= | —3 4 0 |. Sabiendo que A =1 esun valor propio de A,
0 01

determine una base para del espacio propio asociado a a este valor propio.

Solucion:

Una base para E; es {(0,0,1),(1,1,0)}
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Solucion de los ejercicios

Soluciones del Capitulo 1
1.3. Operaciones basicas

1.3.1 8@

1.3.2 @

1.3.3 @

1.3.4 @

1.3.5 @

1.3.6 @

1.3.7 @

1.3.8 @

1.3.9 6@

1.3.10 @

Als =

6
9
3

xxT =

W O -

0
0
0

O O W

], XTX =10
2x + 3y + 4z

4z — x
—1
-2
-8

Hay infinitas opciones, por ejemplo: B = [ Z Z }, C= [ é i } y

[ x4+ 2y + 3z ]

[ —4 8
8 4
-1 -2

D:[; Z]conx;éy

XAXT =x2 + 4xy + 3y?

- b
A:ZZ]
ia
1.0 0 12 3 1 2 3
A= 20|, B=|023|yaAB=|2 8 12
3 3 3 00 3 3 12 27
T 1 -1 1 0 -1 —2 1 4 -1
A=|-1 1 -1|, B=|3 0 -1| y AB=| -1 -4 1
1 11 4 5 0 1 4 -1

k
Cada entrada del producto requiere k multiplicaciones pues (A xkBixm)ij = ) (A)ir(B)kj
i=1

y como el producto AB tiene nm entradas, entonces son nkm multiplicaciones.

1.3.11 @

En la primera opcién se hacen 100 multilpicaciones y en la segunda 54.
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1.3. Demostraciones “entrada por entrada”

1.3.12 8@

1) ((xA)"); = (wA) i = a(A);i = a(AT);;

2)  Usamos la definicion (I);; = {

1 si i=j
0 si i#Aj

(A = Y (Dl A)g = 0+ 0+ o+ (i A)sj +0 .0 = (A)y;
k=1

3)

4)  Usamos la definicién del producto.

((ATB)T);; = (ATB)ji

= i (AT) k(B ki
k=1

= kil(BT)ik(A)kj

= (BTA);;

n n n n
5)  Usamos la definicién del producto y el hecho de que Z [Z ai]-] = Z [Z az-]-]
h=1 1 [k=1

k=1 h=

((ATBC)T);; = (ATBC)j;

n

= Y (ATB)j(C)ri

k=1

k=1

-

h=1

L

Lk=1

(C)i, ahora, intercambiamos sumatorias y acomodamos,

il(AT)jh(B)hk

n

Y ACTY (B )i | (AT jn

= ;(CTBT)M(AM'

= (CTBTA);;

6) Inicio: Como A esdeorden p x gy (B—2CT)T esde orden g x r, entonces

(A(B—2ch)T);; = i (AYia((B—2CT)T)y; = i (A)in(B —2CT)j5 = ..
k=1 k=1

75


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 76

7)  Inicio: Como (2BT — C)T esdeorden g X r y A esdeorden r X p, entonces

((2BT — C)TA),; = kz ((2BT — O) Tyl Ay = -
=1

1.3.13 @
1.3.14 @

13.15 @
1) Hqm (AB);; =0sii<j.
n

Supongamos que i < j, entonces, analizamos los sumandos de (AB);; = Y _ (A)(B)y;
k=1

(B)kao si k<j,esdecir,sik=1,2,.,i<j—1

(A)ix =0sii<k,esdecir,sik=i+1,i+2,..,n

- (AB); = ki(A»kw)k,- + ki (A)i(B)i; =0 si i < j
=1 =i+1
2)

3) Desarrolle (AB);j y (BA);j, usando la propiedad de B, para establecer donde esta la diferencia.
Luego puede construir un contra-ejemplo.

El célculo anterior probaria que A conmuta con B si A es diagonal

4)
5)

1.3.16 & @

1.3. Demostraciones usando propiedades de matrices

1.3.17 ™ @

1)

2) AT(2I+B)
3)

4)

5)

1.3.18 ™ @
1.3.19 @
1.3.20 O @

1.3.21 @
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1.3.22 @

1323 @

1) Debe mostrar que (BTAB)T = BTAB

2) Use la definicién

3) Use la definicién

4) A se dice antisimétricasi AT = —A.
a) Alywxm = —Amxn = n=my (A = —(A)x = (A)x =0.
b.) Debe mostrar que (A + AT)T = A + AT
c.) Debe mostrar que A — AT = — (A — AT)T

5)

6)

1.3.24 @

1.3.25 @

1.4. Forma escalonada reducida

1.51@
10
1) A__01
1 0 0
2) B=|010
| 0 0 1
1 0 —5 2
3) C=|01 10 0
00 0 O
1100 0
0010 —1
4 D= 0001 1
0000 O
1.6. Matriz inversa
1.7.1 @
0 1 0
1) A7'=| -1 -1 1

1 -1 0

77
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2) B 1=
3) C 1=
4 D l=

1 11
011
0 0 1

[1 —x xz—y
0 1 -z
0 o 1
1 1 0 0 O
0010 -1
0001 1
(0000 O

5)  E no esinvertible.

6) A l=

1.7.2 @

1.7.3 @

1
E
g e ok
21111
L K K8 K k|

a) X=1iC'(CD+1I)

by |

3

1.74 @
1.7.5 @
1.7.6 @
1.7.7 @
1.7.8 @

1.7.9 @

1.7.10 @

este tltimo, el item 2). El item 3) resulta de verificar que (I — AB)(B™1B— AB)™! = I

1.7.11 @

1.7.12 @

0
_1
3

78

Por asociatividad, A(AB — BA) = A — (AB)A =0 = AB = BA, usando el item anterior.

Debe verificar que (I — A)(I + A + A?%) = I. Procedal!

X=A"1I-C")B!

X=[(A~B)~"

Observe que (I — AB)™! = (B71B — AB) L. Con este puede resolver el item 1) y usando

Tenemos Xyuxm ¥ Dmxm y X = BT[(A — D)T]~1

—-x-2 1 -9

X=1 3 1 0
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1.7.13"™®  Si ABT — C2? es invertible, entonces
XABT —XC* = ABT
— X(ABT—-C?) = ABT
— X = ABT(ABT —C?)-1
Luego solo queda calcular, con las matrices dadas:
-2 3 3
ABT = 0 -1 -3
1 0 3
-1 _1 _1
3 73 "6
(ABT — C?)1 0 -3 —3
1
0 2
2 _1 1
3 3 3
X = 0o 1 -1
-1 _1 4
3 73 3
1714 @
1715 @
1.7.16 @
1717 @
1718 @
1719 @
1.7.20 @
1.721M@®&  A(A+2I) = I, entonces puede deducir que la inversa existe y decir quién es!
1722 M®
1723 @
1724 @
1.7.25 M@

1.7.26 @

79
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Soluciones del Capitulo 2
2.1. Determinantes

221 @
1) Det(A)=-3

2) Det(B) =3k —12

3) Una estrategia es primero hacer una reducién en la primera columna y luego calculamos usando
expansion por cofactores. Det(C) =0

4) Det(D) =k (k> - 4)

5)  Una estrategia es primero hacer una reducién en la primera columna y luego calculamos usando
expansion por cofactores. Det(A) = —2 —2a
6) Det(A)=—-180

1 28—2a 2a—18 8—2a

1 0 —6 4 -2
2—2a| a+1 2a—13 8—2a a—4
a+1 4a—17 10—4a 3a—4

2220M@ A 1l=

223 04@®

cosf —senf 0
2244M@ Det(A)=1y A~ 1= | senfd cosfd 0
0 0 1

225 N@® Por contradiccion: Si |A| # 0, entonces A es invertible, es decir, AB =0 =—> B =0, contra-
diccién!

226 M@

227M®  Det(l, + 1) = Det(2I,) = 2"Det(I,,) = 2" # Det(I,) + Det(IL,) =2

228 @

2294M®@

2210 4@  Det(2ATA71A?%) =128

2211M®  Primero, despeje Adj(A) en la férmula de la inversa. [2BAdj(AT)| = —1500

22124"M®&  Observe que [2A — B| =2y |2AC — BC| = |2A — B||C| = |I| = 1. Entonces

1

Det((6A —3B)~1CT) = 108
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2 23
[B] ~ 10

22134™@® |(AB)'A+B ! =|B A 'A+B!|=2B7!| =
2214 @
2215 @
2216 O@®
2217 @

2218 @
22198N@  —

22204M®  Det(B) =12
2221 V@
2222 ¢@
2223 V@

2224 @
1) |[B| = —12

2) |C| =3

2225 @

1) Det(3A) =135

2) Det(2A71) :g
3) Det(B) =
2226 @
2227 @
2228 @

1) Det(B) = Det(P~1)Det(P)Det(A) = Det(A)

2) Det(B — aI) = Det(P~1AP — aP~'P) = Det(A — al) (sacando los factores comunes P~1y P)
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Soluciones del Capitulo 3
3.1. Sistemas de ecuaciones lineales

321 6@
1) x=1y=2,2z=3

4 7
2) xeRy= ?x’ z= _?x. Una solucion particulares x =0,y =0y z=0

3)  Solucién tinica: x =0, y=0y z=0
4)  No tiene solucién
5)  Infinitas soluciones. Solucién general

2  5x x 1
R, y==-"", z=2—2, w=—7x.
xeR, vy 3 37 z 3 3 w X
. . 13 2
Una solucién particulares: x =3, y = —?,z: 3/ w = —21.
1
6) veER x= Y z =3y, w = 3y — 1. Una solucién particular es, por ejemplo
=0 x——1 z=0,w=-1
y_ 7 - 2/ - 7 -
7)
2 2

La solucionesx € R, y = §+?x,z:l.

Una solucioén particulares x =0, y=2/3 y z=1

8) Infinitas soluciones: d € R, a =194d, b = —12 — d,c = —3. Una solucién particular es d =0, a =
19, b=—-12yc=-3

9)  No tiene solucién

10)  Infinitas soluciones: s € R, t =1 — s, u = —1. Una solucién particulares s =5, t = —4,u = —1.

11) s=0,t=1,u=-1.

. X . . .
322404@ La solucién es y =t, x =2 — t, solo resta poner [y] como combinacién lineal de matrices

3.234M®
3.240®
3.25M®
a.) Como es un sistema 2 x 2, podemos usar el criterio del determinante. Si Det(A) = —b(a +b) # 0 el
sistema tiene solucién tnica. Como es homogéneo, solo hay la tnica posibilidad de x =0, y =0 si
b#0ya#—b

b.) Como es un sistema 2 x 2, podemos usar el criterio del determinante. Si Det(A) = 0 entonces el siste-
ma o no tiene solucién o tiene infinitas soluciones. Como el sistema es homogéneo, deberian entonces
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haber infinitas soluciones.

a b b =0
Det(A)—Hb _b”_—b(a+b)_o:>{a -
Anadlisis de casos:
—_— ax = 0 x=0 si a#0
2 S1b—0entonces{ 0 =0 :>{ x arbitrariosi a=0
Sib=0Aa=0 = X:m,x,yeﬂz

Sib=0ANa#0 = X:[O],yelR

Y
Lo —bx+by = 0 x=y si b#0
b) Sta=—b entonces{ bx—by = 0 :>{ x,y arbitrariossi b=0
SibA0Aa=—-b = X:m,xeﬂz
Sib=0Aa=0 = X:B],x,yEJR
32.6 @
(a>+1)b
327 0@ Det(A) = a — a°. Hay solucién tnica si a # 0 y a # 41. En este caso, x:m,

(a*x —ab — ax + b — 2x) yz:%(b+ab+2x—ax—a2x)

N[ =

y:

Si Det(A) = 0 entonces no hay solucién si b # 0. Para el caso b = 0 tenemos infinitas soluciones
Lo Lo
y x € R, yzé(a —a—-2)y z:—i(a +a—2)x

a2 —n—4

328M® Det(A) = (a« +2)(a — 3). Si (a« +2)(a —3) # 0 tenemos solucién tnica x = pa———

y=—a’+ax—a—x+3yz=—-1—a+ux

Si Det(A) = 0 solo hay solucion cuando a« = —2. Enestecaso x € R, y=1—-3xy z=1+x. Enel caso
« = 3, no hay solucién.

3294M4@®

95
3210 6@ El determinante de la matriz asociada A es Det(A) = 11k — 95. Si k # T hay solucién

95 3 11
tnica x=0,y=0y z=0.Si k= T la solucién es y = é, z= —3—; (infinitas soluciones)
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3211 @

A 0 . . .
3212 @ X = 14| =1, y= Ta] =0 (pues |Az| =0 ya que sus dos primeras filas se repiten).
3213 M@
3214 @

1) |A|=2—-2a = |A| #0sia# -1

2)

3215 @
3.2.16 M@
3217 V@
3218 @

3219 8®

Soluciones del Capitulo 4
4.3. Grupos

4314M®
a.) Cerradura: Si A,B € G = Det(AB) =Det(A)Det(B) =1 = AB € G
b.) La asociativodad la hereda de M;(R)

c.) El neutro multiplicativo es I, € G pues Det(I;) =1

1

_ _ -1
_Det(A)_1:>A eG

d.) Si A € G entonces la inversa existe y, Det(A™1)

41324M®
a.) Cerradura: a xb =2ab € R* pues a,b #0.

ax(bxc) ax2bc = 4abc
(axb)xc = 2abxc = 4abc

b.) Asociatividad: {
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1
axe = a=— a = 2ae — ¢= —.
c.) Neutro: 1 2
E *xa = a
axa = 21141/:1:>a’:i pues a #0
2 4a '
d.) Inversos: v’
1 1 1 1
- = 22— = —. R* -1 —_—
P L= 3 s VaeRY, a "

e.) El grupo (G, *) es conmutativo pues a * b = b * a = 2ab.

433 M@
a.) Cerradura: (a,b) * (c,d) = (ac,ad +b) € G pues ac # 0.

sociatividad: (a,b) * ((c,d) * (p,q)) = (acp, acq+ad +b)
b.) Asociativid d.{ (a,b) * (c.d) * (p,q) = (acp, acq+ad+b)

c.) Neutro: { (a,b)  (ere2) = (ab) = (a-er,a-e24b) = (a,h) = (e1,e2) = (1,0)
' "\ (e,ex) x(a,b) = (1,0)* (a,b) = (a,b)
(a,b) * (a',b) = (1,0) = (@,V) = <le'_Z> pues a,b # 0.
d.) Inversos: v
(i-i) f(ab) = (1,0). - ¥(ab) € G, (ab) = C_Z)

e.) El grupo (G, *) no es conmutativo pues (a,b) * (c,d) = (ac, ad + b) pero (c,d) * (a,b) = (ac, bc +d)

4344@®

a.) Cerradura: Si a,b € R — {—1} es claro que aob=a+ b+ ab € R. Solo falta probar que aob =
a+b+ab € R—{-1}, esdecir, a+ b+ ab # —1. Para probar esto, observe que

a+b+ab=—-1<=a+b+ab+1=0<+<= (a+1)(b+1) =0, lo cual es imposible, pues a,b €
R—{-1}.

(aob)oc = (a+b+ab)oc = a+b+ab+ c 4+ (a+b+ab)c

b.) Asoc1at1v1dad:{ao(boc> = ao(b+c+bc) = a+b+c+be+ a(b+c+be)

Desarrollando se verifica que las os expresiones son iguales.

c.) Conmutatividad: aob=a+b+ab=0b-+a+ ba="boa pueslasumay el producto son conmutativas
en RR.
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d.) Neutro: Por el item anterior, solo necesitamos resolver la ecuacién a o e = a.

aoce=a<=a+et+ae=a<=e(a+1)=0<=e=0puesa € R—{-1}.

e.) Inversos: Por el item anterior, solo necesitamos resolver la ecuacion aoa =e = 0.

aoa=0<=a+a+aa=0<=a(l+a)=—a = E:—ﬁ € R—{-1} pues —%7&—1.
Como a # —1, todos los elementos de R — {—1} tienen inverso.

435M@  (—4,1)3 = (=4,1) % (—4,1) % (—4,1) = (—4+ —4+3,2-1-1)x(—4,1) = (=5,2) % (—4,1) =
(—6, 4).

Para calcular (2, —3)~2 requerimos calcular el neutro (ej,e;) para poder calcular inversos.

a.) Neutro: (a,b) x (e1,e2) = (a,b) = (e1,e2) = <—3, ;)

b.) Inversos: (a,b) * (a’,b') = <—3, ;) = (d,V)=(a,b) ' = (6 —a, 4117) pues b € R*

c) (—4,1)%% Kl, g) * (2,—3)2]2 = (—6,4) % Kl, i) * (_13’ 712”2 — (64)s (_9/ 217)2 ) <_18, 71269)

43.6 O @

a.)

b.)

c.)
11

d) E= [f f €G
2 2
1 1

e.) A:[41” 41a €G
i I

4.3. Anillos y campos
437 @
438 M@
439 €M@

4310 O ®
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4311 @
4312 @
43.13 @
4314 @

4315 @

Debe probar las propiedades adicionales de campo (recuerde que algunas propiedades se

heredan de M;(IR)). Por ejemplo,

aa’ +2bb’  ba' + ab’

Cerradura: a b @ ¥ = eG
20 a2 a | | 2(ba'+ab') ad +2bb

El inverso multiplicativo: Si A = { ¢ Z ] = Al= [

a
a2—-2b?

b
a2-2b?
2b _a '
a2—2b2

__2b
a2—2b2

Observe que para todo g € Q, g +/2

4.3.16 @
4317 @
4318 @
4319 @
4320 @
4321 @
43.22 @
4323 @
4324 @
4325 @
4.3.26 @
4327 @
4328 @
4329 @
4330 V@

4331 @
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4332 @
4333 @
4334 @
4335 @
43.36 M@
4.3.37 @
4.3.38 @
4339 @
4.3.40 @
4341 @
43402 N®

4343 @

Soluciones del Capitulo 5
5.2. Subespacios vectoriales

521 @
522 €M@
523 @
524¢M@®
5.2.5 M@
ow-{fp !
v+au = [0
by

by
dy

|+

0
by

by
dy

-1

} € M3 (R) tal que dZO}.

0
b1 + aby

b1 + aby
di + ady

|

88

Mmmmm, tiene la forma de los elementos de WV pero podria pasar que d; + ad, <0, tomando dy,d»

y & < 0 de manera adecuada. Por ejemplo, si d; =1, do =3 y &« = —1 entonces d; +ady <0. ..

no es subespacio vectorial de V

W
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2) W={a+ (2a—3c)x+cx*> € P,(R)} siessubespaciode V pues W # @ (;por qué?) y ademds
v+au = a;+ (2a; —3c1)x +c1x? + aap + a(2ay — 3c2)x + acrx?

= ay+aay + [2(ay +aay) — 3(c1 +acy)]x + (c1 + acz)x? € W.

3) W= {(x,2x) € R*} sies subespaciode V pues, W # @ (;por qué?) y ademds si v,u € W, entonces
digamos que v=14(1,2) y u=>5(1,2). Asi,

v+au = (a+ab)(1,2) e W.

5.2.6 @
5.2.7 @

528 M@
1) No es subespacio vectorial: 5i A € W = «A € W pues en general a AxA # aA.

2) Si es subespacio vectorial. W # @ (spor qué?) y (A +aB)T = AT +aB" =A+aB VABe Wy
a€R

3) W = @ entonces no es subespacio vectorial de R?

529 @

52,10 \@®
5211 @
5212 @
5213 @
5214 @
5.2.15 @
5.2.16 @

5.2.17 @
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5.4. Independencia lineal

54.1 @

x+2y+3z = 0
a.) x+y+z = 0 = x=0,y=0,z=0. .. Bes Li
2x4+z = 0

b) x+2y+3z = 0 — x=0,y=0,z=0. .. Bes Li
x+y+z = 0

c.) B es l.d pues, resolviendo el sistema, obtenemos (1,4,7) =3(1,2,3) —2(1,1,1)

5.4.2 @
5.4.3 @

544 @ Solucién: Si escribimos a1x + a2x? + az(x® + x + 1) = 0 esto quiere decir que a1x + axx? +
a3(x® + x + 1) es una funcién constante (en este caso es el polinomio nulo, que es el neutro aditivo en
P5[R] ) asi que la ecuacién a;x + azx? + a3(x® 4+ x + 1) = 0 es valida para todo x. Luego

e poniendo x = 0 obtenemos a3 =0

ap +ap
2a1 4 4ay
cién tinica a; = 0, a; = 0 dado que el determinante de la matriz asociada es # 0

e poniendo, digamos, x =1y x = 2 obtenemos el sistema homogéneo { que tiene solu-

545 @

54.6 @
a1+0a, = 0

547 @ Solucioén: a; [ 1 (1) ] + ap [ 8 (1) ] =0ryp» = Zfl—:—OSZZ i 8 de donde obtenemos
a+2a, = 0

a) = dapy = 0

548 @

549 @ Solucién: Podemos obtener un conjunto generador para W observando que

(t,s —t,s)=1t(1,—-1,0) +s(0,1,1)

Esto nos dice que W = Gen {(1,—-1,0),(0,1,1) }.
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5410 M@  Solucién: Podemos obtener un conjunto generador para W observando que los vectores de
W son de la forma (2y — z,y,z) = y(2,1,0) +z(—1,0,1). Esto nos dice que W = Gen {(2,1,0),(—1,0,1) }.

5411 @

5412 M@

5413 @

5414 M@

5.4.15 ®@® Solucién: Puesto que B = {(1,2,1),(1,—2,5),(—1,—2,1),(1,2,0)} es un conjunto de 4
1 2 1

elementos de R® entonces es I.d. y B solamente genera a W. Como Det| 1 —2 5 | # 0, entonces
-1 -2 1

B=1{(1,2,1),(1,-2,5),(—1,—2,1) } si es unabase deW y dim W = 3, es decir, W = R>.

Otra manera de obtener la dimensiéon de W es calcular el rango de la matriz A que sigue (obteniendo la
escalonada reducida).

1 21 12 1
A | v 250 |04 4
-1 -2 1 00 2

1 20 00 0

Esto nos dice que Rang(A) = 3, luego la dimensién de W es 3, es decir, W = R®

54.16 M@ Solucion: Podemos obtener una base de W observando que los vectores de WV son de la
forma (2y — z,y,z) = y(2,1,0) +z(—1,0,1). Esto nos dice que W = Gen {2,1,0),(—1,0,1) }. Ademas este
conjunto es L.i. por lo que es una base de W

5.4.17 @ Solucién: Por definicion si u = (uq,up,u3) € W+, entonces u-w =0 Yw € W. De aqui obte-
nemos queu-w=u-(a1(2,1,0) +a,(—1,0,1)) = 0. Para satisfacer esta relacién basta con que u- ((2,1,0) +
(—=1,0,1)) = 0. Asi obtenenemos el sistema

2u1+up, = 0
—ui1+uz; = 0

Este sistema tien infinitas soluciones. Una manera de expresar estas soluciones es poniendo u; = t, u; =
—2t, u3 =t, t € R. Luego u = #(1,—2,1). Esto muestra que WL =Gen { (1, —2,1)} y como este es un con-
junto Li. entonces una base de W es {(1,—2,1) } (pues la dimsensién de W no puede ser mas grande que
1)

54.18 @

5419 @

5.4.20 @
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5.4.21 @

a
—2d d -2 1

w=cen({[} 2.2 9}

Ahora, resolviendo el sistema a; [(1) (1)] + a» [_02 (1)] = [8 8] obtenemos solucién tinicaa; =0 yap =0.

Por tanto el conjunto generador es una base de W

5422 M@  Veamos que siv € WV entoncesv = { a] =a 1 1} +d { 0 O] . Por tanto,

5423 @

5424 @

5425 @

5.4.26 @

5.4.27 @

54.28 @

5429 @

5430 @

5431 @

54324M@& No,(0,0,0) ¢S
54334M@®  S={(2t,t0)talquet € R}. Unabasees B=1{(1,1,0)}
54341 \@®

5.4.35 @

5.6. Coordenadas de un vector en una base
5.6.1 @
5.6.2 M@

a) 14515 = (5-%.3)

b.) ..

c) [(a,a,a)]p= ( — 2a,a,a>


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

d) [(a,b,a))s = (} (b —5a), 1(50 —b),a)

5.6.3 @
a) [x*+5x2+2x +112]p = (2,5,0,1)
b.) [—4x*+ x* —414]3 = (0,1,0,—4)

c) [—2x*+8x3 +x2 —46]5 = (0,1,8,-2)

5.6.4 @

o [(22)], e
o[ 1)) e

Soluciones del Capitulo 6
6.2. Transformaciones lineales

6.2.1 @ Solucién: Como B esbase de V y u € V, entonces

Ti(u) = Ti(a;xg+ axxa + ... + apxn)

= aﬂ](xl) =+ ﬂzﬂ(Xz) + ...+ a,ﬂ](xn)

= mT(x1) +axT2(x2) + ... + a,T2(xn) (por hipétesis)
Ta(a1x1 + axxa + ... + ayXn)
= Ta(u)

6.2.2 @

6.23M® T (x,y)=T(x(1,0)+y(0,1)) =xT7(1,0) +y7(0,1) = (x,2x + 3y,4y)
6244M®  T(xy) =(6x—y,7x—y)

6.2.5 M@

6.2.6 M@

6.2.7 M@

6.2.8 M@

6.2.9 M@

6.2.10 M@

6.2.11 @
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6.2.12 @
6.2.13 @

6214 @ Solucién:

1) Seana + bx +cx?,a1 + hix + x> € B, (R) ya € R

(a (a+ bx +cx?) +ay + bix + c1x?)

(xa + abx + acx® + a1 + byx + c1x?)

((va+a1) + (ab+by) x + (ac + 1) x?)

(ab+b1) — (ac+c1),aa+ay, (ac+c1) —2(aa+ay) —2(ab+by))
(2ab 4 2by — ac — c1,aa + ay,ac + ¢ — 20a — 2a; — 2ab — 2by)

2ab — wc,aa,0c — 20a — 2ub) + (2by — c1,a1,¢1 — 2a7 — 2by)
a(2b—c,a,c —2a —2b) + (2by — ¢1,a1,¢c1 — 2a1 — 2by)

= a7 (a+bx+cx?) + T (a1 + bix + c12?)

-
- T
i
2

2) Seaa + bx + cx?> € Nucl (7))

Como a + bx + cx? € Nucl(T) = T (a+ bx + cx?) = (0,0,0)

T(a+bx+cx?)=0
= (2b—c,a,c —2a—2b)=(0,0,0)

2b—c=0
= { a=20

c—2a—2b=0
— ¢=2b

De esta manera, Nucl (7)) = {bx +2bx*/b € R}
Una base de Nucl (7)) es el conjunto B = {x + 2x?}; asi, nulidad de 7 es 1.

Como lanulidad de 7 es 1, se tiene que el rango de 7 es igual a 2 (note que la dimensién del dominio
es 3).

Dado que una base del nicleo de 7" es B = {x + 2x?}, a partir de esta se puede obtener una base para
el dominio.

El conjunto B; = {x +2x%,1,x} es una base del domio (fueron agregados los vectores 1y x). El con-
junto B, = {7 (1), 7T (x)} = {(0,1,—2),(2,0,—2)} es una base de la imagen de 7.
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6.2.15 M@  Solucion:

Hay que recordar que 7 es inyectiva si, y solo si, su nticleo estd conformado tinicamente por el vector nulo.
Sea a + bx + cx? € Nucl (7))

Como a + bx + cx? € Nucl(T) = T (a+ bx +cx?) =0

T (a+bx+cx?) =0
— (Bb+a)+(@a+b—c)x+(c+20)x*=0

Six =0 se tiene que 3b +a =0

Al derivar en ambos miembros de la igualdad (3b 4 a) + (a +b — c) x + (c +2b) x* = 0, se obtiene a + b —
c+2(c+2b)x=0

Evaluando nuevamente en x =0 se tienea +b —c =0

Al derivar en ambos miembros de la igualdad a + b — ¢ +2(c +2b) x = 0, se obtiene 2 (c +2b) =0

3b+a=0
Asi, debe cumplirse que { a+b—c=0
2(c+2b)=0

Utilizando el método de Gauss—Jordan, se tiene que

13 00 1030 a="%
11 -10{~|01 3 0f =
04 2 0 00 0

De esta manera, Nucl (7) = {3 — 5x + cx2/c € R} y se concluye que 7 no es inyectiva.

6.2.16 @

6.4. Matriz de una transformacion

641 @

a.) Matriz estdndar de T :

7(1,0,0) = (1,0,1)

100
7(010) = OL1) — Ar=1{0 1 0
7(0,0,1) = (0,0,1) 11
b) [T)3:
7(1,0,00 = 1-(1,1,0)—1-(0,1,0)+1-(0,0,1) Lo 1
T(01,0) = 0-(1,L,0)+1-(0,1,0)+1:(0,01) — (7%= |-1 1 0]
7(1,1,1) = 1-(1,1,0)40-(0,1,0) +3-(0,0,1) T 13

(1,1,3) = —2-(1,0,0)—2-(0,1,0) + 3 (1,1,1) = [(1,1,3)]5, = (—2,—2,3)


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

1 0 17[-2 1

L8], = { 1 ] H _ H

1 1 3|13 5
642 M@
643 M@

y—x ytx
210 2 2
d) T(oy,z) = [T(oy2)le = [T l(xy2)ls= [6 1 0| | 22| = |2
0 00
z 0
e.) Utilizamos el teorema 6.1 c.)
T(x,y,2) = T[y;x(l,s,o)Jr3"2_y(1,1,0)+z(0,0,1)]

3x —vy

_ g T(1,3,0) + T(1,1,0)+zT(0,0,1)

_ y;x(2,6,0)+sz_y(l,l,o)+z(0,0,0)
<y+x 5y + 3x O)

27 2
644 @
2 0 1
0

2 0
a.) [T]g—{ 3 2]y[T]§—{O 3
00 —1 0

—_ =

|

o

b.) (x,y,z) =4a1(1,0,0) +a2(0,1,0) +a3(0,1,—-1) = sy =x, ax=y+z y a3 = —z.

[(x,y,2)]B = (x,y +2,—2)

96


https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 97

2 01 x 2x — z
c) T(x,y,z)=[T(xy,2)]c=[T5l(xy2z)p= |0 3 1| |y+z| = [3y+2z
0 01 4 —z
6.4.5 @
6.4.6 O @

cirme ([} 8]) <2 ar((g ) <nr([2 )3 2]) -

entonces si C; es la base canénica de M, y C; la base canénica de P,, tenemos en coordenadas,

o ar= (I8 DL (0 DL, P 8D (T8 2]

0011
Ar=|-1 10 0
2000

> 1 2
= [1] ,esdecir, T =5+ x +2x2
5 2 3

1
W NN =

6.4.8 M@

6.4.9 @

6.4.10 @
6.4.11 @
6.4.12 @
6.4.13 @
6.4.14 @
6.4.15 @
6.4.16 M@

6.4.17 @
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6.5. Vectores y valores propios
6.6.1 M@

6.6.2 @

a.) Si A es un valor propio de la matriz A se cumple que:

A0 -2
- 1 2—-A 1 =0
1 0 3-A
A -2
(Z—A)-' . 3—/\‘_0

(2—=A) - [-A(B—=A)—1--2]=0
(2-A)(A*=3A+2)=0

el

2-A)(A—-2)(A—1)=0

De esta manera, los tinicos valores propios de Ason A =2y A =1.

a
b.) Seau = |:b] un vector propio asociado al valor propio A = 2.
c

Se busca u de manera que se satisfaga Au = Au

2
+
(@)
I
(@)

—2c
b
— a+2b+c :{ }
2c
| a-+3c
—2c = 2a
N a+2b+c = 2b
a+3c = 2
—2a—2c = 0
— a+c = 0
a

!
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—c
Asi, E; (el espacio propio de A asociado al valor propio A =2) estd dado por E; = { { b } tal que b,c € ]R}
c

1 0
dientes que generan a dicho espacio).

-17 [0
Por lo tanto, el conjunto B = { { 0 ] , {1] } es una base de E; (note que son dos vectores indepen-

6.6.3 M@
1) [A—AIl=(4—A)(2—A). Los valores propiosson A =2 y A =4

2) Bases para E; y Ey:

E; : Resolvemos [_24 8] x] = [0] — E,={(0,t) talque t € R} yunabasees B={(0,1)}

E,4: Resolvemos [ 0 0 [x]

4 —o = [0] = E;={(t,—2t) talque t € R} yunabasees B={(1,—-2)}

6.64 M@
6.6.5 @
6.6.6 M@
6.6.7 M@

6.6.8 @

a.) De acuerdo a las propiedades de las transpuestas, (AAT)T = AAT. Por otra parte, las matrices AA”
y AT A tienen los mismos valores propios no nulos pues si existen A # 0 y v # 0 tales que AATy = \v
entonces

ATAATV =AATv = ATA(ATv)=A(A"v), esdecir, w= ATv es vector propiode AT A, olo que es
lo mismo, A es también valor propio, no nulo, de AT A. Observe que w # 0 pues A(ATv) = Av # 0.

b) ()

6.6. Diagonalizacion

6.6.9 @

a.) Si.C:[u V]:[_ll ;]yD:{_Ol g]
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b.) El polinomio caracteristico es p(x) = —(x — 1)?(x — 2). Ahora calculamos las bases de los espacios
propios de A1 =1 (son dos vectores) y A1 =2 (solo un vector), los vectores de cada base se colocan
como columnas de C y obtenemos D en ese mismo orden.

1

11 -3 [4 -3 -3][1 1 -3 1 00

1 0 -3 3 -2 3|1 0 -3|]=(0120

01 1 -1 1 2 01 1 0 0 2
-1 -1 1 000
c)C=|1 0 1fyD=1]0 0 0
0 1 1 0 0 3

d.) No es diagonalizable. Las dimensiones de los espacios propios suman solo 2

6.6. La representacion matricial “mas simple” de una transformacion

6.6.10 @
-1 0
a) [Mlz=|, =
1 0 0]
b) [T2)i=10 1 0
L0 2]
0 0 O]
c) [TEE=10 0 0
0 0 3]
6.6.11 @

a.) Empecemos por una matriz triangular cuyo tnico valor propio sea A = 5. Por ejemplo matriz

513
B=|0 5 2
0 05
Ahora una matriz no-triangular, con los mismos valores propios que B es P™BP, si las columnas de
23 7 11
11 1 z o2
P son un conjunto Li. Por ejemplo,si P= | 3 —2 1 | = A=P 'BP=| © % 1? tiene
2 -1 2 7 u u
2 6 6

como Unico valor propio A = 5. Observe que no sirve iniciar con la matriz 513 (;porqué?)

b.) Empezamos con una matriz diagonal con los valores propios deseados, por ejemplo

5 0 0
B=| 0 -5 0
0 0 =5

Entonces la matriz buscada (no-triangular) podria ser A = P"1BP, como en el item anterior
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c.) Use las ideas anteriores para obtener una matriz A.

1 0 O 1 1 -1
6.6.12"™@® TniciandoconD=| 0 -2 0 y P=| 0 1 2 |, entonces,
0 0 2 -1 1 -1
1 1 -8 -5

A:I)—lDP:8 -8 4 -8
-5 -8 1
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