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Prologo a la primera edicion

Durante siglos, la geometria y el algebra se fueron desarrollando como
disciplinas matematicas diferentes. El filésofo y matematico francés René
Descartes, publico en el afio 1637 su tratado La Géométrie en el que introdujo un
método para unir esas dos ramas de la matematica, llamado Geometria Analitica,
basado en el uso de sistemas coordenados, por medio de los cuales, los procesos
algebraicos se pueden aplicar al estudio de la geometria.

La Geometria Analitica permite hallar y estudiar los lugares geométricos de
forma sistematica y general. Provee de métodos para transformar los problemas
geométricos en problemas algebraicos, resolverlos analiticamente e interpretar
geométricamente los resultados.

Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias, es un texto cuyo principal
objetivo es acompafiar el proceso de ensefianza y aprendizaje de un curso de
Geometria Analitica de nivel universitario de grado, promoviendo en el estudiante
el desarrollo de habilidades de observacion, comparacién, analisis, sintesis e
integracion de conceptos tanto de la Geometria Analitica plana como de la espacial.
Los contenidos que se estudian en este texto tienen gran variedad de aplicaciones
en investigaciones matematicas, en astronomia, fisica, quimica, biologia, ingenieria,
economia, entre otros.

El texto se encuentra dividido en 5 capitulos, cada uno de los cuales cuenta
con el desarrollo de contenidos tedricos, ejercicios y problemas de aplicacion. De
esta manera se busca que al finalizar el trabajo con el texto “Geometria Analitica
para Ciencias e Ingenierias” los estudiantes sean capaces de:

*  Definir y utilizar distintos sistemas de coordenadas.

« Hallar y estudiar lugares geométricos.

* Calcular angulos, distancias y proyecciones en el plano y en el espacio.

* Reconocery describir distintos tipos de superficies.

* Obtener y emplear las expresiones analiticas de curvas y superficies.

* Planificar estrategias para la resolucion de problemas geométricos a partir
de la identificacion de los datos, la representacion de los mismos y el
establecimiento de relaciones, integrando los conocimientos adquiridos.

* Analizar e interpretar resultados.

Agradecemos profundamente a todos aquellos colegas que durante los afios
de docencia compartidos realizaron valiosos aportes a los escritos preliminares de
este libro. Asimismo queremos expresar nuestro agradecimiento por las
observaciones realizadas, a los docentes que dedicaron parte de su tiempo a este
texto en la etapa de revisidn, en especial a la Magister Mercedes Larriqueta por su
gran dedicacion y esmero.

Por ultimo queremos destacar especialmente y agradecer a las autoridades
de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Cuyo, por el apoyo
brindado para lograr la primera edicién del presente texto.




PROLOGOS

Prologo a la segunda

. e P
edicion
Luego de dos afios de intenso trabajo a partir de la salida a la luz de la primera
edicién del presente texto y de haber compartido en las aulas con nuestros
estudiantes la excelente recepcién que el mismo obtuvo, es que iniciamos la
agradable tarea de enriquecer determinados contenidos.

Es asi que la presente edicion incorpora ejemplos adicionales en diversos
temas y la ampliacion de algunos de los ejes tematicos, tales como: planos
bisectores; hipérbolas conjugadas; ecuacion del plano tangente a una esfera,
aplicaciones practicas de las secciones coénicas y aplicaciones practicas de
superficies en ingenieria y arquitectura.

Nuevamente deseamos destacar y agradecer especialmente a las
autoridades de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Cuyo, por el
apoyo brindado para lograr la segunda edicion del presente texto y de la misma

forma manifestar nuestro agradecimiento a colegas y amigos por sus valiosos
aportes, comentarios y sugerencias realizadas.
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Prologo a la edicion digital

A partir de la excelente recepcién del presente texto entre mas de mil
estudiantes de las diversas carreras en los cuales se lo utiliz6 como material de
estudio de referencia, y luego de un lapso de intenso trabajo llevado a cabo a partir
de la impresion de la segunda edicidn, es que se aborda la tarea de implementar la
edicion digital del libro Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias.

El advenimiento en las aulas universitarias de las Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacién, la disponibilidad amplia de enlaces de
conectividad de banda ancha y el mayor acceso de los estudiantes a recursos
moviles de computo en sus diversas formas, puso de manifiesto la necesidad de
contar con una edicion digital del material impreso, que facilite en gran medida los
procesos de consultas y estudio de los diversos contenidos tratados en el texto.

La presente edicion incluye la modificacion de una gran cantidad de rasgos
estilisticos y de contenido. Se revisaron y ampliaron ejercicios propuestos en los
diversos capitulos, adicionando ademas algunos temas de interés propuestos a lo
largo de la utilizacion de las dos ediciones impresas del presente material.

De esta manera, la edicion digital del libro Geometria Analitica para Ciencias
e Ingenierias fue desarrollada con el espiritu de que la misma, a partir de su libre
disponibilidad y descarga, sea compartida con la comunidad estudiantil y con los
colegas interesados.




PROLOGOS

Al estudiante

iBienvenido al estudio de la geometria analitica!

En este texto encontrard el desarrollo de contenidos y actividades
destinados a favorecer la comprension y apropiacién de conceptos de la Geometria
Analitica del plano y del espacio.

Se recomienda encarecidamente realizar una lectura comprensiva de los
contenidos tedricos, utilizando lapiz y papel para completar pasos o reafirmar
conceptos, antes de intentar resolver los ejercicios. Se recomienda ademas contar
con una calculadora con pantalla para graficas o un computador con algiin paquete
de graficacion, ya que el apropiado uso de estos elementos puede favorecer los
procesos comprensivos de los conceptos desarrollados en la resolucién de
situaciones mas complicadas.

Sefialamos asimismo que el uso de estos recursos, no libera al cientifico o al
ingeniero del conocimiento de los fundamentos de la geometria analitica, sino que
permite visualizar rapidamente gran variedad de situaciones, al mismo tiempo que
permite resolver problemas de mayor complejidad.
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Capitulo 1:

Espacios Vectoriales y Vectores
Geométricos

]

“Lo que aprendemos a hacer, lo aprendemos haciendo...”

Aristoteles

1.1 INTRODUCCION

En el transcurso de la carrera y de su vida profesional, el estudiante de
ciencias e ingenierfa necesitara trabajar cotidianamente con estructuras
algebraicas denominadas espacios vectoriales y con sus elementos denominados
vectores.

Disciplinas como la fisica, con sus ramas que estudian la dindmica, la
estatica o los fendmenos derivados del electromagnetismo, por solo citar algunos
ejemplos, requieren de un uso intensivo de estas estructuras algebraicas. Es por
esto que el estudiante necesita adquirir las herramientas apropiadas que le
brinden la posibilidad de utilizar adecuadamente vectores como paso inicial al
entendimiento profundo de las demas disciplinas.

Este capitulo provee al alumno de los conocimientos referidos a Espacios
Vectoriales y Vectores Geométricos, necesarios para abordar temas especificos de la
asignatura Geometria Analitica, tales como el estudio analitico y resolucién de




CAPITULO 1: Espacios Vectoriales y Vectores Geométricos

problemas relativos a rectas y planos, cénicas y superficies.

Desarrollaremos en primer lugar conceptos relativos a Espacios
Vectoriales, estudiando sus caracteristicas y propiedades. A continuacién
presentaremos geométrica y analiticamente los vectores en los espacios bi y
tridimensional y definiremos las operaciones entre ellos, estableciendo las
propiedades basicas de las mismas. [lustraremos ademas algunas aplicaciones de
interés referentes a los temas en estudio.

1.2 ESPACIOS VECTORIALES

Como paso previo a la presentacion de los contenidos especificos
relacionados a Espacios Vectoriales que se desarrollaran en este capitulo, se
introduce en primer lugar el concepto de espacio n-dimensional.

1.2.1 Espacio n-dimensional

Para llegar al concepto de espacio n-dimensional, revisemos los conceptos
de espacios bi y tridimensionales.

1.2.1.1  Vectores en R’

Cada punto del plano tal como el punto P de la Figura 1.1, puede ser
representado por un par ordenado de nameros reales, los cuales reciben el nombre
de coordenadas del punto P.

Si se une el origen del sistema de coordenadas O con el punto P
mencionado, queda definido un vector v segin se observa en la Figura 1.1.

17 IR

a, P(x, y) a, P(x y)

!
!

Figura 1.1

Definicion: Un vector v en el plano xy es un par ordenado de ndmeros
reales (ai, a;). Los nimeros (a;, a;) reciben el nombre de componentes
del vector v. El vector nulo, que notaremos 0, es aquel que posee todas las
componentes nulas, es decir 0=(0, 0).
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1.2.1.2  Espacio bidimensional o R?

Definicion: El conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales
q . e . 2
(aq, ay), constituye el espacio bidimensional o R".

1.2.1.3 Vectores en R >

Asi como cada punto del plano se puede representar por un par ordenado
de numeros reales, cada punto del espacio tal como el punto Q, se representa por
una terna ordenada de niimeros reales (ay, a,, as). Si se une el origen del sistema de
coordenadas O (Figura 1.2) con el punto Q, queda definido un vector v en el espacio

1. . 3
tridimensional o R".

|

Figura 1.2.

Definicion: Un vector v en R3, es una terna ordenada de niimeros reales,
(ay, ay, as). Los niimeros (a4, a,, as) reciben el nombre de componentes del
vector v. El vector nulo, que notaremos 0, es aquel que posee todas las
componentes nulas, es decir 0=(0, 0, 0).

;Como se representan los puntos en el espacio tridimensional? (ver Figura 1.2). El
procedimiento es el siguiente:

. Se elige un punto como origen de coordenadas 0.

. Se dibujan tres ejes perpendiculares entre si: x, y, z.

. Se adoptan sentidos positivos para los mismos.

. Dichos ejes determinan tres planos coordenados: plano xy, plano xz, plano yz.
. Sobre los ejes x e y se marcan las coordenadas a; (abscisa) y a, (ordenada)

respectivamente, a partir de las cuales trazamos lineas paralelas a los ejes
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coordenados. A partir del punto de interseccion de ambas lineas trazamos una
linea paralela al eje z en la que ubicamos el punto @ a una cota o altura as.

1.2.1.4  Espacio tridimensional o R’

Definicion: El conjunto de todas las ternas ordenadas de nimeros reales
: o . 3
(a1, a,, a3), constituye el espacio tridimensional o R".

1.2.1.5 \VectoresenR"

De la misma forma que en los casos anteriores, una n-ada ordenada de
numeros reales (a4, a,, as,..., a,) define un vector v del espacio denominado espacio
n-dimensional o R".

Una n-ada ordenada se puede interpretar en este espacio, como un punto
generalizado, o como un vector generalizado.

. Si el simbolo (a4, a,, as, ..., a,) se interpreta como un punto generalizado,
entonces ay, a,, .., a, constituyen las coordenadas del punto.

. Si el simbolo (a4, a, as, .., a,) se interpreta como un vector generalizado,
entonces ay, a,, .., a, son las componentes del vector.

Por consiguiente definimos el concepto de vector en R":

Definicion: Un vector en R" es una n-ada ordenada de nimeros reales.
Siendo n un entero positivo, entonces una n-ada ordenada es un sucesion
de n numeros reales (ay, a,, as,... ,a,).

1.2.1.6  Espacio n-dimensional o R"

Definicion: El conjunto de todas las n-adas ordenadas de numeros
reales (ay, ay, as,... ,a,), constituye el espacio n-dimensional o R"

En la Tabla 1.1, es posible observar una sintesis de los conceptos introducidos
hasta el momento.
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El conjunto de todos los pares ordenados

Par ordenado de (a,, a,) de nimeros reales conforma el espacio R
2

numeros reales . .
bidimensional o R

El conjunto de todas las ternas ordenadas

Terna ordenada de (ay, ay, a;) de nimeros reales conforma el espacio R

numeros reales o i
tridimensional o R

El conjunto de todas las n-adas ordenadas

n-ada ordenada de (ay, ay, Gs,... ,a,) = de nimeros reales conforma nel espacio n- R

numeros reales

dimensional o R

Tabla 1.1

1.2.1.7  Operaciones entre vectores del espacio n-dimensional
oR"

Para los vectores en el espacio n-dimensional se extienden las propiedades
Ios o 2 3 o
analiticas y numéricas de vectores en R” y en R °, pero no las geométricas, las que
revisaremos mas adelante. Sean u=(uy, u,... ,u,) y v=(vy, v,...,v,,) vectores de R"

n
 lgualdad de vectores en R

Dos vectores en R" son iguales si y sélo si
ambos tienen el mismo nimero de componentes y /
las componentes correspondientes son iguales.

. =U
Es decir:

Ui=vq, Up=Vy, ..., Uy=Vy Figura 1.3.

Propiedades de la igualdad de vectores en R"

. Simétrica: u=u
o Transitiva: ~ Siu=vy v=w, entonces u=w
. Reflexiva: Si u=v, entonces v=u

« e n
« Adicion de vectores en R

Las componentes del vector suma u+v, resultan de la suma de las respectivas
componentes de los vectores u y v, es decir:

U+V = (U+Vy, Up+Vy, .., Up+Vy)
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Propiedades de la adicién de vectores en R"

. Asociativa: (u+v)+w=u+(v+w)
. Conmutativa: V+W=W+V

. Existencia del vector nulo: v+0=0+v=v
. Existencia del vector inverso aditivo:

v+(-v)=(-v)+v=0

,_‘, u+v

Producto de un vector de R" por un escalar k

Figura 1.4.

Al trabajar con vectores, a los numeros se los denomina escalares. Las
componentes del vector ku, resultan del producto del escalar k € R, por cada una

de las componentes del vector u, es decir:

ku = (kuy, kus,..., kuy)

Propiedades del producto de un vector por un escalar k

J Asociativa:

. Distributiva con respecto a la suma de vectores:

. Distributiva con respecto a la suma de escalares:
. Existencia de elemento neutro:

. Si k=0: Vector nulo en R™:

. Si k=-1: Inverso aditivo en R":

X Ejercicio 1.1.

Dados los vectores v=(-1, 1, 3, 2) y r=(0, 2, 2, 1)
a) Determine u=2v

b) Determine w=v-3r

X Respuesta Ejercicio 1.1.

a)u=2(-1,1, 3,2)=(-2, 2, 6, 4)

Figura 1.5.

ki(kou) = (kikz)u
k(u+v) = ku + kv
(ki+ky)u = ku + kou

lu=u
OQu=0
(-Du=-u

b)w=(-1, 1, 3, 2)-3(0, 2, 2, 1)=(-1, 1, 3, 2)-(0, 6, 6, 3)=(-1, -5, -3, -1)

S. Raichman — E. Totter
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1.2.2 Espacio vectorial real V

Definicion: Un espacio vectorial real V es un conjunto de objetos
denominados vectores, junto con dos operaciones llamadas adicién y
multiplicacion por un escalar que satisfacen los diez axiomas que se
enuncian a continuacién:

. Axiomas de un espacio vectorial (E.V.).
Siuyv €V, entoncesu+veV

Siuyv eV, entonces u+v =v+u

Siu, vy w €V, entonces u+(v+w) = (u+v)+w

Existe un vector 0 en V, vector nulo, tal que paratodo u € V, u+0=0+u=u
Siu € V, existe -u en V, inverso aditivo, tal que u+(-u)=(-u)+u=0

Siu € Vy kesun escalar, entonces ku € V
Para todo vector u € V, 1.u=u, siendo 1 la identidad multiplicativa.

Siuyv € Vy kesun escalar, entonces k(u+v)=ku+kv

© © N o 1k W oE

Siu €V y ki, k2 son escalares, entonces (ki+k2)u=kiu+kzu

10. Siu €V y ki, k2 son escalares, entonces ki(kz u) = (kik2)u = kz(kiu)

RZ, R3, ..., R® constituyen espacios vectoriales bajo las operaciones estandar de
adicién y multiplicacién por un escalar.

Teorema: Sea V un espacio vectorial, u un vector en V'y k un escalar, entonces:
a. Ou=0 para todo vectoru € V.
b. k0=0 para todo numero real k.
c. (-1).u=-u paratodo vectoru € V.

d. Sikuwu=0, entonces k=0 o bien u=0, o ambas ala vez.

1.2.2.1 Combinacion Lineal

Definicion: Sean vi, vz, ..., va Vectores de un espacio vectorial V.

Entonces, cualquier expresion de la forma:

kivi+kova+...+KknVn

donde ki, k2, ..., kn son escalares, se denomina combinacion lineal de los
vectores vy, vz, ..., Vn.
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X Ejercicio 1.2.
Dados los vectores vi=(-1, 1) y v2=(0, 2)

a) Verifique que u=(2, 6) es combinacién lineal de los vectores vi y vz, con
coeficientes k1=-2'y ko= 4.
b) Escriba el vector w =(4, 2) como combinacién lineal de los vectores v1 y va.

X Respuesta Ejercicio 1.2.

a) u =kivi + kavz

kiva + kava=(-2) (-1, 1)+4(0, 2)=(((-2).(-1)+4.0),(-2+8))=(2, 6)
b) w = kiv1 + kav2

(4, 2)=k1(-1, 1)+k2(0, 2)

[gualando componente a componente, se obtiene el siguiente sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas:

-k1+ 0k, =4
1k1 + 2k, =2

De la primera ecuaciéon se obtiene k;=-4, que sustituido en la segunda permite
obtener k2=3.

Es decir w=-4 vy + 3 va.

1.2.2.2  Conjunto generador de un Espacio Vectorial

Definicion: Se dice que los vectores vi, vz, ..., Vo €n un espacio vectorial V,
generan a V, si todo vector de V se puede expresar como combinacion
lineal de ellos.

Es decir, si para todo vector v € V, existen escalares ki, k», ..., kq tales que:

v = kivi+kova +...+knvn.

Ejemplos:
1)EnRz {ij}

v =(ai1, az)=(a1, 0)+(0, az)=a1(1, 0)+az(0, 1)=aii+az j

Entonces, siendo que cualquier vector de R? se puede escribir como combinacién
lineal de los vectores i, j, se dice que {i, j} es un conjunto generador de R2.

2)EnR%: {i,j Kk

v=(ai, az, az)=(as, 0, 0)+(0, az, 0)+(0, 0, a3)=
=ai(1, 0, 0)+az(0, 1, 0)+a3(0, 0, 1)=a1i+azj+azk

Entonces, siendo que cualquier vector de R3? se puede escribir como combinacién
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lineal de los vectores i, j, k. Se dice que {i, j, k} es un conjunto generador de R3.
3)EnR3: {u}

Siendo u un vector no nulo de R3, {u} es un conjunto generador de un subconjunto
de R3. Todos los vectores de este subconjunto de R3 tienen la forma: v=ku.

En el siguiente capitulo veremos que dicho subconjunto corresponde al lugar
geométrico de los puntos de R3 que se encuentran sobre una recta que pasa por el
origen de coordenadas y su direccidn esta dada por el vector u.

4)En R%:  {v1,v2},siendovi=(3,0)yvz2=(2,1),

{ v1, v2} es un conjunto generador de R?, porque para todo vector v € R?, existen
escalares ki, k; tales que:

kivi+kov2 = v. Es decir,
ki(3,0) + k2(2, 1)=( a1, a2)

Igualando componente a componente, se obtiene el siguiente sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas:

3k1+ 2k = a1
0ki1+ 1k =a>

De la segunda ecuacidn se obtiene kz=az, que sustituido en la primera permite
obtener ki=(ai -2az)/3. Por lo tanto, para cada par ordenado (ai, az) podemos
obtener los escalares k1 y k2 con las expresiones recién obtenidas.

. Propiedad

. La adicién de uno o mas vectores a un conjunto generador de un espacio
vectorial, da por resultado otro conjunto generador.

Veamos a continuacion, dos tipos de relaciones que pueden darse entre vectores de
un mismo espacio vectorial.

1.2.2.3  Dependencia e Independencia Lineal

Definicion: Sean vy, vz, .., Va n vectores de un espacio vectorial V.

Se dice que dichos vectores son linealmente dependientes (L.D.), si
existen n escalares ki, k2, .. ki, no todos nulos, tales que
k1V1+k2Vz+...+ann=0

Ejemplo:

¢Qué relacion existe entre los vectores vi=(1, 2) y v2=(2, 4) ?

v2=2v1 es decir, v2-2v1=0 Por lo tanto existen escalares no nulos (k1=-2y kz=1)
que permiten escribir la C.L. de ellos igual al vector nulo. Es asi que, el conjunto
formado por dichos vectores, {v1, vz}, es conjunto L.D.
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Definicion: Sean vy, vz, .., Va n Vectores de un espacio vectorial V.

Se dice que dichos vectores son linealmente independientes (L.1.), si la
tnica combinacién lineal de ellos que da por resultado el vector nulo, es
aquella que tiene todos los escalares nulos. Es decir,

kivi+kova+...+knwn=0 ki=ko=k3=...=kn=0

X Ejercicio 1.3.

Determine si los siguientes conjuntos de vectores son L.D. o L.L.:

a) {v1, v2} vi=(-1, 3) v2=(3, -9)
b) {v1, v2} v1=(3,0) v2=(2,1)
C) {v1, v2, v3} v1=(3, 0) v2=(2, 1) v3=(5, 1)

X Respuesta Ejercicio 1.3.

a) Observamos que vz=-3v1. Es decir, v2-3v1=0 Por lo tanto existen escalares no
nulos (ki1=-3 y kz2=1) que permiten escribir la C.L. de ellos igual al vector nulo. Es
asi que, el conjunto formado por dichos vectores, {v1, vz}, es conjunto L.D.

b) ki(3, 0) + k2(2, 1)=(0, 0)
[gualando componente a componente, se obtiene el siguiente sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incdgnitas:

3ki+2k2,=0
Ok1+1k2=0

De la segunda ecuacién se obtiene k2=0, que sustituido en la primera permite
obtener k1=0. Por lo tanto, siendo todos los escalares nulos la tinica soluciéon del
sistema, se concluye que el conjunto de vectores dado es linealmente
independiente (L.L.).

Q) ki(3,0) +ka(2, 1) + ks(5, 1)=(0, 0)

Igualando componente a componente, se obtiene el siguiente sistema de dos
ecuaciones lineales con tres incognitas:

3ki1+ 2k, +5k3=0
0k1 + 1](2 + 1k3= 0

De la segunda ecuacién se obtiene k»=-k3, que sustituido en la primera permite
obtener ki=-ks3 Por lo tanto, existen escalares no nulos al escribir la combinacion
lineal de los vectores dados que da el vector nulo. También es posible observar que
v3=v1+V2. Es asi que el conjunto de vectores dado es linealmente dependiente.

Luego de haber visto los ejemplos anteriores, podemos generalizar lo siguiente:
Sean {vy, v2} dos vectores de un E.V. V linealmente dependientes (L.D.).

Es decir, k1v1+k2v2=0 implica no todos los escalares nulos.
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Supongamos k1 no nulo, entonces podemos escribir:
V1= - (kz/kl)VZ
Por lo tanto v1 es multiplo escalar de va.

En sentido inverso, si v1 es multiplo escalar de vz , vi=kvz, podemos llegar a una
expresion vi. kv2=0, que nos permite afirmar que son vectores L.D., pues existen
escalares no nulos al escribir la combinacion lineal de los vectores dados que da el
vector nulo.

Estos resultados se expresan de la siguiente manera:

Teorema: Dos vectores un E.V. V' son linealmente dependientes (L.D.) si y sélo si
uno de ellos es un multiplo escalar del otro.

El siguiente Teorema vincula los conceptos de independencia lineal y conjunto
generador.

Teorema: Todo conjunto de n vectores linealmente independientes (L.I.) en R»
genera a R™.

Sea en R? un conjunto {v1, vz} de dos vectores de R?L.I. Por lo tanto,
kivi+kzv2=0

tiene solucién unica ki=k»=0 . Este teorema afirma que, siendo {v1, v2} un conjunto
de dos vectores de R? L.I., es conjunto generador de R2. Es decir, cualquier vector v
de R? se puede escribir como combinacion lineal de ellos:

kivi+kave=v

En otras palabras, podremos determinar los valores de los escalares ki y k2 para
cada vector v de R2.

Sea en R3 un conjunto {v1, v, v3} de tres vectores de R3 L.I. Por lo tanto,
kivi+kova+ksvs=0

tiene solucién unica ki=kz=k3=0 . El teorema anterior afirma que, dado un
conjunto {v1, vz, v3} de tres vectores de R3 L.I., es conjunto generador de R3. Esto
implica que cualquier vector v de R3 se puede escribir como combinacién lineal de
ellos: kivi+kova+kavi=v

Es decir, para cada vector v de R3 existen escalares que permiten escribir a dicho
vector como C.L. de los vectores {v1, vz, v3}.

1.2.2.4  Basey Dimension

Definicion: Un conjunto de vectores {vi, V2, .., Vu} €s una base de un
espacio vectorial V si:

a) {v1, v2, ..., vn} es conjunto linealmente independiente (L.1.).

b) {v1, vz, ..., vn} es conjunto generador de V.
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Hemos visto en el Teorema anterior que todo conjunto de n vectores linealmente
independientes (L.I.) en R genera a R". Entonces, de acuerdo a la definicion de
base, se tiene que

Todo conjunto de n vectores L.I. en R®, constituye una base de R.

Ejemplos:
1) En R%Z: a) {(1, 0); (0, 1)} Base candnica o estdndar de R?
b) {(3,0); (2,1)} En el Ejercicio 1.3 se demostr6 que este

conjunto es L.I. Y dos vectores de R? L.I,, generan a RZ. Por lo tanto son base de RZ2.

2)En R3: a){(1,0,0);(0,1,0); (0,0,1)} Base candnica o estdndar de R3

b){(2,0,0); (4,7,0);(9,0,-3)} Es un conjunto vectores de R?® L.I, (se
deja como ejercicio demostrar que son vectores L.I.). Constituyen una base de R3 ya
que tres vectores de R3 L.I. generan a R3 y por lo tanto son base de R3.

En un mismo espacio vectorial V puede haber muchas bases, ya que cualquier
conjunto de vectores de ese espacio vectorial V, que cumpla con las condiciones de
ser conjunto linealmente independiente y conjunto generador del espacio vectorial
V, es base del mismo.

Enunciaremos los siguientes teoremas:

Teorema: Si {v1, vz, ..., va} es una base de un E.V. V, entonces todo conjunto con
mas de n vectores es linealmente dependiente (L.D.).

Ejemplos:
1) En R% a){(1,0);(0,1); (2, 3)} Conjunto L.D.

2) En R3: b) {(2, 0, 0); (4,7,0); (9,0,-3);(0,0,1)} Conjunto L.D.

Todos los espacios vectoriales pueden tener muchas bases. ;Esas bases
tienen el mismo niimero de vectores?

Teorema: Si {u1, uz, .., Um} y {v1, vz, .., v} son bases del espacio vectorial V
entonces m=n.

Es decir, dos bases cualesquiera de un espacio vectorial V, contienen el mismo
numero de vectores.
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Definicion: Si el espacio vectorial V tiene una base finita, es decir con
finitos elementos, entonces la dimensién de V que se denota dim V, es el
nimero de vectores que tiene una cualquiera de las bases de V. Este
ultimo recibe el nombre de E.V. de dimension finita. En cualquier otro caso
se dice que Ves E.V. de dimension infinita.

Si V={0} se dice que V es de dimension cero.

Eiemplos:

1) Dim R2=2
2) Dim R3=3
3) Dim Rr=n

Teorema: Si {v1, vz, ..., vu} €s una base de un espacio vectorial Vy si v pertenece a V,
entonces existe un conjunto tinico de escalares ki, kz, ..., kn tales que:

v=kivi+ kv + ... + knvn
Para demostrar este Teorema suponemos por el absurdo que existen dos conjuntos

de escalares que permiten escribir al vector v como C.L. de los vectores del
conjunto dado {v1, vz, .., vu}. Es decir:

V=X1V1 + X2V2 + ... + XpVp
v= B1v1+ B2v2 + ...+ Luvn

Ahora restamos miembro a miembro y obtenemos la siguiente expresidn:

0= (0(1 —’81)V1 + (OCZ-BZ)VZ +.+ (OCn —ﬁn)Vn

Pero el conjunto dado {vi, vz, .., vn} es base de V'y por lo tanto es conjunto L.I. Es
asi que en la expresién anterior, los escalares que permiten escribir la C.L. de ellos
que da el vector nulo, son todos nulos. Es decir:

X1—=f1=-fF2=..= Kx—Ln=0
De donde se deduce que
X1=L1; 2= f2;..;%n= Fn

Esto nos permite afirmar que existe un conjunto unico de escalares para escribir
cada vector v de un espacio vectorial IV como C.L. de los vectores de una cualquiera
de sus bases.

Ejemplos:

a) {i, j} es la base candnica de R2. Escribimos un vector cualquiera v=(a1, az) de R?
de la siguiente manera:
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v =(a1, az)=(a1, 0)+(0, az)=a1(1, 0)+az(0, 1)=a1i + az j

Vemos que cualquier vector de R?, v=(a1, az), se escribe como C.L. de los vectores de
la base canoénica {i, j} . Los coeficientes de dicha C.L. son las componentes del
vector v. Para cada vector v los coeficientes de dicha C.L. son tnicos.

b) {(3,0), (2,1)} es base de R? ya que en el ejercicio 1.3 demostramos que es
conjunto linealmente independiente y por ser dos vectores de R? linealmente
independientes, es conjunto generador de RZ. Si escribimos al vector w = (8, -2)
como combinacion lineal de ellos, encontramos que:

w =kiv1 + kav2
(8,-2)=k1(3, 0)+k2(2, 1)

Igualando componente a componente, se obtiene el siguiente sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas:

3ki1+ 2k, =8
Ok1+ 1ky=-2

De la segunda ecuacidn se obtiene kz=-2, que sustituido en la primera permite
obtener k;=4.
Esdecirw=4v1-2v;

Los escalares ki1 y k2 son los uUnicos que permiten escribir al vector w como
combinacién lineal de los vectores de la base dada.

A continuacién veremos que dichos escalares reciben el nombre de coordenadas
del vector w respecto a la base dada.

1.2.2.5 Coordenadas de un vector relativas a una Base

Sea V un espacio vectorial de dimension n.
Sea B={v1, vz, .., Vn} una base de V.

Entonces, todo vector v de V puede expresarse de una tnica manera como
combinacion lineal de los vectores de la base, es decir: v=kivi+kava+...+knVn

Los escalares de la combinacién lineal se denominan coordenadas de v respecto a
la base B.

El vector de coordenadas de v relativo a la base B se denota (v)s:

(V)=(k1, k2, ..., kn)

X Ejercicio 1.4.

a) Demuestre que el siguiente conjunto A de vectores de R3 es un conjunto
linealmente independiente:
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A={ (1,2,0); (-1,0,3); (0,0,2)}

b) Indique si el conjunto A4 es base de R3. Justifique su respuesta.
c) Determine las coordenadas del vector w=(1, 4, 11) en la base dada.

X Respuesta Ejercicio 1.4.

a) Paraestudiar la dependencia o independencia lineal del conjunto de vectores
A escribimos la combinacidn lineal de ellos que da el vector nulo. Es decir,

ki(1, 2, 0)+k2(-1, 0, 3)+k3(0, 0, 2)=(0, 0, 0)

[gualando componente a componente se obtiene:

1k1-1k2+0k3=0
2ki+0k2+0k3=0
O0ki+3k+2k3=0

De la segunda ecuacion del sistema, se deduce que k1=0, que sustituido en la
primera ecuacidon permite obtener k2=0. Finalmente, de la tercera ecuacion surge:
k3=0.

Por lo tanto, siendo la tnica solucién del sistema aquella que tiene todos los
escalares nulos, se concluye que el conjunto de vectores dado A es linealmente
independiente (L.L).

b) Tres vectores de R3 linealmente independientes generan a R3. Por lo tanto,
por ser conjunto linealmente independiente (L.1.) y conjunto generador de R3, A es
una base de R3.

c) Para determinar el vector de coordenadas del vector w=(1, 4, 11) en la base
dada 4, escribimos a w como C.L. de los vectores del conjunto A. Es decir,
ki(1, 2, 0)+k2(-1, 0, 3)+k3(0, 0, 2)=(1, 4, 11)
[gualando componente a componente se obtiene:
1ki-1k2+0ks=1
2k1+0k2+0ks=4
Oki+3k2+2k3=11

De la segunda ecuacidn se deduce que k1=2, que sustituido en la primera permite
obtener:

ko=1.

Finalmente, de la tercera ecuacion surge: k3=4

Por lo tanto:
Wa=(2,1,4)

Verificacion: 2(1, 2, 0)+1(-1, 0, 3)+4 (0, 0, 2)=(2-1, 4, 3+8)=(1, 4, 11)
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x Ejercicio 1.5.

a) Demuestre que el conjunto B de vectores de R? es linealmente
independiente:

B={(1, 2);(0,-1)}
b) Indique si el conjunto B es base de R2. Justifique su respuesta.
c) Determine las coordenadas del vector v=(1,-1) en la base dada. Represente
graficamente.

X Respuesta Ejercicio 1.5.

a) El conjunto B tiene dos vectores de R? L.I. ya que las componentes de ambos
vectores no son proporcionales.

Otra forma de demostrar la independencia lineal es plantear la C.L. de los vectores
del conjunto B que da el vector nulo y verificar que los escalares de dicha C.L.
admiten como solucién unica los valores nulos.

b) El conjunto B tiene dos vectores de R? L.I. Por lo tanto es conjunto generador de
R2. Siendo conjunto L.I. y conjunto generador de R?, constituye una base de R2.

c) Las coordenadas del vector v en la base dada (v), = (ki, k2) se determinan a
partir de:

v=kivi+kzvz , siendo B={vi; v2} ,

Sustituyendo las componentes de los vectores dato se obtiene:

(v)=(1.3)

La Figura 1.6. muestra la representacion grafica del problema planteado.
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Dentro de un espacio vectorial V podemos definir subconjuntos de vectores que
cumplan determinadas condiciones. Algunos de dichos subconjuntos seran en si
mismos espacios vectoriales y otros no.

1.2.2.6  Subespacio Vectorial

Definicion: Un subconjunto S no vacio de un espacio vectorial V, es un
subespacio de V, si S es en si mismo un espacio vectorial, bajo las
operaciones de adicién y multiplicacién por un escalar definidas en V.

Teorema: Si S es un conjunto de uno o mas vectores de un espacio vectorial V
entonces S es un subespacio de V si y sélo si se cumplen las siguientes condiciones:

a) Siu€eSyveES, entonces (u+v) € S.

b) Siu € Sy k es un escalar, entonces ku € S.

Demostracion:

= Si S es un espacio vectorial, entonces se satisfacen todos los axiomas de
los espacios vectoriales; en particular se cumplen los axiomas 1 y 6 que son
precisamente las condiciones (1) y (2).

< Supongamos que se cumplen las condiciones (1) y (2). Estas condiciones
son los axiomas 1 y 6 de los espacios vectoriales. Queremos demostrar que S
satisface los 8 axiomas restantes. Los axiomas 2, 3, 7, 8, 9 y 10 son satisfechos
automaticamente por los vectores en S, dado que son satisfechos por todos los
vectores en V. Veamos que los axiomas 4 y 5 son satisfechos por S:

Sea u cualquier vector en S. Por la condicién (2), ku esta en S para todo escalar k.
En particular:

. Considerando k=0, se deduce que Ou=0 esta en S.

. Y al hacer k=-1, se concluye que (-1).u=-uestaenS.

X Ejercicio 1.6.

Determine, justificando su respuesta, si los siguientes conjuntos son subespacios
de R%:

S1={(x,y) € R / x+2y=0} S2={(x,y) € R?2 / -x+y-3=0}

X Respuesta Ejercicio 1.6.

. S1={(x,y) € R* [ x+2y=0}
u=(xy,y1) €S Entonces: x1+2y1=0 Es decir: x1=-2y1
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Por lo tanto: u=(-2y1, y1)
v=(x2,y2) €ES1 Entonces: x2+2y>=0 Es decir: x2=-2y»
Por lo tanto: v=(-2y>, y2)

Veamos si se cumplen las condiciones a) y b) del teorema:
aJ)ueSiyveS: (u+tv)€eSr?
u+v=((-2y1-2y2), 1+y2))=(-2(y1+y2), (y1+y2))

Vemos que se verifica la condicion de pertenencia al subespacio Si, es decir (u+v) €
S1, ya que la primera componente del vector u+v es igual a menos dos veces la
segunda componente. O también:

-2(y1+y2) + 2(y1+y2)=0

b)u € 51 (kuesS?
u=(x1, y1) € S1 Entonces: u=(-2y1, y1)

ku=(kx1, ky1)

Entonces: ku=(k (-2y1), k y1)=(-2(ky1), ky1). Por lo tanto, ku € S1 ya que la primera
componente del vector ku es igual a menos dos veces la segunda componente. O
también:

k(-2y1)+2(ky1)=0
Por cumplirse las condiciones a) y b), el conjunto S1 es un subespacio de R2.

. S2={(x,y) € R? / -x+y-3=0}
u=(x1,y1) €S2 Entonces: -x1+y1-3=0 Es decir: x1=y1-3

Por lo tanto: u=(y1-3, y1)
V={(x2,)2) €S2

Entonces: -x2+y2-3=0

Es decir: X2=)2-3

Por lo tanto: v=(y2-3,y2)

Veamos si se cumplen las condiciones (a) y (b) del teorema:
A)UE S, YyVES: (Uu+v)€ES?

u+v=((y1-3 +y2-3), (y1+y2))

u+v=((y1+y2)-6, (y1+y2))

Vemos que no se verifica la condicion de pertenencia al subespacio Sz, ya que:
- (y1+y2)+6+(y1+y2)-320
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Por lo tanto, el conjunto Sz, no es un subespacio de R2.

Luego de haber planteado el ejercicio anterior, generalizamos para todas las rectas
posibles en R2:

a) Rectas que pasan por el origen de coordenadas:  y=mx

siendo m un valor fijoy m € R

El conjunto de todos los puntos que pertenecen a esta recta esta dado por:
A={(x, mx) /x€E€R}

A es subconjunto de R? y también es subespacio de R2.

b) Rectas que no pasan por el origen de coordenadas: y=mx+b

siendo m y b ambas constantes que toman valores reales.

El conjunto de todos los puntos que pertenecen a esta recta esta dado por:
B={(x, mx+b) / x € R}

B es subconjunto de R? pero B no es subespacio de R2.

Los conceptos indicados en los apartados precedentes, pueden ser sintetizados en
el siguiente mapa conceptual:

Espacio Vectorial V
(10 axiomas)

Subespacio Vectorial S
(2 axiomas)

v

Combinacién Lineal C.L.
kVi+koVot...+ kv,

v v

<>

k1V1+k2V2+...+ k,,v,,=0 k1V1+k2V2+...+ ann:V
{vi,Vo,Vs,.., Vit Vo Vo Vs ok {vi,va,vs,.., v} {v/v=kvi+koVotkava+. kv, )
. Conjunto L.I. ) .
Conjunto L.D. || , _,  , _ _, _ Conjunto Espacio Generado
Si aletin k<0 ki=ky=ks=...=ky=0 d
talgun ki solucion Unica Generador

v \Z
v

BASE de V(o de S)

\

dim V=n

Mapa Conceptual 1.1.
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1.3 VECTORES GEOMETRICOS

En este tema estudiaremos el concepto de vector geométrico en los espacios
bidimensional y tridimensional, analizando las operaciones que podemos realizar
en cada uno de ellos, junto con sus propiedades y aplicaciones.

1.3.1 Definicion de vector.

A continuacién veremos las definiciones algebraica y geométrica de vector
en R2y en R3.

1.3.1.1  Definicion geométrica de vector

Revisamos en primer lugar la definicion de segmento de recta dirigido:

Definicion: Sean P y Q dos puntos de R? o de R3. El segmento de recta
dirigido PQ es el segmento de recta que se extiende de P a Q.

z
y A
.0 P
T -
- 0 - B -
P | Y
o - X P //’ X / ) //'

Figura 1.7.

A continuacién definiremos segmentos de rectas dirigidos equivalentes:

Definicion: Dos segmentos de recta dirigidos PQ y RS se dice que son
equivalentes si tienen la misma longitud, direccién y sentido, sin importar
donde estan localizados respecto al origen de coordenadas.

Estamos ahora en condiciones de definir vectores desde el punto de vista
geomeétrico.

Definicion: El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos
equivalentes a un segmento de recta dirigido dado, recibe el nombre de
vector.
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Figura 1.8.

Todo segmento de recta dirigido que esté en ese conjunto se llama representacion
del vector v.

Trabajaremos con vectores libres, es decir, no interesa donde estan localizados
respecto del origen de coordenadas (Figura 1.8).

1.3.1.2  Definicion algebraica de vector

Definicion: Un vector v en el plano xy es un par ordenado de numeros
reales (v, v,).

Los nimeros v, y v, reciben el nombre de componentes del vector.

3 ,
Un vector ven R es una terna ordenada de niumeros reales (V1' vV, v3).
Los nimeros v , v, y v, reciben el nombre de componentes del vector.

Las definiciones algebraica y geométrica de vector, describen al mismo objeto, sélo
que desde puntos de vista diferentes.

x Ejercicio 1.7.

Represente los siguientes vectores con punto inicial en el origen de coordenadas:

a) v=(-3,1)
b) w=(-2,-1)
C) u=(2,0,4) ;aquéplano coordenado pertenece?

d) r=(0,-2,5) ;aqué plano coordenado pertenece?
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1.3.1.3  Magnitud, longitud o mdédulo de un vector

La longitud, magnitud o mddulo de un vector es la longitud de una
cualquiera de sus representaciones. Siempre es un nimero positivo.

2

EnR":
v=(v,v,) lvll = m Médulo de un vector v en R
En R’:
v=(v,v,,v,) Ivll = Jv2 4+ vZ+vZ Mébdulo de un vector ven R®

1.3.2 Operaciones entre vectores

Desde el punto de vista algebraico, ya hemos definido las operaciones
igualdad de vectores, suma de vectores y producto de un vector por un escalar en

- 2 3
R", vélidas para vectores en R“y en R".

Veamos a continuacién las operaciones mencionadas, en este caso desde el punto
de vista geométrico.

. lgualdad de vectores

Desde el punto de vista geométrico, dos vectores u y v son iguales si
tienen la misma direccion, el mismo mddulo y el mismo sentido (atn
cuando puedan estar localizados en posiciones diferentes).

. Suma de vectores

Desde el punto de vista geométrico: Sean v y w dos vectores cualesquiera.
Se coloca w de modo tal que su punto inicial coincida con el punto
terminal de v, (Figura 1.8). El vector v+w es el vector que va desde el
punto inicial de v al punto terminal de w.
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Figura 1.9

Si analizamos en la misma figura v+w y w+v podemos observar que:
. V+W=w+v

. el vector suma coincide con la diagonal del paralelogramo determinado por
v y w al ubicar estos vectores de forma tal que tengan el mismo punto inicial. Se
denomina regla del paralelogramo.

. Producto de un vector por un escalar

Desde el punto de vista geométrico, el vector kv es un vector tal que:

. sumédulo es: Nkvli= | k| v 1
. su direccién es: la misma direccién que v
. su sentido es: el mismo sentido que vsi k> 0y sentido opuestoavsik<0

1.3.3 Vector unitario o versor

Un vector unitario o versor u es aquel cuyo modulo es igual a 1.

Sea u el versor correspondiente a v, es decir, u tiene la misma direccién y sentido
que v, pero moédulo igual a 1, (ver Figura 1.10).

v=ku ke Rt (I)  donde R* representa el conjunto de los nimeros reales
positivos.

Por lo tanto el modulo del vector v es:
VI = K |[ull

Siendo el médulo de u igual a 1, resulta entonces:
livil = k (1)
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Sustituyendo (II) en (I) se obtiene:

=lvil u

Es decir: =—
vl

En R%:

. 2 . . .
Sea v cualquier vector no nulo en R’, entonces, u es un vector unitario que tiene la
misma direccion y el mismo sentido que v.

v 1 v,
RN T A IIvII o1
Verifiquemos que el médulo de u es igual a 1:
IIuII—IIH—II—II (IIvII )II— 1" v12+v22=H=1
En R*:

. 3 ) . )
Sea v cualquier vector no nulo en R’, entonces, u es un vector unitario que tiene la
misma direccion y el mismo sentido que v.

v 1 12 v, V3

= (V1vzv3) (
| v Il «/v1+v2+ v3 e AN AN EA

Verifiquemos que el modulo de u es igual a 1:

u =

)

vl

hu =l — II—II ( T

)II—

2 2 2
vy +v; + vy =

|Iv|| I|v|| IIUII vl

Los vectores unitarios canénicos son los siguientes:

En R*: i=(1,0),j=(0,1)

En R*: i=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1)

1.3.4 Cosenos directores de un vector

Definicion: Se llaman cosenos directores de un vector respecto de un
sistema de coordenadas ortogonales xy a los cosenos de los angulos que el
vector forma con el sentido positivo de los ejes coordenados. Los angulos
se toman entre 02 y 1802, de forma tal que los cosenos directores pueden
ser positivos o negativos.
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En R2: Sea v cualquier vector no nulo en R?

. v v
. cosenos directores: cosa= "—vl" , COSP= ﬁ

. dngulos directores: a, f

vy VU2

ol o). = (€05 cosp)

Entonces, el vector unitario o versor resulta: u=(
Siendo llull=1, se tiene que:

cos’a + coszﬁ=1

la cual constituye la relaciéon fundamental que liga los cosenos directores de un
vector en R’.

. En R3: Sea v cualquier vector no nulo en R3

Definicion: Se llaman cosenos directores de un vector respecto de un
sistema de coordenadas ortogonales xyz a los cosenos de los angulos que
el vector forma con el sentido positivo de los ejes coordenados. Los
angulos se toman entre 02 y 1802, de forma tal que los cosenos directores
pueden ser positivos o negativos.

. v v v

. cosenos directores: cosazm , cosﬁ=ﬁ, cosy="73||

. dngulos directores: a By
4
v
cosy
uf,
Pl e s il pad
210 ! cosB P
- S ~ - I
- AT R -
L cosx | e :1/'/
B ‘—- a'“ x ) . - - -
Figura 1.10

JL 22 T3y - (cosa, cosf, cosy)

Entonces, el vector unitario o versor resulta: u= ol Tl 1ol

Siendo llull=1, se tiene:
cos2a + coszﬁ + coszyzl

la cual constituye la relacién fundamental que liga los cosenos directores de un
vector en R’.
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x Ejercicio 1.8.

Encuentre un vector unitario que tengala misma direcciéon y el mismo sentido
que v=(4, -3). Represente graficamente y verifique su respuesta.

x Ejercicio 1.9.

Encuentre un vector unitario que tenga la misma direccién y el mismo sentido que
v=(2,-1,-2).

1.3.5 Componentes de un vector que no tiene punto
inicial en el origen de coordenadas

. 2 ex .
Sea v cualquier vector no nulo en R°, con punto inicial en P (x,, y,) y punto
terminal P,(x,, y,). Queremos conocer las componentes del vector PP, .

De la Figura 1.11 podemos observar que: y
OP,+P P,=OP, , L)
. 1
Es decir: P, P,=0P,-OP, 5 b
B ettt 2

Siendo OP,=(x,,y,) y OP,=(x,,¥,), 5
el vector PP, resulta:

= e
P,P,=0P,-OP, = (x,,y,)-(x;, y,)=(x,%,, y,7,) o %

Figura 1.11

. 3 e e
Sea v cualquier vector no nulo en R°, con punto inicial en P (x,, y, ,z,) y punto
terminal P,(x,, ,, z,). Queremos conocer las componentes del vector P P, .

En la Figura 1.12 podemos observar que OP,+P, P,=0P, Es decir: P,P,=0OP,-OP,
Siendo OP,=(x,,y, 2z,) y OP, = (x,,y,, Z,), el vector P, P, resulta:

P,P,=(x, ¥, 2,))-(X ¥, 2)=(X, X, ¥, Y, 2,°2,)

Figura 1.12
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X Ejercicio 1.10.

Determine las componentes del vector P, P, y represente graficamente:

a)  Pq=(-2,2) P,»=(0,-2)
b)  Py=(2,-1,1) P»=(-3,0,2)

1.3.6 Distancia entre dos puntos P1y P,

En R®: La distancia entre los puntos P (x,,y,) y P,(x,,y,) es el mddulo del vector
PP,
PP, = (x,-x, 7,71

d(P,P;) = PPl = \/(xz —x1)% + (y2 — y1)?

En R®: La distancia entre los puntos P (x,,y,,2z,) y P,(x,, 5, z,) es el mddulo del
vector P P,

P1P2= (XZ-Xl’yZ-yl’ ZZ-Zl)

d(PyPy) =l PPy 1= /(g — x1)% + (¥2 — ¥1)2 + (25 — 21)?

x Ejercicio 1.11.

En el ejercicio anterior, calcule la distancia entre P, y P, y determine luego un
vector unitario en la direccion del vector P, P,.

1.3.7 Producto Escalar

° Angulo entre vectores

2 3

Sean u y v dos vectores no nulos en R” o en R". Supongamos que se han
situado estos vectores de modo que sus puntos iniciales coincidan. El angulo entre
los vectores u y v es el angulo 6 determinado por u y v que satisface 0 < 6 < m.

. 2 3 )
Definicion: Sean u y v dos vectoresen R oen R,y 6 el angulo entreuy v,
entonces se define producto escalar, producto punto o producto
euclidiano interior como:

u.v=Ilull llvll cosf siuz0yvz0
u.v=0 siu=0o0v=0
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2 3
Sean u y v dos vectores no nulos en R 0 en R”, entonces:

a) v.v=lvil2 es decir, IIVII=(V.V)1/2

b) Si u y v son vectores no nulos, y 6 es el angulo entre ellos, entonces:
. 0 esagudosiysolosiu.v>0

. 0 es obtuso siysolosiu.v<0

. O=m/2siysblosiu.v=0

. . . o 2
Entonces, por ejemplo, para los vectores unitarios candnicos en R":

ii=ill’=1; jj=ljl*=1; ij=0 ; j.i=0

. Propiedades del producto escalar (producto punto).

2 3
Sean u, vy wvectores en R" o en R’, y k un escalar, entonces:

. u.v=v.u
. u.(v+w)=u.v+u.w

. k(u.v)=(ku).v=u.(kv)
o v.v>0, si v#0

o v.v=0, siv=0

. Producto escalar expresado en términos de las componentes de los
vectores

En R*: Sean u=(u, u))=uji+u,j ; v=(v,v,)=vi+v,j
Evaluamos el producto escalar u.v y usamos las propiedades:
u.v=(u, i+ u,j) . (v i+v,j)=uv, (L.0)+uv,(ij)+u,v, (.D+ u,v,(jj)

uv=uyv (+uv,(0)+u,v (0)+u,v,(1)

u.v = U1V1+ lllv2

EnR"™: Seanu = (u,u,u)y v=_(v,v,v,)

u.v = u1v1+u2v2+u3v3

x Ejercicio 1.12.

Determine si el angulo formado por u y v es agudo, obtuso o recto:
aJu=(2,5 v=(-1,3)

bJu=(-2,3) v=(41)
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x Ejercicio 1.13.

a) Demuestre la expresion para el producto escalar en términos de componentes
3
enR.

b) Halle el producto escalar u.v, siendou =(1,1) yv=(0, 1).

c) Encuentre el angulo entre u y v.

1.3.7.1  Vectores paralelos

Definicion: Dos vectores en R* 0 en R’ son paralelos si el angulo entre
ellos es 02 0 180°.

Propiedad: Dos vectores en R® 0 en R’ son paralelos si y sélo si uno de
ellos es multiplo escalar del otro. Es decir: u = kv.

Figura 1.13.

x Ejercicio 1.14.

Muestre que los vectores dados son paralelos y represente graficamente: u=(2, -3)
v=(-4, 6)

1.3.7.2  Vectores ortogonales

N 2 3 .z
Definicion: Dos vectores en R” o0 en R” son ortogonales si el angulo entre
ellos es igual a 902.

. 2 3 . , .
Propiedad: Dos vectores en R” o en R* son ortogonales si y solo si su
producto escalar es nulo. Es decir: u.v=0
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Figura 1.14.

x Ejercicio 1.15.

a) Muestre que los vectores u=(3, -4) y v=(4, 3) son ortogonales. Represente
graficamente.

b) Sean los vectores u=(1, 3) y v=(6, a). Determine el valor de a, de forma tal que u
y v resulten ortogonales.

1.3.8 Proyeccion ortogonal de un vector sobre un eje

Dados un vector u y un eje e definido por el vector v, se denomina
proyeccion ortogonal del vector u sobre el eje e (o sobre la direccién de v) a:

Proyvu = llullcos@ N

z
u.v = llull lvll cos@ Q"
u.v = Ivll Proyvu AN .
\\\ .'ﬁ_',’ ; AN
Es decir : (Figura 1.15) Q
) Proy, /:\
___-u__:,_’: _______________ -z
u.v - — -
Proy,u = — gl
vl
- -7 x - -7
El signo de Proyyu sera positivo si: 8 < /2 Figura 1.15.
El signo de Proyyu sera negativo si: 0>m/2

Proyvu también se denomina componente de u en
la direccion de v.
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El vector proyeccion esta dado por: (Figura 1.16)

Figura 1.16.

v uv v

Proy,u = Proy,u = = oo

X Ejercicio 1.16.

a) Siendo u=(2, 1) y v=(-1, 1) calcule la componente de u en la direccion de vy
determine el vector proyeccion. Represente graficamente y verifique su respuesta.
b) Siendo u=(2, 3, 1) y v=(1, 2, -6) calcule la componente de u en la direccién
de vy determine el vector proyeccion.

K Ejercicio 1.17.

a) Los vectores uy v forman un angulo de 1202. El médulo de u es 4. Determine el
modulo de v para que (u+v) sea perpendicular a u.

b) Halle (2x+3u).w sabiendo que el médulo de w es 8, la proyeccién de u sobre w
es 5 y que x es perpendicular a w.

1.3.9 Base ortonormal

. . . 2
Definicion: Se dice que un conjunto de 2 vectores de R™ es una base

ortonormal (BON) de R si son dos vectores ortogonales y cada uno de
ellos tiene modulo o norma 1.

N : . 3
Definicion: Se dice que un conjunto de 3 vectores de R” es una base

ortonormal (BON) de R®siesun conjunto ortogonal (todas las parejas de
vectores son ortogonales) y cada vector tiene m6dulo o norma 1.




CAPITULO 1: Espacios Vectoriales y Vectores Geométricos

Cabe sefialar que si se trata de un conjunto de 2 vectores de : ortogonales entre
si, es un conjunto linealmente independiente y por lo tanto es conjunto generador

de R*. Analogamente, si se trata de un conjunto de 3 vectores de R’ ortogonales
entre si, es un conjunto linealmente independiente y por lo tanto es conjunto

generador de R.

X Ejercicio 1.18.

Verifique que S={u, v, w} es BON de R

a) u:(o’ 1’ 0)’ V:(%I 01 %)I w:(%p 0; _%)
b)  u=(0,1,0); v=(-4/5,0,3/5); w=(3/5,0,4/5)

1.3.10 Producto Vectorial

Definicion: Se llama producto vectorial o producto cruz de dos vectores

uyvde R3, y se denota u Ay, al vector w que tiene, (Figura 1.17):

Moédulo: llu AVl = llull llvil sen®

Direccidn: perpendicular al plano determinado por las direcciones de u y
1%

Sentido: sentido de avance de un tornillo de rosca derecha cuando u rota
hacia v un angulo 6.

Figura 1.17.

X Ejercicio 1.19.

a) En base a la definicién de producto vectorial responda:

. Si en vez de considerar u A v se evalda v A u. ;Como son la direccion, el
modulo y el sentido del nuevo vector respecto del anterior?

. (A qué es igual el producto vectorial de dos vectores que tienen la misma
direccion?
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. (A qué es igual el producto vectorial de un vector por si mismo?

b) Evalue los siguientes productos vectoriales de los versores fundamentales:
iND iN] inNk

JjATL jAj  jAk

kni knj kAk

c) Demuestre que el area de un paralelogramo con vectores u y v como lados
adyacentes es:
A=lluAvill=IlvAull

. Propiedades del producto vectorial (producto cruz).

3
Sean u, vy wvectores en R, y k un escalar, entonces:

. u A v=-(vAu)

. UAN(v+w)=uAv+uhw

. (U+V)AW=UAW+VAW
. k(uAnv)=(ku) Av=uA (kv)
. OANu=un0=0

. uhu=20

. Expresion del producto vectorial en términos de las componentes de
los vectores.

Dados los vectores u y v expresados como:
u=uqi+uzj+us k
V=V1i+sz+V3 k
Evaluamos a continuacidn el producto u A v aplicando la propiedad distributiva del
producto vectorial:
UNAV=(ui+Uyj+usk)A(vii+v,j+vsk)=
= (urve) (IAD)+(uqv2) (IN) + (u1vs) (IAK) +(uzv) GAD) +(uzv2) (AT +
+(uzvs) GAK) +(usvi) (RAD) +(u3v2) (RAJ) +(u3vs) (RAK)=

=(ugvs-usvy)i+(uzvi—uqvs)j+(uivo-uzvy )k

Recordando la regla para desarrollar determinantes, verifique que la
relacion recién obtenida se puede escribir como:

UNV = ul u2 u3

Uy Uy V3
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X Ejercicio 1.20.
Dados los vectores u=(2, 1, -3) y v=(-4, 5, 2), evalue:
a) uMNv
b) vAu
c) u.v
d) Determine si el angulo que forman u y v es agudo, obtuso o recto.
e) Evalte el area del paralelogramo que determinan los vectores u y v.

1.3.11 Producto Mixto

Definicion: Se llama producto mixto de tres vectores u, vy w de R3, al
producto escalar de u Av, por w, es decir, (u A v).w

Consideremos los vectores u, vy w expresados como:
u=u,i+uyj+uszk
V=v1i+v,j+v3k

w=w1i+W,j+wsk

Evaluamos a continuacion el producto mixto (uAv).w:
(uAv).w= ((uzvs-usvy)i+(uzvi-usvs)j+(uve-uzvi)K).(wii+woj+wsk)=

= (ugvs—uzv)wy+(Usvi—uyvs)wat(Uuyva-uzvi)ws

X Ejercicio 1.21.

a) Verifique que el resultado anterior es precisamente el desarrollo del
determinante formado por las componentes de los tres vectores:

U Uy uUs

(uAv)w=|\V1 UV Vs
|w1 W, w3|

b) Evalue el producto mixto de los tres vectores candnicos.

c) ;A qué es igual el producto mixto de tres vectores paralelos a un mismo plano?

*  Propiedades del producto mixto.

3
Sean u, vy wvectores en R", entonces:

. (uAv).w=u.(vAw)
. u.(uAv)=v.(unv)=0
. Si u, vy w son tres vectores que NO estan situados en el mismo plano, el

valor absoluto del producto mixto (uAv).w, es igual al volumen del paralelepipedo
construido sobre los mismos, una vez llevados a un origen comun, tal como indica
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la Figura 1.18, siendo el area de la base el modulo del producto vectorial uAv y la
altura, la proyeccidn del vector w, en la direcciéon de uAv

. Tres vectores u, vy w son coplanares, o paralelos al mismo plano, si y sélo si
su producto mixto es nulo.

Figura 1.18.

X Ejercicio 1.22.

Demuestre que si u, vy w son tres vectores que NO estan situados en el mismo
plano, el valor absoluto del producto mixto (u A v).w, es igual al volumen del
paralelepipedo construido sobre los mismos, una vez llevados a un origen comun.

X Respuesta Ejercicio 1.22.

El volumen del paralelepipedo se calcula a partir del producto del area de la base
por la altura del mismo. Es decir, Vol=A h . Pero el area de la base es el modulo del
vector resultado del producto vectorial u A v . Es decir, A=ll u A v Il. La altura esta
dada por: h=llwll |cos8|. Entonces el volumen resulta:

Vol=A h==llu A v llllwll |cosO|

Esta expresién coincide con el valor absoluto del producto escalar entre los
vectores (UAV)y w.

Por lo tanto: Vol = [(u A v).w|

X Ejercicio 1.23.

Sean los vectores u=(1,0,1),v=(2,1,-1)yw=(0,1,1):
a) Evalue (uAv)

b) Evalteu.v

c) Evalte (u A v).w

X Ejercicio 1.24.

Sean P (0,-3,2),Q(-1,1,2)yR (7,1, -1), tres vértices de un paralelogramo PQRS :
a) Halle el punto S.

b) Calcule el area del paralelogramo PQRS.
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X Ejercicio 1.25.

Verifique usando propiedades:
a) (Bu-v) A (u-2v)=5(vAu)
b) 2(u.v Aw)=(2v A w.u)

X Ejercicio 1.26.

Dado el vector u=(0,-1,1)

a) Determine los angulos directores.

b) Determine un vector b que sea perpendicular simultdneamente al vector u y al
versori=(1,0,0) ytal que b. a = 8, siendo a = (1,2,2).

c) Evalde el producto mixto (aAi).u

d) Indique, justificando su respuesta, si {u,i,a} es conjunto linealmente dependiente
o linealmente independiente.

X Respuesta Ejercicio 1.26.

a) Dado u = (0, -1,1), debemos hallar el versor i ya que sus componentes seran los
cosenos de los angulos directores buscados:

&

u (O 1 1) ( ﬁ )
=——=(0,——,—) = (cosa, cosp, cos
el 2’2 Y

Por lo tanto tendremos:

T 3 1
a=arcc050=§ ,8=arccos(——2)=— Yy = arc cos— =

N V2

NS

b) Una forma de resolucion es la siguiente:

i j k
uni=|0 -1 1/=(0,1,1)
1 0 0

b=k(un i) = k(0,1,1)

Planteamos la condiciéon b. a = 8, siendo b = k(0,1,1):
k[(0,1,1).(1,2,2)]=8

Porlo tanto: k=2. Y resulta:

b=(0,22)
c)
1 2 2
(andDu=11 0 0o|=-4
0 -1 1
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d) Una forma de resolucion es la siguiente:

O=kiu+ki+kza
(0,0,0) =k4(0,-1,1) + k2(1,0,0)+ k3(1, 2, 2)

Ok1+ k2+ k3=0
-ki+ 0kz + 2k3=0
ki+ Okz + 2k3=0

Este sistema tiene solucién Unica: k;=0; k2=0; k3=0.

Es decir, la combinacion lineal de los vectores dados que brinda por resultado el
vector nulo es aquella en la cual los tres escalares son Unicamente nulos, por lo
tanto los vectores son linealmente independientes (LI).

Otra forma de resolucidn es la siguiente:

1 2 2
(anD.u=(1 0 0|=-4
0 -1 1

El producto mixto de los vectores dados es distinto de 0, por lo cual los vectores no
son coplanares y son linealmente independientes (LI).

1.4 L UGARES GEOMETRICOS

Las operaciones vectoriales que hemos estudiado en esta unidad nos
ayudaran a estudiar en el siguiente capitulo, los contenidos referidos a planos y
rectas, para lo cual utilizaremos el concepto de lugar geométrico (L.G.).

Definicion: Lugar geométrico en R (o en R3), es el conjunto de puntos
del plano (o del espacio) que cumplen una determinada condicion.

La ecuacion del lugar geométrico es una ecuacion del tipo f(x,y)=0, (o f(xy,2)=0),
que representa las condiciones algebraicas que deben cumplir las coordenadas de
los puntos de dicho lugar geométrico.

Ejemplo:

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de
un punto fijo llamado centro. La ecuacidn de una circunferencia con centro en el
origen de coordenadas y equidistancia r llamada radio es:

X2+y2=r2
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1.5 ACTIVIDADES DE REPASO Y AUTOEVALUACION

Defina los conceptos de espacio vectorial y subespacio vectorial.

Defina los conceptos de: combinacidn lineal, conjunto generador, conjunto
linealmente dependiente y conjunto linealmente independiente.

Defina los conceptos de base y dimension.
Defina el concepto de coordenadas de un vector respecto de una base dada.
Defina la operacién producto escalar entre vectores y enuncie sus propiedades.

Defina la operacion producto vectorial entre vectores y enuncie sus
propiedades.

Defina la operacién producto mixto entre vectores y enuncie sus propiedades.

Vincule los conceptos de conjunto linealmente independiente y conjunto
linealmente dependiente, con las condiciones de nulidad o no en las operaciones
de producto escalar, producto vectorial y producto mixto.

Demuestre que el valor absoluto del producto mixto de tres vectores que no
estdn situados en el mismo plano, (uAv).w, es igual al volumen del
paralelepipedo que generan dichos vectores, una vez llevados a un origen
comun.
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Capitulo 2:

Planos y Rectas

PAPPI “Las abejas, en virtud de una cierta
ATLENXANDRINI intuicion — geométrica, saben que el
L ks hexagono es mayor que el cuadrado y que
A FEDERICO el triangulo y que podra contener mas miel
C 0O M MANDINO . T
e Al EeT . con el mismo material
In [aomam Conusele, 3 Carmmereanis

ukern,

VA O s

Pappi de Alejandria

YVENETIL1S
Apud Frawilveade Frane e Suasnfom.
M D LAXXIK

Bt I S e

2.1 INTRODUCCION

Con los contenidos desarrollados en el capitulo anterior, estamos en
condiciones de abordar el estudio de planos y rectas, ya que con ayuda de los
vectores podremos encontrar las ecuaciones de estos lugares geométricos y
resolver problemas tales como la determinacién de posiciones relativas entre ellos,
angulos y distancias.

Existe una amplia variedad de aplicaciones de estos contenidos en
disciplinas tales como fisica, matematica, ingenieria, arquitectura, entre otras. Por
ejemplo, en las etapas de disefio, calculo y reparacién de distintos componentes
estructurales, maquinas, equipos y obras de ingenieria y arquitectura en general,
surge la necesidad de determinar distancias, angulos, proyecciones entre rectas,
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entre planos, entre rectas y planos, y de definir posiciones relativas entre dichos
lugares geomeétricos.

En este capitulo plantearemos distintas formas de escribir la ecuacion de un
plano y estudiaremos las posiciones relativas entre dos o mas planos.
Obtendremos expresiones que permiten calcular el angulo entre planos y la
distancia entre un punto y un plano. Plantearemos distintas formas de escribir la
ecuacion de una recta en el espacio y estudiaremos las posiciones relativas entre
rectas en el espacio. Asimismo deduciremos expresiones que permiten calcular el
angulo entre rectas y la distancia entre un punto y una recta, y entre dos rectas.

Para el desarrollo del presente capitulo es requisito previo el estudio del
Capitulo 1: Espacios Vectoriales y Vectores Geométricos. El trabajo en el espacio
realizado, se vera complementado con el estudio del Capitulo 5: Superficies.

Se incluyen en forma adicional, algunas actividades de repaso y
autoevaluacidn, con lo que se busca que el estudiante realice una valoracién de su
propia marcha en el proceso de aprendizaje, detectando por sus propios medios
aquellos temas en los cuales pueda existir algun tipo de dificultad o duda y pueda
corregir o revisar oportunamente los conceptos que sean necesarios.

2.2 PLANOS

2.2.1 Ecuaciones de planos
2.2.1.1  Ecuacion del plano conocidos un vector normal y
un punto

Se puede hallar la ecuaciéon de un plano m, si se conoce un vector
perpendicular al plano y un punto que pertenece a él, segiin se observa en la Figura
2.1.

Datos:
Po(x0, Y0, Zz0) ET
Punto del plano 1t

nT[=(AI B} Cj
Vector normal a
n.#0

Figura 2.1.
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Definicion: Un plano de R3 de vector normal n. no nuloy que pasa por
el punto Po(xo, yo, z0o) € m, es el lugar geométrico de todos los puntos
P(x, y, z), tales que el vector PoP es perpendicular a n.

. ECUACION VECTORIAL DEL PLANO
Sean: nx=(4,B,0) PoP. = (x-Xo, y-Yo, Z-Zo)
PoP es perpendicular a nx Por ser npun vector normal al plano.

Entonces podemos plantear que el producto escalar entre dichos vectores es nulo.
Es decir:

PoP.ng=0 Ecuacion vectorial del plano

. ECUACION GENERAL CARTESIANA DEL PLANO

Sustituyendo en la ecuacién anterior los vectores en términos de sus componentes,
resulta:

POP . nn = O
(x-x0, y-Yo, Zz-20).(4, B, C)=0

Luego:

A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-20)=0 Forma punto normal de la ecuacién del plano

Que también puede escribirse como:

Ax+By+Cz+D=0 Ecuacién general del plano

donde D=-(Axo+Byo+Czo)

Esta ecuaciéon se denomina ecuacion general del plano, ecuaciéon cartesiana o
ecuacion estandar del plano.

X Ejercicio 2.1.
Reflexionar y resolver

;Cudles son las ecuaciones de los planos coordenados?
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X Respuesta Ejercicio 2.1.

El plano coordenado xy pasa por el origen de coordenadas y cualquier vector
paralelo al eje z es perpendicular a él. En particular, el versor k=(0, 0, 1)

Aplicamos la forma punto normal de la ecuacion del plano, considerando el vector
normal nr =(0, 0, 1) y (xo, yo, 20)=(0,0,0). Podemos entonces escribir:

0.(x-0)+0.(y-0)+1.(2-0)=0

Por lo tanto, la ecuacion del plano xy es:

z=0

De forma analoga obtenga las ecuaciones correspondientes a los planos
coordenados xz e yz, que son y=0y x=0 respectivamente.

. FORMA SEGMENTARIA DE LA ECUACION DEL PLANO

Dada la ecuacion Ax+By+Cz+D=0, sabemos que los coeficientes 4, B y C de las
variables x, y, z, constituyen una terna de numeros reales llamados nimeros
directores que determinan la direccion de una recta perpendicular al plano y que
se definird mas adelante.

Siendo D no nulo, dividimos ambos miembros de dicha ecuacién por (-D) y resulta
la denominada forma segmentaria de la ecuacién del plano:

X VA
SR A
a b c
donde:
B D - D B D
=T PTTe T

X Ejercicio 2.2.

Encuentre la ecuacion general y la ecuacion segmentaria del plano m que pasa por
el punto Q(1, -1, 5) y tiene como vector normal n.=(3, 1, -1), (ver Figura 2.2).

X Respuesta Ejercicio 2.2.

En primer lugar hallaremos la ecuacion del plano en su forma vectorial. Para ello
consideramos con los siguientes vectores:
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nw=(4, B, C) Vector normal al plano
PoP=(x-x0, Y-y, Z-Z0) Vector contenido en el plano

Por definiciéon de plano, ambos vectores son perpendiculares entre si, por lo cual
podemos plantear que el producto escalar de ambos es nulo. Es decir:

PoP.n=0
(x-1,y+1, 2z-5).(3, 1, -1)=0
3(x-1)+1(y+1)+(-1)(2-5)=0

A partir de la forma punto normal de la ecuaciéon del plano, desarrollando y
agrupando términos tendremos: 3x-3+y+1-z+5=0.

Es decir:

3x+y-z+3=0

Ademas podemos escribir:

JORAE

“‘.‘. “~:[3“‘L-~“ j
n A 5
/.\ Q"_::H::"-.

Figura 2.2.

Otra forma alternativa para encontrar la ecuacién general del plano es la siguiente:

A partir de la ecuacion Ax+By+Cz+D=0, y sustituyendo las componentes del vector
normal se obtiene:

3x+1y-1z+D=0

Para obtener el valor del término independiente D, consideramos que el punto
Q (1, -1, 5) € m. Es decir, las coordenadas del punto Q satisfacen la ecuacion del
plano y por lo tanto:
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3.1+1.(-1)-1.5+D=0

3-1-5+D=0
D=3

Por lo tanto, la ecuacién del plano es:

3x+y-z+3=0

X Ejercicio 2.3.

;.Como podria determinar las coordenadas de un punto R que pertenece al plano
del ejercicio anterior?

X Respuesta Ejercicio 2.3.

Las coordenadas de un punto R(x, y, z), que pertenece al plano m, deben satisfacer
cualquiera de las ecuaciones del plano. Elegimos dos de coordenadas vy
determinamos la tercera, a partir de la ecuacion del plano elegida para trabajar.

La ecuacién general del plano es la siguiente:
3x+y-z+3=0

Elegimos las coordenadas x e y, por ejemplo: x=-1 y=2
Tendremos reemplazando en la ecuacion: 3(-1)+2-z+3=0

Es decir: z=2

Por lo tanto el punto R, que tiene por coordenadas R(-1, 2, 2) pertenece al plano .

X Ejercicio 2.4.

A partir de la ecuacidn general cartesiana del plano Ax+By+(Cz+D=0, complete los
siguientes enunciados, de modo tal que resulten verdaderos.

Si D=0 Ax+By+Cz=0 El plano 7 pasa por:
sia0 | ByrCzeD-0 | Elplano 7 es perpendicular al plano: | |
SiB-o | AvsCzD-0 | Elplano 7 es perpendicular al plano: | |
sico | AxBysD-0 | Elplano 7es perpendicular al plano: | |
SiA-B-0 | CzD0 | Elplano res paralelo al plano: | |
SiA-C-0 | BysD-0 | Elplano res paralelo al plano: | |
SiB-C-0  |AwD-0 | Elplano 7es paraleloal plano: | |
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2.2.1.2  Ecuaciones del plano dados dos vectores
paralelos al plano y un punto del mismo
Se puede hallar la ecuacién de un plano m, si se conocen dos vectores linealmente

independientes, que sean paralelos al plano y un punto que pertenece a él (Figura
2.3).

Datos:

Po(xo, yo, Zo)
Punto del plano m.

Ay
Vectores paralelos al plano & ol
linealmente independientes. Pl ey

T I L T 14

Figura 2.3.

Definicion: Un plano en R3 paralelo a dos vectores u y v, linealmente
independientes y que pasa por el punto Po(xo, yo, zo) € 7, es el lugar
geométrico de todos los puntos P(x, y, z) tales que el vector PoP se puede
escribir como combinacién lineal de u y v.

Es decir:

PoP=kiu + kv conkiykz€R.
Sustituyendo en esta ecuacion:
PoP=0P-0P

se obtiene:

OP=0Po + kiu+kyv | con kiyk:€R

Esta ecuaciéon se denomina ecuacion vectorial paramétrica del plano. En la
misma ki1 y k2 son parametros que pueden tomar cualquier valor real. La eleccién
de valores especificos para dichos pardmetros nos permite identificar un vector OP
tal que P es punto del plano en estudio.

Considerando las componentes de cada uno de los vectores, la ecuacién anterior
puede reescribirse como:

(%, ¥, 2)=(x0, Yo, zo)+k1(u1, uz, us)+ka(vi, v2,v3)| kiyk2€R
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La ecuacion obtenida se denomina ecuacién vectorial paramétrica del plano en
términos de sus componentes.

[gualando componente a componente, en la ecuacidon vectorial paramétrica del
plano, se obtiene:

x=xo+kiu1+kav1
y=yo+kiuz+kav;
z=zo+kiuz+kzv3 kiyk2€R

Las 3 ecuaciones obtenidas se denominan ecuaciones cartesianas paramétricas del
plano. Si se eliminan los pardmetros ki y k: de las ecuaciones cartesianas
paramétricas, se obtiene la ecuacion cartesiana o general del plano, que ya hemos
estudiado.

X Ejercicio 2.5.
Determine las ecuaciones de los siguientes planos:

a) Ecuacién vectorial paramétrica del plano m que pasa por el punto Q(1,-1,5) y es
paralelo a los vectores u = (3,0, 2) yv=(-1,4,2).

b) Ecuacién cartesiana (o general del plano), eliminando los parametros
correspondientes de las ecuaciones cartesianas paramétricas.

X Respuesta Ejercicio 2.5.

a) (x,v,2z)=(1,-1, 5)+k1(3, 0, 2)+k2(-1, 4, 2) kiyk:€R
b) x=1+3k1-k;
y=-1+4k;

z=5+2k1+2k>

Despejando y reemplazando obtendremos:

ko=(y+1)/4 z=5+2k1+2(y+1)/4 x=1+3k1-(y+1)/4
z=5+2k+(y+1)/2 4x=3+12k1-y
2z=11+4k1+y 12ki=4x-3+y
6z=33+12k1+3y 12k;=62-3y-33
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Es decir:

4x-3+y=6z-33-3y

Luego: 2x+2y-3z+15=0 Ecuacion general del plano.

X Ejercicio 2.6.

Dado un plano 1 expresado por medio de su ecuacién vectorial paramétrica:
(x,¥,2)=(0, 0, 0)+t1(1, 2, 3)+t2(-2,1,0); t1iyt2ER

a) Halle la ecuacidn cartesiana paramétrica del plano dado.

b) Encuentre la ecuaciéon general de ese plano a partir de la ecuacién dada,
siguiendo dos caminos diferentes.

X Respuesta Ejercicio 2.6.

a) x=t1-2t2
y=2t1+t2 tiyt2€ER
z=3t1

b) Procedimiento 1: Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales dado por las
ecuaciones cartesianas paramétricas de manera de encontrar los valores de t1 y tz :

De la tercera ecuacidn: t1=z/3

De la segunda: t=y-2/32z

En la primera ecuacién: x=1/3z-2y+4/3 z

De donde obtenemos: x+2y-5/3 z=0 Ecuacién general del plano dado

Procedimiento 2: Otra forma de determinar la ecuaciéon general del plano, es a
partir de la evaluacidn del producto vectorial de los vectores paralelos al mismo,
indicados en la ecuacién vectorial paramétrica. Este calculo nos brinda como
resultado un vector normal al plano dado. Es decir:

ne=(1, 2, 3)A(-2, 1, 0)=(-3, -6, 5)

Escribiendo la ecuacién punto normal tendremos:

-3(x-0)-6(y-0)+5(z-0)=0

-3x-6y+5z=0
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Esta ultima constituye la ecuacidon general del plano. Una alternativa es dividir toda
la expresion por (-3), con lo que obtenemos otra forma de la ecuacion general del
mismo plano:

x+2y-5/3 z=0 Ecuacién general del plano dado.

2.2.1.3  Ecuaciones del plano conocidos tres puntos

Tres puntos que no son colineales determinan un plano, ya que definen dos
vectores no paralelos, con un punto de origen en comun.

Datos:
P P1 (x1,y1,z1) Punto del plano «

P2 (x2, )2, z2) Punto del plano &

P3 (x3,¥3,23) Punto del plano

Figura 2.4.

Definicion: Un plano en R3 determinado por tres puntos no colineales P1,
P2, P3, es el lugar geométrico de todos los puntos P(x, y, z) tales que el
vector P1P se puede escribir como combinacion lineal de los vectores P1P:
y P1Ps3.

A continuacién determinaremos la ecuacidn del plano que pasa por los puntos Pj,
P2 y P3no colineales.

P1(x1,y1, 21); P2(x2,y2 22); P3(x3,y3, 23)

19) Determinamos las componentes de los vectores P1 Pz y P1P3

P1 P2 =(x2-X1,y2-y1, Z2-21);  P1P3=(x3-X1,y3-y1, 23-Z1)

29) Evaluamos el vector nn=P1P2 A P1P3

39) Escribimos la ecuacién del plano de vector normal nry que pasa por el punto
P1 (o por el punto P2, o por el punto P3).
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P1P. nn=0

En forma alternativa, sustituyendo la expresién para el vector normal ng es
posible escribir la ecuaciéon del plano que pasa por Pi, P2 y P3 planteando la
condicion de producto mixto nulo, es decir:

P1P. PP P1P3=0

X Ejercicio 2.7.

Determine la ecuacién del plano que pasa por los puntos:
S(1,2,-1); Q(2,3,0); R(-1,0, 1)

X Respuesta Ejercicio 2.7.

19) Determinamos los vectores SQ y SR

SQ=(1,1,1); SR=(-2,-2,2)

22) Evaluamos el vector nn=SQ ASR

i j k
uAv=1\|1 1 1
-2 =2 2

nx= SQASR=(4, -4, 0)

39) Escribimos la ecuacién del plano de vector normal n.=(4, -4, 0) y que pasa por
el punto S (o por el punto Q, o por el punto R).

SP . n=0
(x-1,y-2,z+1).(4, -4, 0)=0

4x-4y+4=0 Ecuacién general (o cartesiana) del plano.

Que también puede escribirse como: x-y+1=0

El plano que pasa por los tres puntos dados es un plano perpendicular al plano xy.

X Ejercicio 2.8.

Dado un plano que pasa por los puntos Q1, Q2, Q3 de coordenadas conocidas,
encuentre la ecuacion general del mismo.

Datos del problema:
Qi(1,3,-2)emnm
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Q((2,1,2)en
Q3 (1, 0, 3) eEmn

X Respuesta Ejercicio 2.8.

Partiendo de la ecuacién general del plano, Ax+By+Cz+D=0 y suponiendo A no nulo,
podemos escribir: x+Py+yz+6=0

Reemplazando en la expresion encontrada, las coordenadas de los tres puntos
datos queda formado un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas:

1+36-2y+6=0
2+L+2y+6=0
1+08+3y+6=0

La resolucion de este sistema de ecuaciones nos lleva a encontrar los valores de las
incognitas

B=-5/2
y=-3/2
6=7/2

Luego reemplazamos las mismas en la ecuacion x+fy+yz+6=0, y obtenemos:
x-5/2y-3/2 z+7/2=0

Es decir:

2x-5y-3z+7=0 Ecuacion general del plano.

Otra forma de resolver el problema, es trabajar con los tres puntos dados y obtener
dos vectores que pertenezcan al plano buscado:

QleZ(].,-Z, 4)
Q:Q3=(0,-3, 5)

Realizando el producto vectorial entre ambos, obtenemos el vector normal al
plano:

Q1Q2/NQ1Q3=(2,-5,-3) = ng

Para hallar D reemplazamos en la ecuacion general las coordenadas de uno de los
puntos datos Qs:

2x-5y-3z+D=0
2.1-0-3.3+D=0
2-9+D=0

D=7
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Luego, la ecuacion del plano resulta:

2x-5y-3z+7=0

2.2.2 Distancia de un punto a un plano

Datos: n

Po (X0, Vo, Zo) Punto &
Ecuacion del plano
Ax +By+Cz+D=0

Figura 2.5.
De acuerdo a la figura 2.5:
h=IPPyll |cos al
Por definicién de producto escalar:
PPy . na=IIPPg Il lIngll . cos a

Entonces :

_ |P0P-nrr|
Il

Evaluemos el numerador de la expresion anterior :
PPy . nn = (X0-X, Yo-y, Zo-Z) . (A4, B,C)

PPy . nq = Axo+Byo+Czo+(-Ax-By-Cz)

PPq . nq = Axo+Byo+Czo+D

Por lo tanto la expresion que permite calcular la distancia h de un plano a un punto
Po exterior a é], resulta:

- |Axq + By, + Czy + D|
VA% + B2 +(C?




CAPITULO 2: Planos y Rectas

X Ejercicio 2.9.

;Cual es la expresion que permite evaluar la distancia de un plano cualquiera, al
origen de coordenadas?

X Respuesta Ejercicio 2.9.

Si Po (0, 0, 0), 1a expresién anterior resulta:

ID|
VAZ + BZ + (2

. TRAZAS

Denominamos trazas, a las curvas de intersecciéon de una superficie cualquiera con
cada uno de los planos coordenados.

En el caso de las superficies planas o planos, las trazas son rectas. Por ejemplo, la
traza con el plano xy, cuya ecuacion es z=0, se plantea como el siguiente sistema de
ecuaciones:

{Ax+By+Cz+D:O
z=0

X Ejercicio 2.10.
Encuentre los planos y trazas indicados en los incisos siguientes:

a) Determine la ecuacidén del plano 7 cuyo vector normal es na=(1,-2,-3) y que pasa
porJ (1,5, 4).

b) Halle la traza del plano dado con el plano yz. Represente graficamente.

c) Encuentre los planos 1’ paralelos al plano m del inciso anterior, tales que la
distancia de ' a 7t sea igual a 5 unidades.

2.2.3 Otra forma geométrica de visualizar el plano

Sea la ecuacion general del plano Ax+By+Cz+D=0.

Un vector normal al plano 7 esta dado por na=(4, B, C).

Consideraremos un vector u=0P=(x, y, z) que tiene origen en el origen de
coordenadas y extremo en un punto cualquiera P del plano dado (ver Figura 2.6).
El producto nx . u resulta:

Nn. U = Ax+By+(z
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Entonces, posible escribir la ecuacion general del plano de la siguiente manera:

Nx.u=-D

......

Figura 2.6.

Dividiendo miembro a miembro esta ultima ecuaciéon por el médulo del vector
normal al plano, ya que éste es no nulo, tendremos:

ng.u -D

Ingll lingll

Recordando el concepto de vector proyeccién, reconocemos que el primer
miembro de esta ecuacion es la componente del vector u en la direccion del vector
ng. Por lo tanto, podemos interpretar de la siguiente manera:

Un plano es el conjunto de todos los vectores u tales que la componente de u en la
direccion de nxes:

-D

Il

También observamos que esta expresion, tomada en valor absoluto, es la distancia
del origen de coordenadas al plano dado.

2.2.4 Posiciones relativas entre planos

Buscamos ahora determinar la posicion relativa entre dos planos.

Datos:

A1x+B1y+C1z+D1=0 Ecuacién general del plano

Axx+B2y+C2z+D2=0 Ecuacion general del plano




CAPITULO 2: Planos y Rectas

2.2.4.1 Planos Paralelos

Definicion: Dos planos son paralelos si y s6lo si sus vectores normales
son paralelos. Es decir: n;; = kn,, donde k€ER

-
n i
n 2 o
= 1ot 8 n
TR n2
T Twe >
"."_. .
\- "4
i Y
04':-~‘
N TSR y
_____ e
» .
X
Figura 2.7.

Observaciones:

1 - Dos planos paralelos pueden ser coincidentes. Por ejemplo, los planos:
3x+y+2z+2=0y 6x+2y+4z+4=0 son coincidentes (se trata del mismo plano).

2 - Si dos planos no son paralelos, entonces se intersecan a lo largo de una linea
recta.

2.2.4.2 Planos Perpendiculares

Definicion: Dos planos son perpendiculares si y so6lo si sus vectores
normales son perpendiculares. Es decir: n 1.1, =0

Figura 2.8.
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X Ejercicio 2.11.
Para reflexionar y resolver:

Dadas las ecuaciones generales de dos planos 1 y 1,

a) ;Qué relacién cumplen los coeficientes de x, y, z de las ecuaciones generales de
los dos planos dados, si éstos son paralelos?

b) ;Qué relaciéon cumplen los coeficientes de x, y, zy el término independiente de
las ecuaciones generales de los dos planos, si éstos son coincidentes?

c) (Qué relacién cumplen los coeficientes de x, y, z de las ecuaciones generales de
los dos planos, si éstos son perpendiculares?

2.2.43 Angulo entre dos planos

Definicion: El dngulo 6 entre dos planos es el angulo que determinan sus
respectivos vectores normales. Es decir:
Nypq.Npp

c0s g = —————
Izl 72

Por lo tanto, hay dos valores para este angulo, suplementarios entre si.

Teniendo en cuenta las componentes de los vectores normales, esta ecuacion se
puede escribir como sigue:

VA? + BZ + C2\JA% + B? + C?

cosf =

Un plano m3 que bisecta a dos planos dados m1 y 2, es aquel que forma igual
angulo con cada uno de los planos dados. Teniendo en cuenta que el angulo entre
los planos esta dado por el angulo entre sus vectores normales, el vector nq3 forma
igual angulo con los vectores nq1y nr2.

2.2.5 Familia de planos

2.2.5.1 Familia de planos paralelos

La familia de planos paralelos de vector normal nx=(4, B, C) esta dada por:

Ax+By+Cz+k=0 donde k € R

k es el pardmetro de la familia de planos paralelos de vector normal nn=(4, B, C).




CAPITULO 2: Planos y Rectas

e e
.. o
) L
b 4
-
Figura 2.9.

X Ejercicio 2.12.

Para reflexionar y resolver: Escriba la ecuacion de la familia de planos:
a) Paralelos al plano xy.

b) Paralelos al plano xz.

c) Paralelos al plano yz.

Las ecuaciones de estas familias de planos nos permitiran obtener en el Capitulo 5,
las ecuaciones de las curvas de interseccién de una superficie dada con planos
paralelos a los planos coordenados.

2.2.5.2 Familia de planos que tienen en comun la traza
sobre algun plano coordenado

La familia de planos que tienen en comun la traza sobre el plano xz, esta dada por:

X y z
424 =1
a+k+c

donde k € R, es el parametro de la familia de planos.

A *

Figura 2.10.
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X Ejercicio 2.13.

Para reflexionar y resolver: Deduzca la expresion correspondiente a la familia de
planos:

a) que tienen en comun la traza sobre el plano yz.

b) que tienen en comun la traza sobre el plano xy.

2.2.5.3 Familia de planos que pasan por la interseccion
de dos planos dados

Sean los planos no paralelos m1 y 2

A1x+B1y+C1z+D1=0 Ecuacién general del plano m1

Axx+Bay+Crz+D2=0 Ecuacién general del plano m;

La ecuacion de la familia de planos que pasan por la interseccién de 11 y 2 es:

k1(A1x+B1y+C1z+D1)+kz(A2x+By+C2z+D2)=0 kik: €ER

que también puede escribirse como:
(k1A1+k2A2)x+(kiB1+k2B2)y+(k1C1+k2C2)z+k1D1+k2D2=0 kik:€R

Donde k1 y k2 son parametros que pueden tomar cualquier valor real. La eleccion
de valores especificos para los mismos nos permite obtener la ecuacién de un
plano que pertenece a la familia de planos que pasan por la interseccién de 11 y .

La ecuacion de la familia reducida de planos que pasan por la interseccion de w1y 2
(excluido el plano ) es:

A1x+B1y+C1z+D1+k(A2x+Boy+C2z+D2)=0 donde k€ R

que también puede escribirse como:
(A1+kA2)x+(B1+kB2)y+(C1+kC2)z+D1+kD2=0 keR

Ambas ecuaciones son ecuaciones de planos ya que resultan lineales en las tres
variables. La diferencia es que la familia de planos que se obtiene con la segunda
ecuacion, no incluye al plano m». Es decir, no existe un valor real del parametro k
para el cual se obtenga la ecuacion del plano .

Veamos ahora que cualquier plano que satisfaga esta ecuacién, pasa por la
interseccion de los dos planos dados. Sean dos puntos Q y R que pertenecen a la
interseccion de los dos planos dados. Cualquier otro plano que satisfaga la ultima
ecuacion planteada, también pasara por los puntos Q y R.




CAPITULO 2: Planos y Rectas

Esto es asi porque al sustituir en dicha ecuacién las coordenadas de Q (o de R),
resulta: 0+k0=0, por ser Q (o R) punto de ambos planos. Es decir, para Q (o R), se
satisface la ecuacion para cualquier valor del parametro k.

Figura 2.11.

2.3 RECTAS EN EL ESPACIO

2.3.1 Ecuaciones de una recta en el espacio
2.3.1.1  Ecuaciones de una recta conocidos un vector
director y un punto

Se puede hallar la ecuacién de la recta L si se conocen un punto de la recta L y un
vector director u (u # 0).

Datos:
Po(x0, Vo, Z0) Punto conocido de larecta L

P(x,y,z) €L  Punto genérico de larecta L
u=(ux, uy, u;)  Vector director de la recta L.

Figura 2.12.
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Definicion: Una recta en R3 de vector director u (no nulo) y que pasa por
el punto Po(xo, yo, Zo), es el lugar geométrico de todos los puntos P(x, y, z)
tales que el vector PoP es paralelo a u.

. ECUACION VECTORIAL PARAMETRICA DE LA RECTA

El vector PoP queda definido por sus componentes: PoP = (x-Xo, y-Yo, Z-Zo)

Por otra parte, el vector PoP es paralelo al vector u. Es decir,

PoP=tu ; tER
Sustituimos en esta dltima expresion:
PoP=0P-0P,
y resulta:
OP=0Po+tu teER

Esta ecuacién constituye la denominada ecuacién vectorial paramétrica de la
recta en el espacio, donde t es un parametro que puede tomar cualquier valor real.
Para cada valor del parametro t que elegimos, obtenemos un vector OP tal que P es
punto de la recta en estudio.

Expresando los vectores anteriores en términos de sus componentes obtenemos:

(x, ¥, z)=(x0, yo, o) +t(ux, Uy, uz) tER

Esta dltima ecuacion se denomina ecuacion vectorial paramétrica de la recta en el
espacio en término de sus componentes.

. ECUACIONES CARTESIANAS DE LA RECTA

De la ecuacidon vectorial paramétrica se obtienen, igualando componente a
componente, las ecuaciones cartesianas paramétricas de la recta:

X=Xo+tux
Y=yo+ttuy teER
z=Zo+tu;

Para cada valor del parametro ¢, obtenemos un punto de la recta L.

De las ecuaciones anteriores, eliminando el parametro t, se obtienen las ecuaciones
cartesianas o simétricas de la recta en el espacio:

X—Xo Y —Yo Z—Zp
Uy Uy U,




CAPITULO 2: Planos y Rectas

Siendo ux # 0, uy # 0, uz # 0.

Se denominan nuimeros directores a cualquier terna de numeros reales,
proporcionales a los cosenos directores de un vector director de la recta.

2.3.1.2  Otros datos posibles

e Si el dato disponible es el versor director u=(cosa, cosf, cosy), se sustituyen sus
componentes en las ecuaciones anteriores reemplazando (ux, uy, uz).

¢ Si el dato disponible son dos puntos de la recta L: Pi(x1, y1, z1) y P2(x2, V2, z2),
podemos determinar las componentes del vector director de la siguiente
manera: Ux=X2—X1, Uy=y2-y1, Uz=22-21 .

¢ Si los datos disponibles son dos planos cuya interseccion es la recta buscada,
podemos identificar dos puntos de la recta evaluando las coordenadas de dos
puntos que pertenezcan simultdneamente a ambos planos. Con las coordenadas
de los dos puntos es posible evaluar las componentes del vector director de la
recta, tal como vimos en el punto anterior.

X Ejercicio 2.14.

Determine las distintas formas de la ecuaciéon de la recta L, que es paralela al
vector u=(3, 1, -2) y que ademas pasa por el punto Po(-1, 2, 1).

X Respuesta Ejercicio 2.14.

OP=(-1, 2,1)+t(3, 1, -2) teER
(x,v,2)=(-1, 2, 1)+¢t(3, 1, -2) teR  Ecuacion vectorial paramétrica de L.

[gualando componente a componente obtenemos:

x=-1+3t
y=2+t teER Ecuaciones cartesianas paramétricas de la recta
z=1-2t

Eliminando el parametro t de cada una de las ecuaciones anteriores obtenemos las
ecuaciones cartesianas o simétricas de la recta en el espacio, las cuales estan dadas
por la siguiente expresion:

x+1 y-2 z-1
3 1 =2
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X Ejercicio 2.15.

Encuentre la ecuacion de la recta L1 que pasa por el punto Ho(2, 2,-5) y es paralela
al vector u=(3, 1, 1). Identifique ademas, dos planos cuya interseccién esté dada
por dicha recta.

X Respuesta Ejercicio 2.15.

En primer lugar encontraremos la ecuacién vectorial paramétrica:
OoP=(2,2,-5)+t(3,1,1) teER
(x,v,2)=(2, 2,-5)+t(3,1,1) t€ R Ecuacion vectorial paramétrica de la recta dada.

Igualando componente a componente obtenemos:

x=2+3t
y=2+t t € R Ecuaciones cartesianas paramétricas
z=-5+t

Eliminando el pardmetro t podemos escribir:
1/3 (x-2)=(y-2)=(z+5) Ecuaciones simétricas de la recta

Podemos estudiar la ecuacion de esta recta que surge a partir de la interseccion de
dos planos y encontrar las ecuaciones de los mismos. De la primera igualdad, surge
la ecuacion de uno de los dos planos, de la siguiente manera:

1/3(x-2)=y-2

x-2=3y-6

x-3y+4=0

A partir de la segunda igualdad obtenemos:
y-2=z+5

y-z-7=0

Entonces, las ecuaciones de dos planos cuya interseccion define la recta dada estan
dadas por las siguientes expresiones:

x-3y+4=0
y-z-7=0

A los efectos de verificar, por ejemplo, si el punto Q(5, 3, -4) pertenece a la recta de
ecuacion hallada, reemplazamos las coordenadas de dicho punto en el sistema de
ecuaciones cartesianas paramétricas y obtenemos el valor del parametro en cada
ecuacion. Si éste asume el mismo valor en todas las ecuaciones significa que el
punto efectivamente pertenece a la recta dada.

x=2+3t=5 - t=1
y=2+t=3 - t=1
z=-5+t=-4 - t=1

Por lo que concluimos que el punto Q pertenece a la recta.




CAPITULO 2: Planos y Rectas

2.3.2 Distancia de un punto a una recta en R’

Datos:

Po€ L Punto exterior alarecta L

A€EL Punto dato de la recta L

u=d, Vector director de la recta L
uz0

Figura 2.13.

Trabajaremos con el angulo definido entre el vector AP y el vector director dy.
Planteamos: h=||APo|| send

Pero sabemos que : [|APo A di||=||APo]| || dv || sen8

De esta expresion obtenemos:

APy A d||

= ||APy||senb
lld,l 0

Por lo tanto tendremos que la distancia de un punto a una recta en el espacio esta
dada por:

_IAPo A |
lldyll

Cabe sefialar que en la deduccién de la féormula de distancia utilizamos el angulo
que queda definido entre dos vectores ya conocidos APy y d;. El punto R indicado
en la Figura 2.13, es aquel que pertenece a la recta L, y también pertenece a la recta
que pasa por Poy es perpendicular a la recta L. Si determindsemos el punto R, el
moddulo del vector PoR es el valor de la distancia buscada entre el punto Py y la
recta L.

X Ejercicio 2.16.
Calcule la distancia del punto Po(1, 0, 1) ala recta L, dada por:

L: x=3+t teER
y=-2-t Ecuaciones cartesianas paramétricas de la recta L
zZ=2+2t

Todas las magnitudes estan medidas en metros.
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X Respuesta Ejercicio 2.16.

En primer lugar verificamos que el punto Py (1,0,1) no pertenezcaalarectalL:

1=3+t - t=-2
0=-2-t - t=-2
1=2+2t - t=-1/2

Es asi que no existe un unico valor de t que satisfaga las ecuaciones cartesianas
paramétricas de la recta, cuando sustituimos en ellas las coordenadas del punto Po.
Por lo tanto el punto Po no pertenece a la recta L.

Buscamos un punto que pertenece a la recta L:
Sit=0 - A(3,-2,2)
Con estos puntos definimos el vector APy:
APy= 0Py-0A= (1-3,0-(-2), 1-2)=(-2, 2, -1)
Calculamos el producto APy A dv:
i j k
-2 2 -1
1 -1 2

ldyl  — Viti+a V6

n= lAPoAdLll _ V9+9 %E — V3 m

Describiremos a continuacion otra forma de evaluar la distancia entre una recta en
R3 y un punto exterior a la misma. Las ecuaciones cartesianas paramétricas de la
recta dada son:

X=xa+tux
y=ya+tuy teER
Z=Zpa+tu,

El punto R, indicado en la Figura 2.13 es un punto tal que satisface la ecuacion de la
recta. Es decir, el vector PoR esta dado por:
PoR = (xg — X0, YR — Y0, Zr — Zo) = (Xa + tUuy — Xo, Ya + tUy, — Yo, 24 + tu, — 2p)

Ademas, el vector PoR es perpendicular al vector director de la recta. Entonces
planteamos la condicion de perpendicularidad de la siguiente manera:

PoR.dL:()

De esta expresion se obtiene el valor del parametro t tal que sustituido en la
ecuacion de la recta L, nos permite determinar las coordenadas del punto R. Para
los datos del ejercicio, resulta t=-1, y por lo tanto el punto R es:

R(2,-1,0)
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Finalmente, el mdédulo del vector PoR es el valor de la distancia buscada entre el
punto Py y la recta L. Es decir,

h=IPoR|| = [I(1,-1,-1D|[ =v3 m

2.3.3 Posiciones relativas entre rectas en el espacio

2.3.3.1 Rectas paralelas

Buscamos ahora encontrar las posiciones relativas entre dos rectas dadas:

Datos:

u=(ux, Uy, Uz)
v=(vy, vy, V1) L
P1(x1, y1, z1)
P2(x2, y2, 22)

Figura 2.14.

Podemos escribir las ecuaciones vectoriales paramétricas de las rectas L1 y La:

(le' Z)=(X1,_V1, Zl)"'tl(UX, Uy, uZ) t1 € R
(x, ¥, 2)=(x2, y2, z2)+t2(Vx, Vy, V2) t2€R

Definicion: Dos rectas en R3® son paralelas si y s6lo si sus vectores
directores son paralelos. Es decir: u=kv k€R

X Ejercicio 2.17.

Para reflexionar y resolver. Dadas dos rectas paralelas:
a) ;Como determinaria el plano que contiene a las dos rectas paralelas dadas?
b) ;Como determinaria la distancia entre las dos rectas paralelas dadas?

c) ;Cual es el resultado de evaluar el producto mixto entre los vectores directores
de ambas rectas y el vector definido entre dos puntos de las dos rectas dadas?
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2.3.3.2 Rectas secantes

Datos :

u=(ux, Uy, Uz)
v=(vx, Vy, V)
P1(x1, y1, Z1)
P2(x2, y2, 22)

X Figura 2.15.

Definicion: Dos rectas no paralelas en R3 son secantes si y s6lo si:

(u Av).P1P2=0

X Ejercicio 2.18.

Para reflexionar y resolver. Dadas dos rectas secantes:

a) ;Como determinaria el plano que contiene a las dos rectas secantes dadas?
b) ;Cémo determinaria el dngulo entre las dos rectas secantes dadas?
c) Interprete geométricamente la condicién de producto mixto nulo: (u A v).P1P>=0

2.3.3.3 Rectas alabeadas

Datos:

u=(ux, Uy, uz)
v=(vx, Vy, V)
P1(x1, y1, z1)
Pa(x2, y2, z2)

x Figura 2.16.
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(u A v).P1P2#0

Definicion: Dos rectas no paralelas en R3 son alabeadas si y sélo si:

Las diversas posiciones relativas entre dos rectas en el espacio pueden ser

sintetizadas de acuerdo a lo indicado en el siguiente diagrama:

Datos:

L:d ; PEL
1 L1 1 1
L:d ; PEL
2 Lz 2 2

b 4

\Y F
Rectas coincidentes Rectas paralelas Rectas secantes Rectas alabeadas
h=0 L LnL
h:||P1P2/\dLI|| h:|n. PP,
lld | [In]

Ejercicio 2.19.

Diagrama 2.1.

Para reflexionar y resolver. Dadas dos rectas alabeadas:

a) ; Como determinaria la distancia entre las dos rectas alabeadas dadas ?

b) ; Como determinaria el dngulo entre las dos rectas alabeadas dadas ?

c) Interprete geométricamente la condicion de producto mixto no nulo:

(u

AV).PiP2#0
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2.3.3.4 Angulo entre dos rectas

Datos:

u=(ux, Uy, Uz)
V= (Vx, Vy, Vz)

Vectores directores de las
rectas L1y L2

[1(x1, y1, 1)

Punto de interseccion de
las rectas dadas.

/

Figura 2.17.

La determinacion del angulo entre las rectas L1 y Lz dadas, se realiza evaluando el
angulo entre los vectores directores u y v de estas rectas:

u.v

cosf =
[[u][|[v]]

Hay dos posibles valores para el angulo 6, suplementarios entre si.

Con la misma expresiéon anterior es posible evaluar el angulo entre los vectores
directores u y v de dos rectas alabeadas.

2.3.4 Posiciones relativas entre plano y recta

Buscamos ahora determinar la posicién relativa entre un plano y una recta dados.

2.3.4.1 Rectay plano paralelos

Datos:

u=(ux, uy, uz)
nT[:(A; B) C)
P1(x1, y1, z1) Punto de la recta.

Figura 2.18.
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Podemos escribir las ecuaciones de la recta L y del plano m:
(X:y; Z)=(ley1, Zl)"'tl(lb(, Uy, UZ) tl (S R
Ax+By+Cz+D=0

Definicion: Un plano de vector normal ng y una recta de vector director u
en R3, son paralelos si y sélo si:

u .nT[:O

X Ejercicio 2.20.

Para reflexionar y resolver. Dados un plano y una recta paralelos:
a) ;Como distinguiria si la recta esta contenida o no en el plano?

b) ;Como determinaria la distancia entre la recta y el plano?

2.3.4.2 Rectay plano secantes

Az

Datos:

t': u —
u:(uXI UYF uZ) “‘ Teal —
nn:(A, B, C) k 5
Po(x0, 0, zo) Punto de la recta. / "

\‘. o ammmmmmmean ._:»‘ ____________________________
P1(x1, y1, z1) Punto del plano. b )
1" ',' 0 - y
: X ST Y
Figura 2.19.

Definicion: Un plano de vector normal nn y una recta de vector director u
en R3, son secantes si y sélo si:

u.nz#0

X Ejercicio 2.20.

Para reflexionar y resolver. Dados un plano y una recta secantes:
a) ;Como determinaria el punto de interseccion entre la recta y el plano?

b) ;Cémo determinaria el &ngulo que forman la recta y el plano?
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2.3.4.3 Rectay plano perpendiculares

Datos:

u=(ux, Uy, uz)
nT[:(A) B) Q
Po(xo, yo, Zo) Punto de la recta.

P1(x1, y1, z1) Punto del plano.

Figura 2.20.

Definicion: Un plano de vector normal ng y una recta de vector director u
en R3, son perpendiculares si y sélo si:

u = kny conk€E€R

Las diversas posiciones relativas entre recta y plano en el espacio, pueden ser
sintetizadas de acuerdo a lo indicado en el siguiente diagrama:

Datos:
d ; PelL
L 0
n_; PIE:I"E

h=0

| Ax,+ By,+ Cz+ D| L Lom
= Vi pa O o: angulo entre
A+ B+C Lyx

Diagrama 2.2.
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2.4 RECTAS EN EL PLANO

Se puede hallar la ecuacién de la recta L si se conocen dos puntos que pertenecen a
L, o si se conoce un punto de L y un vector director.

Datos:

Po(xo0, yo,)

Punto dato de la recta L

u=(ux, uy)

Vector director de larecta L u#0
P(x,y)

Punto genérico de la recta L /
X

Definicion: Una recta en R?, de vector director u no nulo y que pasa por
el punto Po(xo, o), es el lugar geométrico de los puntos P(x, y), tales que el
vector PoP es paralelo al vector u.

2.4.1 Ecuaciones de una recta en el plano

El vector PoP queda definido por sus componentes: PoP = (x-Xo, y-y0)
Por otra parte, el vector PoP es paralelo al vector u. Es decir,

PoP=tu ; teR

Sustituimos en esta Ultima expresidn:

PoP=0P-0Py

y resulta:

OP=0Po+tu teER Ecuacion vectorial paramétrica de la recta

Donde t es un parametro que puede tomar cualquier valor real. Para cada valor
que elegimos del pardmetro t, determinamos un vector OP tal que el punto P es
punto de la recta en estudio. Expresando los vectores anteriores en términos de
sus componentes:

(x, y)=(x0, yo)+t(ux, uy) | tER
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La ultima ecuacién es la denominada ecuacién vectorial paramétrica de la recta
en R? en términos de sus componentes.

. ECUACIONES CARTESIANAS DE LA RECTA EN R’

De la ecuacién vectorial paramétrica igualando componente a componente, se
obtiene:

X=Xo+tux
y=yo+tuy tE€R Ecuaciones cartesianas paramétricas de la recta en R2

De la ecuacidon anterior, eliminando el pardmetro t, se obtiene la ecuacién
cartesiana de la recta en R2:

X—Xo Y ~—DYo
Uy Uy

uy #0; u, #0

Recordamos que uxy uyreciben también el nombre de nimeros directores.

Observaciones :

- Si el dato disponible es el versor director u=(cosa, cosf), se sustituyen sus
componentes en las ecuaciones anteriores reemplazando (ux, uy).

- Si el dato disponible son dos puntos de la recta L : P1(x1, y1) y P2(x2, y2), podemos
determinar las componentes del vector director u de la siguiente manera :

Ux=X2—-X1, Uy=Yy2-)1

Veamos a continuacién dos formas especiales de la ecuacién de la recta en R2.

A partir de la ecuacién cartesiana de la recta en R?, es posible escribir:

X—Xo Y —Yo Uy
= - y—yYo=——x ; Uy 0
” = Y=o ux( 0) x

Designando m a la pendiente de la recta, tendremos:

u
m=-=
ux

Entonces resulta:

y —¥o = m(x — x,) | Ecuacion de la recta en R? conocidas la pendiente y un punto.

Cabe sefialar que la pendiente m es la tangente trigonométrica del angulo de
inclinacion de la recta dada.
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Figura 2.22.

Llamando b=-mxo+yo, la Gltima ecuacién puede quedar expresada como:

y=mx+b Ecuacién de la recta en R2 conocidas la pendiente y la ordenada al origen.

Esta ultima ecuacion suele denominarse ecuacion explicita de la recta en R2.

X Ejercicio 2.22.

Determine las distintas formas de la ecuacién de la recta L, paralela al vector
u=(3, -2) y que pasa por el punto Po(-2, 1).

X Respuesta Ejercicio 2.22.

OP=(-2,1)+t(3,-2)  t€ER

(x,)=(-2, 1)+t(3, -2) teR  Ecuacion vectorial paramétrica de la recta

[gualando componente a componente obtenemos:

x=-2+3t
{y=1—2t teR  Ecuaciones cartesianas paramétricas de la recta

Eliminando el parametro t de las ecuaciones anteriores obtenemos la ecuacién
cartesiana de la recta:

Reordenando obtenemos:

_ 2.7
y=73%T3
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. ECUACION GENERAL CARTESIANAS DE LA RECTA EN R’

A partir de la ecuacién de la recta en R? conocida la pendiente y la ordenada al
origen:

y=mx+b

Reordenando todos los términos en el primer miembro, ésta resulta:

Ax+By+C=0 Ecuacion general de la recta en R?

Esta ultima ecuacién suele denominarse también ecuacion implicita de la recta en
R2.

Veamos a continuacion las relaciones que existen entre los coeficientes 4, By C de
la ultima ecuacion, con los coeficientes m y b empleados anteriormente. Para ello, a
partir de la ecuacion general de la recta en R? se obtiene, siendo B no nulo:

Y="B* 7B

Por lo tanto:

Teniendo en cuenta que:

u
m=-=

ux
y ademas u=(ux, uy), resulta que un posible vector director es: u=(B, -A)

Entonces, un vector ni, normal a la recta L en R? es:

n.=(4, B)

yaque nL.u=0

X Ejercicio 2.23.

Determine una ecuacién vectorial paramétrica de la recta Lz, perpendicular a Li:
2x+y-2=0y que pasa por el punto A(0,1).

Represente graficamente.
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X Respuesta Ejercicio 2.23.

n.1=(2,1) como diz=ni1, resulta: diz=(2,1)

Por lo tanto:

L2: OP=0A+td,, teR
Lz (x,)=(0, 1)+t(2,1) | t€R

2.4.2 Distancia de un punto a una recta en R’

Buscamos ahora determinar la distancia de un punto a una recta en R2.

Datos:
Po (x0,0) € L
Punto que no pertenece a la recta.

L: Ax+By+(C=0
Ecuacion general de la recta en R?

Figura 2.23.

Un vector normal a la recta L en R? es n.=(4, B) cuyo mdédulo resulta:

lIn.ll = vA? + B2

De acuerdo a la figura:
h = ||PPyll|cosal

De la definicion de producto escalar sabemos que:
PPy.ny = ||PPyl[n|[cosa

Sustituimos la expresion para h y obtenemos:
|PPg.my| = hi[nl|

Es decir:
_ |PP0 nLl

Il
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Evaluando el numerador de la expresiéon anterior, resulta:

PPy . ni=(x0-x, yo-y) . (4, B)

PPy . ni=Axo+Byo+(-Ax-By)

Considerando la ecuacion de la recta L, podemos sustituir (-Ax-By) y obtenemos:
PPy . n.=Axo+Byo+C

Entonces:

h_IAx0+By0+C|
VB

X Ejercicio 2.24.

Particularice la expresion anterior para evaluar la distancia de una recta
cualquiera de R? al origen de coordenadas.

X Respuesta Ejercicio 2.24.

Si Po(0, 0), la expresion anterior resulta:

IC|
VATt B?

X Ejercicio 2.25.

Evalte la distancia entre las rectas paralelas dadas L1 y L. Todas las magnitudes
estan medidas en centimetros.

Li: 2x+y-2=0
Lo: 2x+y+3=0
X Respuesta Ejercicio 2.25.

Determinamos un punto Q cualquiera de la recta Li: Por ejemplo Q (0,2)
Evaluamos la distancia del punto Q a L:

_ |2xg+yo+3| _ 5 _
h = Vit:i  +5 h=V5cm

2.4.3 Familia de rectas en R’
2.4.3.1 Familia de rectas de pendiente dada

Es la familia de rectas de pendiente fija m y ordenada al origen variable k.

Es decir: y=mx+k

Donde k es el parametro de la familia, k € R.
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Figura 2.24.

2.4.3.2 Familia de rectas que pasan por el punto
Po(Xo, Vo)

Figura 2.25.

Es el haz de rectas que pasan por el punto Po (xo,y0) y de pendiente variable k. Es
decir:

Y — Yo = m(x — xp)

Donde k es el parametro de la familia, k € R.

Cabe senalar que en esta familia, queda excluida la recta paralela al eje y que pasa
por dicho punto.
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2.4.3.3 Familia de rectas que pasan por Ia
interseccion de dos rectas dadas.

Dadas las dos rectas no paralelas en R?%:

Li: Aix+By+(C1=0

L2: A2x+Boy+(2=0

—
L
1 .

Figura 2.26.

El haz de rectas que pasan por la interseccion de las dos rectas dadas esta dado
por:

k1(A1x+B1y +C1)+k2(A2x+B2y+C2)=0 ki,k2€R
que también puede escribirse como:
(k1A1+k2A2)x+(k1B1+k2B2)y+(k1C1+k2C2)=0 ki,k2€R

Donde k1 y k2 son parametros que pueden tomar cualquier valor real. La eleccion
de valores especificos para los mismos nos permite obtener la ecuaciéon de una
recta que pertenece a la familia de rectas dada.

Si k1=0, recuperamos la ecuacién de la recta L2, en tanto que si k2=0, recuperamos
la ecuacion de la recta Li.

La ecuacion de la familia reducida de rectas que pasan por la interseccion de las
dos rectas dadas (excluida la recta L) es:

A1x+B1y+C1+k(A2x+Byy+C2)=0 donde k€ R

que también puede escribirse como:
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(A1+kA2)x+(B1+kB2)y+(C1+kC2)=0 k€ R
donde k es el parametro del haz reducido de rectas, k € R.

La diferencia entre ambas familias de rectas es que en la ecuacion de la familia
reducida, en la que se utiliza un solo parametro, no existe valor de dicho parametro
k que permita obtener la ecuacién de la recta Lo.

La ecuaciones presentadas son lineales en la variables x e y, por lo que
efectivamente constituyen ecuaciones de rectas en R2. Asimismo, cualquier recta
de la familia de rectas, pasa por la interseccion de las dos rectas dadas.

Esto es asi porque sustituyendo las coordenadas del punto de interseccién en la
ecuacion de la familia reducida de rectas resulta: 0+k.0=0, ya que el punto
pertenece a ambas rectas. Por lo tanto la ecuacion se satisface para el punto dado,
para todo valor del pardmetro k. Es decir, el punto de interseccion de las dos rectas
dadas es punto también de cualquier recta de la familia definida. Analogamente se
demuestra para el caso de la ecuacion de la familia de rectas empleando dos
parametros.

2.5 ACTIVIDADES DE REPASO Y AUTOEVALUACION

2.5.1 Planos

o Conceptualizacion (definicién) de plano.

e Escriba la ecuacion vectorial de un plano, a partir de los elementos observados
en las Figuras 2.1y 2.3.

e Escriba las ecuaciones de un plano en sus distintas formas, nombrando cada una
de ellas.

e Identifique todos los elementos que componen y que definen a un plano.
Represente graficamente los mismos.

e Reflexione y represente graficamente, posiciones relativas de dos planos.
Indique las caracteristicas que poseen las ecuaciones de ambos en los distintos
casos. Ejemplifique.

o Represente graficamente un plano, de ecuacion general Ax+By+(Cz+D=0 donde A
>0,B<0yC>0

e Desarrolle en forma grafica y analitica el concepto de distancia de un punto
dado a un plano conocido.

o Exprese grafica y analiticamente el concepto de familia de planos.

» Reflexione, investigue y enumere 3 ejemplos de estructuras o elementos reales,
pertenecientes al ambito de la ingenieria y de las ciencias, que a su entender se
puedan expresar y describir geométricamente por medio de la ecuaciéon de un
plano.
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2.5.2 Rectas

b 4

Conceptualizacién (definicién) de recta.

Escriba las ecuaciones de una recta, en sus distintas formas, en el plano y en el
espacio.

Identifique y enuncie los elementos de una recta.

Reflexione y grafique posiciones relativas de dos rectas. Indique las
caracteristicas que poseen las ecuaciones de ambas en los distintos casos.
Represente graficamente dos ejemplos de rectas, uno en el plano y otro en el
espacio. Indique las caracteristicas principales que poseen las mismas en ambos
casos.

Desarrolle en forma grafica y analitica, el concepto de distancia de un punto a
una recta en el espacio.

Exprese grafica y analiticamente el concepto de familia de rectas en el plano.
Desarrolle en forma grafica y analitica el concepto de angulo entre dos rectas en
el plano y en el espacio.

Desarrolle en forma grafica y analitica, el concepto de distancia de un punto a
una recta en el plano.

Reflexione, investigue y enumere 3 ejemplos de estructuras o elementos reales,
pertenecientes al &mbito de la ingenieria y de las ciencias, que a su entender se
puedan expresar y describir geométricamente por medio de la ecuacién de una
recta.

Ejercicio 2.26.

Halle la ecuacién vectorial paramétrica y la ecuacién general de la recta Lp,
perpendicular a la recta Li: 0,5x-y+2=0, y que pasa por el punto C(1, -1).
Represente graficamente.

b 4

Respuesta Ejercicio 2.26.

ny1=(0.5,-1) diz2=n11

Es

decir:

di2=(0.5, -1)

L2
L2

{

: OP=0C+td\ teER

t(x,y)=(1,-1)+t (0.5, -1) Ecuacion paramétrica vectorial de L

x=1+0.5t t€R Ecuaciones paramétricas cartesianas
y=-1-t

Eliminando el parametro ¢ nos queda:

1/0.5 (x-1) = -(y+1)
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2x-2=-y-1

2x+y-1=0 Ecuacién general de L»

Trabajando con las ecuaciones de L1 y La:

L1: y=mix+b1=0.5x+2

m1=0.5 b1=2 Valores de pendiente y ordenada al origen de L1
L2 : y=mox+by=-2x+1

mp=-2 by=1 Valores de pendiente y ordenada al origen de L2
Vemos en las ecuaciones anteriores que :

mi=-1/m

La representacion grafica del problema esta indicada en la Figura 2.27

- 05

Figura 2.27.

X Ejercicio 2.27.

Dado un plano 11 expresado por medio de su ecuacién vectorial paramétrica:

(x,y,2)=(0, 0, 0)+t1(1, 2, 3)+t2(-2, 1, 0); tiyt2 €ER
- Calcule la distancia del punto A(3,3,3) al plano dado.

- Halle un plano w2 que forme un angulo de 90° con el plano dado y con el plano xz,

pasando por el punto Q(1,1,1).

- Halle la ecuacién del plano m3, que pasa por la interseccion de los planos m1 y m2 y

por el punto W(2,-2, 1).

- Halle la ecuacién de un plano w4, normal a los planos anteriores y que pase por el

origen de coordenadas.

- Determine el punto de interseccion de los planos encontrados en los incisos

anteriores.
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X Ejercicio 2.28.

Ejercicio de integracion propuesto. El problema de la antena.

Se dispone de una antena de telecomunicaciones cuya altura total es de 66 m. La
misma se encuentra sobre un terreno que no posee pendiente en ninguna de sus
direcciones.

La antena se encuentra montada verticalmente sobre este terreno.

Los puntos de anclaje de los tensores de la antena son los puntos A, By Cy se
encuentran ubicados segun la Figura 2.28.

[
P,
Y noo__ .00
e B
f’? ﬁh““—n___\‘_h
& /
17,00 L.E
7 T3
/ i /
il 10,00
¥
i 3 ~
i3
Figura 2.28.

Colocando el origen del sistema de referencia en el punto de apoyo de la antena, se
solicita hallar lo siguiente:

a) La ecuacion general de los tensores T1, Tz, T3
b) La longitud de los mismos.
c) El angulo que forman entre si estos tensores.

d) Las coordenadas de los nuevos puntos de anclajes A’, B’, C’ para el caso de que la
altura de la antena sea de 85m y se desee mantener las direcciones que poseen
estos tensores actualmente.




CAPITULO 3: Secciones Cdnicas

Capitulo 3:

Secciones Cdnicas

D A “La  filosofia esta escrita en ese
grandisimo libro abierto ante los ojos;
quiero decir, el universo, pero no se puede
B/ IE|c entender si antes no se aprende a
entender la lengua, a conocer los
caracteres en los que esta escrito. Esta
F/IN e m |1 escrito en lengua matematica y sus
caracteres son triangulos, circulos y otras
figuras geométricas, sin las cuales es
imposible entender ni una palabra; sin
R iRl °e ellos es como girar vanamente en un
oscuro laberinto”

Galileo Galilei

3.1 INTRODUCCION

En el siglo IV a.c., el matematico griego Menaechmus descubri6 las secciones
conicas, pero un siglo después otro matematico griego Apolonio (262 a.c.-200 a.c.)
las estudié detalladamente y escribié su tratado sobre estas curvas. Si bien atin no
se disponia de la geometria analitica, estudi6 estas figuras al cortar un cono con
distintos planos. Recién en el siglo XVI, el filésofo y matematico francés René
Descartes desarroll6 un método, la geometria analitica, para relacionar las curvas
con ecuaciones. El matematico Johan de Witt, contemporaneo de Descartes, llego al
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resultado que todas las ecuaciones de segundo grado en dos variables representan
secciones conicas.

El nombre de secciones cénicas o simplemente cdnicas, deriva del hecho que
estas curvas pueden obtenerse a partir de la interseccién de un cono circular recto
con planos que no pasan por el vértice del cono. (Figura 3.1).

El cono circular recto, es una superficie en el espacio tridimensional generada por
el movimiento de una recta G, llamada generatriz, que corta a una recta fija E, eje
del cono, en un punto fijo V, denominado vértice del cono, con un angulo constante
0, siendo 0 < 8 < /2. Si el plano secante es paralelo a una generatriz, la cénica se
denomina pardbola. Si no lo es, la conica se llama hipérbola o elipse segin el
plano corte a las dos hojas del cono o a una sola. Cuando el plano es perpendicular
al eje del cono, se obtiene una circunferencia.

Las secciones cdnicas permiten describir resultados en la naturaleza y en
astronomia. Se utilizan en la elaboracién de instrumentos épticos y acusticos y
presentan una gran variedad de aplicaciones en ingenieria y en arquitectura.

En este Capitulo definiremos cada una de las secciones cdénicas como lugares
geométricos, es decir, como conjuntos de puntos del plano que satisfacen una
determinada condicion. A partir de las definiciones, encontraremos las ecuaciones
correspondientes y graficaremos las curvas. Estudiaremos también las posiciones
relativas entre una recta y una coénica. Finalmente describiremos algunas
propiedades importantes de las secciones conicas y sus aplicaciones.

Figura 3.1.
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3.2 ECUACION GENERAL COMPLETA DE SEGUNDO
GRADO EN DOS VARIABLES

La ecuacién general completa de segundo grado (o cuadratica) en dos variables x e
y, se puede expresar de la forma:

Ax2+2Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0

Las cdnicas son las representaciones geométricas de dichas ecuaciones de segundo
grado en las coordenadas x e y. Si bien describiremos en detalle cada una de las
secciones clnicas y sus respectivas ecuaciones en los apartados que siguen,
interpretaremos aqui, en forma genérica, qué representan los términos de la
ecuacion cuadratica general.

Los tres primeros términos de dicha ecuacién constituyen los términos cuadrdticos.
En particular, el segundo término 2Bxy se lo denomina término rectangular o de
producto cruzado. Los dos términos que siguen Dx; Ey son los términos lineales.
Finalmente, el altimo término, es decir F, se lo denomina término independiente.

Por otra parte, desde el punto de vista de la ubicacién de la cénica en el sistema
coordenado xy, distinguiremos los siguientes casos:

e (onica en su posicién estandar o canonica: cuando la seccién coénica tiene
centro (o vértice segun corresponda), coincidente con el origen de
coordenadas y sus ejes coinciden con los ejes coordenados.

e (onica trasladada: cuando la coénica tiene centro (o vértice, segun
corresponda) en un punto distinto del origen de coordenadas y sus ejes son
paralelos a los ejes coordenados.

e (0nica rotada: cuando sus ejes estan girados o rotados respecto de los ejes
coordenados y su centro (o vértice, segun corresponda) coincide con el
origen de coordenadas.

e (onica roto-trasladada: cuando sus ejes estan girados o rotados respecto
de los ejes coordenados y su centro (o vértice, segiin corresponda) no
coincide con el origen de coordenadas.

- ;Qué relacién existe entre estas posibles posiciones de la cénica en el sistema
coordenado xy y la ecuacién cuadratica completa de segundo grado en dos
variables?

e Sien la ecuacién completa de segundo grado en dos variables, no figura el
término rectangular 2Bxy, es decir, B=0, esto indica que la coénica tiene sus
ejes coincidentes o paralelos a los ejes coordenados. Si aparece en la
ecuacion algun término lineal Dx o Ey o ambos, significa que el centro (o
vértice) de la cdnica no coincide con el origen de coordenadas. Si ambos
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La sigu

términos lineales estan ausentes en la ecuacion, es decir D=E=0, implica que
el centro (o vértice) de la cdnica coincide con el origen de coordenadas.

Si en la ecuacién completa de segundo grado en dos variables, figura el
término rectangular 2Bxy, es decir, B#0, esto indica que la conica tiene sus
ejes rotados respecto a los ejes coordenados. Si ademdas aparece en la
ecuacion algun término lineal Dx o Ey o ambos, significa que el centro (o
vértice) de la cénica no coincide con el origen de coordenadas. Si ambos
términos lineales son nulos, es decir D=E=0, implica que el centro (o
vértice) de la conica coincide con el origen de coordenadas.

iente Tabla 3.1 sintetiza los casos descriptos precedentemente:

I)B=0 a)D=E=0 I)B=0 b)Dy/o Eno nulos
¥ ¥ ¥y
k] D <
Cénica en su posicién estindar: . Cémica con centro en \'_H
Ci{8,0) v gjes coincidentes con los Cih.k) v ejes paralelos & los > E x
ees coord enados mes coordenados
) B0 a)D=E=0 II) B#0  b) Dy/o E no nulos
£ ¥
JT e
k /1 ) <
Cénica con ejes rotados res pecto de Cénica con ees rotades respecto de -L—‘X\‘
los ejes coordenados v centre lIos ejes coordenados ¥ centro Cih k). 5 7 x
Cio,0).

Comen

Tabla 3.1.

zaremos estudiando el problema I de la primera fila de la tabla anterior y en

el ultimo Capitulo retomaremos el estudio de las secciones cénicas para abordar el

caso Il

de la tabla.

Iniciamos nuestro desarrollo del caso I con la circunferencia.

3.3

CIRCUNFERENCIA

3.3.1 Definicion de circunferencia

Defi
plan

punto cualquiera de la circunferencia al centro se llama radio.

nicion: La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del
0 que equidistan de un punto fijo llamado centro. La distancia de un
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3.3.2 Ecuaciones cartesiana y general de una
circunferencia

e Siel centro de la circunferencia coincide con el origen de coordenadas:

Datos:

Centro de la circunferencia: C(0,0)
Radio de la circunferencia: r
Punto genérico de la circunferencia: P(x,y)

A partir de la definicion de circunferencia, planteamos que: (ver Figura 3.2)
loPl=r;  OP=(xy)

=1 y

x? 4+ y?=r? Ecuacion cartesiana de una / B\P(‘; )
circunferencia de radio r y ~ x

centro C(0,0)

x? + y2 -r2=0 Ecuacion general de una
circunferencia de radio r y
centro C(0,0)

Figura 3.2.

Cabe sefialar que la ecuacién cartesiana de la circunferencia también suele
denominarse ecuacion candnica, normal u ordinaria.

e Siel centro de la circunferencia no coincide con el origen de coordenadas:

Datos:

Centro de la circunferencia: C(h, k)

Radio de la circunferencia: r

Punto genérico de la circunferencia: P(x,y)

A partir de estos datos y procediendo de la misma manera que en el caso anterior,

planteamos: (ver Figura 3.3) |y

lcP|| =7; CP=(x—hy—k) P(x y)
Ve -2+ -k?=r k-

(x — h)z + (y — k)2 =r? Ecuacion cartesiana de : - X
una circunferencia de e h

radio ry centro C(h,k)

Figura 3.3.
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Desarrollando y dejando todos los términos en el primer miembro, obtenemos la
siguiente ecuacion general de una circunferencia:

x2+y?—2hx —2ky+h*+k?*—-12=0 Ecuacién general de una circunferencia de
radio ry centro C(h,k)

Si comparamos esta ultima ecuaciéon con la ecuaciéon general para una conica:
Ax?+2Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0, podemos ver que:

o A=C=1

e B=0

e D=-2h = h=-D/2
o FE=-2k = k=-E/2

o F=hZ2+k2-rz = r=vh?2+k%?-F
Observamos que para que el radio sea un numero real, debe cumplirse que:
h2+k2-F>0

Si el radio es cero, entonces la ecuacion cuadratica representa un inico punto.

3.3.3 Traslacion de ejes

Hemos visto que la ecuacion de la circunferencia de radio r, con centro en el origen
de coordenadas, tiene la forma simple:

X24y2=2

Si el centro de la circunferencia no coincide con el origen de coordenadas, la
ecuacion correspondiente puede expresarse en alguna de las dos formas vistas:

(x—h)?*+ W -k?=r?
x2+y?—2hx —2ky +h*+k*—1r?=0

Esto ilustra el hecho de que la sencillez de la ecuacién de una curva esta
relacionada con la posicién relativa de la curva con los ejes coordenados. El
proceso de cambiar de un par de ejes coordenados a otros, se denomina
transformacion de coordenadas.

La transformacién de coordenadas mas general es aquella en la cual los nuevos
ejes no son paralelos a los ejes originales y sus origenes no coinciden. Este caso lo
estudiaremos en el ultimo Capitulo. Ahora consideraremos aquellas
transformaciones de coordenadas en las cuales los nuevos ejes son paralelos a los
originales y con los mismos sentidos. Este tipo de transformaciones se denomina
traslacion de ejes.
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- ;Como cambian las coordenadas de un punto cualquiera del plano debido a una
traslacién de ejes?

En la Figura 3.4 podemos observar que los nuevos ejes x' e y' son paralelos a los
ejes x e y. Las coordenadas del nuevo origen O', se representan con (h, k). Es decir,
los nuevos ejes se pueden obtener a partir de los anteriores desplazando h
unidades horizontalmente y k unidades en sentido vertical, manteniendo sus
direcciones y sentidos positivos. Designamos con (x, y) las coordenadas de un
punto cualquiera del plano con respecto a los ejes originales, en tanto que (x', y')
indican las coordenadas del mismo punto con respecto a los nuevos ejes. A partir
de la Figura 3.4, vemos que:

¥ ¥y
!
{ v+ k Ecuaciones de traslacién T *F
y=y+ Py
yiod i
Pk |
i g .
r....‘fi ..... %.-ﬂ'..-s{\,_.

Figura 3.4.

Entonces, la sustituciéon de las variables x e y en la ecuacién de una curva referida a
los ejes originales, por las expresiones recién obtenidas, permite encontrar la
ecuacion de la misma curva, referida a los nuevos ejes trasladados.

X Ejercicio 3.1.

Se realiza una traslacién de ejes con el punto (2,-2) como nuevo origen de
coordenadas.

a) Encuentre las nuevas coordenadas del punto Q(5,-1). Verifique graficamente.

b) Encuentre la ecuacion de la siguiente circunferencia, en el nuevo sistema de
ejes:
X2+y2-4x+4y+4=0

X Respuesta Ejercicio 3.1.

a) Las ecuaciones de traslacion resultan:

x=x"+2

y=y'-2
Siendo las coordenadas del punto Q(5,-1) respecto del sistema original, las nuevas
coordenadas resultan:

{5=x'+2 - x'=3
Amy2 - y=l QB
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b) Sustituimos las expresiones para x e y en términos de x' e ' en la ecuacion dada:
(x'+2)2+(y'-2)2-4(x'+2)+4(y-2)+4=0
X'2+4x'+4+y'2-4y'+4-4x'-8+4y'-8+4=0

X'2+y'2=4 Circunferencia de radio r=2y centro C(2,-2)

Ly v

Figura 3.5.

3.3.4  Tipos de problemas

Tenemos dos tipos de posibles problemas a resolver en el estudio de las secciones
conicas:

a) Conocidos los elementos de la conica (en el caso que estamos estudiando en este
apartado, el centro y el radio de la circunferencia), encontrar la ecuacién de la
misma.

b) Dada la ecuaciéon cuadratica, identificar de qué conica se trata y encontrar sus
elementos.

X Ejercicio 3.2.

A partir de los siguientes datos, escriba la ecuacién de la circunferencia
correspondiente:

a) Centro C(0,0); radio r=3
b) Centro C(-3,4); radio r=7
X Respuesta Ejercicio 3.2.
a) x2+y2=9

b) (x+3)2+(y-4)%=49

X Ejercicio 3.3.

Indique la cénica que representa cada una de las siguientes ecuaciones:
a) 2x%+2y?-12x-8y-6=0

b) 2x2+2y2-4x-8y+10=0

C) x2+y2+2x-4y+6=0
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X Respuesta Ejercicio 3.3.

Si bien a partir de la ecuacién general de la circunferencia, podemos obtener las
coordenadas del centro y el valor del radio usando las expresiones ya vistas,
describiremos un procedimiento que nos permitird trabajar con cualquier
ecuacion cuadratica, pudiendo identificar con el mismo las restantes cénicas que
aun no hemos estudiado.

a) Dada la ecuacién cuadratica, en primer lugar, agrupamos los términos en x e y:
(2x2-12x)+(2y%-8y)-6=0

Luego sacamos factor comun en cada paréntesis, de forma tal que los términos en
x2 e y? tengan coeficientes iguales a 1:

2(x2-6x)+2(y2-4y)-6=0

A continuacién, completamos cuadrados en cada uno de los paréntesis, recordando
que para ello se debe considerar:

= (B - (0 = (42 - ()

En nuestra ecuacion resulta:

2

2(x%-6x+9-9)+2(y%-4y+4-4)-6=0
2(x-3)2-18+2(y-2)2-8-6=0
2(x-3)2+2(y-2)%2=32

(x-3)2+(y-2)2=16 | Ecuacion de una circunferencia de radio r=4 y centro C(3,2).

b) Efectuamos el mismo procedimiento anterior con la segunda ecuacion:
(2x2-4x)+(2y2-8y)+10=0

2(x2-2x)+2(y?-4y)+10=0

2(x%-2x+1-1)+2(y%-4y+4-4)+10=0

2(x-1)2-2+2(y-2)2-8+10=0

2(x-1)2+2(y-2)2=0

;Qué valores de x e y satisfacen esta ecuacion?

Tenemos una suma de dos términos que son siempre positivos o nulos, igualados a
0. La unica opcidn para satisfacer esta igualdad es que cada uno de los términos
sea nulo. Es decir:

x-1=0 = x=1

y-2=0 = y=2
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La grafica de esta ecuacién cuadratica, corresponde a un tnico punto. Suele decirse
que la ecuacidén cuadratica dada corresponde a una circunferencia puntual.

c) Resolvemos el ultimo inciso con el mismo procedimiento:

(x2+2x)+(y2-4y)+6=0
(x2+2x+1-1)+(y%-4y+4-4)+6=0
(x+1)2-1+(y-2)%-4+6=0
(x+1)2+(y-2)2=-1

Ningun par de valores (x,y) satisface esta ecuacién. Es decir, no existe un lugar
geométrico que quede representado por la ecuacion cuadratica del inciso c).

Los ejemplos vistos en el Ejercicio 3.3 ilustran tres casos posibles que podemos
generalizar como indicaremos a continuacion.

Dada la ecuacidn cuadratica en dos variables: Ax%2+Cy?+Dx+Ey+F=0, la condicién
necesaria para que sea una circunferencia es que los coeficientes A y C sean iguales
y no nulos. Si se cumple esta condicién, completamos cuadrados con el
procedimiento ya descripto y llegamos a la siguiente expresion:

(x-h)2+(y-k)2=M

« SiM>0, se obtiene una circunferencia de radio VM y centro C(h,k)

e Si M=0, se obtiene una circunferencia puntual, es decir el punto P(h,k), es el
unico punto que satisface la ecuacion.

e« Si M<0, no existe lugar geométrico que quede representado por esta
ecuacion cuadratica dada.

En sintesis, la condicién necesaria y suficiente para que la ecuacidon cuadratica
Ax2+Cy?+Dx+Ey+F=0 represente una circunferencia, es que los coeficientes A y C
sean iguales y no nulos y que el término independiente, luego de completar
cuadrados y pasado al segundo miembro, sea mayor que cero.

3.3.5 Posiciones relativas entre recta y circunferencia

Dada una recta y una circunferencia, las posibles posiciones relativas entre ambas
son: (Figura 3.6):

o Larecta es secante a la circunferencia, es decir la corta en dos puntos.
o Larecta es tangente a la circunferencia, es decir, la corta en un solo punto.

e La recta es exterior a la circunferencia, es decir, no tienen punto de
interseccion.
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¥y y y
| L
c
C C
L L
x x x
o o o
L secante a la circunferencia L tangente a la circunferencia L exterior a la circunferencia
Figura 3.6.

Para determinar la posicién relativa entre una recta y una circunferencia dadas,
buscamos el o los puntos de interseccion (si es que existen) entre ambos lugares
geométricos, planteando el siguiente sistema de dos ecuaciones, una cuadratica y
otra lineal:

C: Ax2+Ay?+Dx+Ey+F=0
L: A'x+B'y+(C'=0

Para resolver este sistema, despejamos de la ecuacidn de la recta una cualquiera de
las dos variables y la sustituimos en la otra ecuaciéon. Obtenemos de este modo una
ecuacion de segundo grado en una unica variable, de la forma: ax?+bx+c=0 (o
también podria resultar expresada en términos de la variable y). Para encontrar las
raices planteamos:

—b +Vb?% — 4ac
12 = 2a

e Si b%-4ac > 0, obtenemos dos soluciones reales y distintas, que nos
conducen a dos puntos solucién del sistema de ecuaciones lineales. Es asi
que la recta y la circunferencia tienen dos puntos en comun. Por lo tanto, se
dice que la recta L es secante a la circunferencia.

e Sib?-4ac =0, obtenemos dos raices reales e iguales, lo que nos conduce a un
unico punto solucidn del sistema de ecuaciones lineales. Es decir, la recta y
la circunferencia tienen un Unico punto en comun, o sea, la recta L es
tangente a la circunferencia.

e Si b%-4ac < 0, obtenemos raices complejas conjugadas y por lo tanto no
existe interseccion entre la recta y la circunferencia dadas. Se dice que la
recta es exterior a la circunferencia.

X Ejercicio 3.4.

Dada la circunferencia de ecuacién (x-2)2+y2=25 y las siguientes rectas, determine
para cada una de ellas su posicidn relativa con respecto a la conica dada. Verifique
graficamente sus respuestas:
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a) L1: 3x+4y-6=0
b) L2: 3x+4y-31=0
c) Lz: 3x+4y-60=0

X Respuesta Ejercicio 3.4.

a) L1 es secante a la circunferencia.

b) L2 es tangente a la circunferencia en el punto T(5,4).
c) Lz es exterior a la circunferencia.

3.3.6 Ecuacion de la recta tangente a una
circunferencia por un punto de la misma

Dada la circunferencia de radio r y centro C(hk), escribimos su ecuacién
cartesiana:

(x-h)2+(y-k)2=r2

o bien, la ecuacién general que se obtiene desarrollando la anterior:
x2+y2+Dx+Ey+F=0

donde D=-2h, E=-2k y F=h2+k?-r2

Para obtener la pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera T(xtyT) de
la circunferencia (ver Figura 3.7), derivamos implicitamente la dltima ecuacion,
obteniendo:

2x+2yy'+D+Ey'=0

Agrupamos los términos que dependen de y' y despejamos, obteniendo de este
modo la siguiente relacion:

, —2x—D
Y =T+ E

Esta expresion nos permite evaluar la pendiente de la recta tangente en cualquier
punto de la circunferencia. En particular, nos interesa en el punto T(xtyT), es decir:

, _—2xp—D
Yor = 2yr +E
donde 2yr+E es no nulo.

A continuacion escribimos la ecuacion de la recta Lt que tiene por pendiente a y'ry
que pasa por el punto (xt,yr), que es la ecuacion de la recta tangente buscada:

_sz - D

e E) )

Lr: y_YT=<
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Demostraremos ahora que esta recta tangente es siempre perpendicular al
segmento que une el centro de la circunferencia con el punto de tangencia (ver
Figura 3.7).

Figura 3.7.

Para ello, desarrollaremos la ultima ecuaciéon obtenida para encontrar asi la
ecuacion general de la recta tangente:

(2yr+E) (y-yr)+(2x1+D) (x-x1)=0
(2yr+E)y+(2xr+D)x-[(2yr+E)yr+(2x1+D)x1]=0

Como ya sabemos, en esta expresion de la ecuacion de la recta, los coeficientes que
acompafian a las variables x e y, constituyen las componentes de un vector normal
ny a la recta dada. Es decir:

ny=(2xr+D, 2y1+E)

Determinamos ahora las componentes del vector que tiene punto inicial en el
centro de la circunferencia y extremo en el punto de tangencia:

CT=(x1-h, yr-k)=(x1+D/2, y1+E/2)

Observamos que: n=2CT

Es decir, el vector normal ny, a la recta tangente es paralelo al vector CT. Por lo
tanto, la recta tangente a la circunferencia en cualquier punto T de la misma,
resulta perpendicular al segmento que une el centro de la circunferencia con el
punto de tangencia.

X Ejercicio 3.5.

a) Determine la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x2+y2-4x-21=0, en
el punto T(5,4).

b) Verifique, grafica y analiticamente, que dicha recta tangente es perpendicular al
segmento que une el centro de la circunferencia dada con el punto T de tangencia.

X Respuesta Ejercicio 3.5.
a) Lt: 3x+4y-31=0
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3.3.7 Ecuaciones paramétricas de una circunferencia

Estudiaremos la situacion en la cual cada una de las variables x e y es especificada
en términos de una tercera variable, denominada pardmetro.

Definicion: Si existen funciones fy g, con un dominio P comun, las
ecuaciones x=f(t) e y=g(t), para t en D, son ecuaciones paramétricas de la
curva, que consiste en todos los punto (f{t), g(t)) para t en el dominio D.
La variable t se denomina pardmetro.

Si tenemos una curva dada por medio de sus ecuaciones paramétricas, podemos
encontrar su ecuacién cartesiana, eliminando el parametro t.

Para graficar una curva dada por medio de sus ecuaciones paramétricas, marcamos
los puntos del plano de forma tal que cada punto (x,y) queda definido para un valor
determinado del parametro t. Si interpretamos el pardmetro t como una variable
temporal y las coordenadas (x,y) como la posicidn de un mévil, por ejemplo, las
ecuaciones paramétricas nos estarian indicando en qué posicidén se encuentra el
movil en el tiempo t.

Es decir, podemos asociar las ecuaciones paramétricas con una nociéon de
movimiento a lo largo de la curva. Por otra parte, las ecuaciones paramétricas,
tanto de curvas como de superficies, son muy importantes en computacion, ya que
permiten dibujar dichos lugares geométricos en la pantalla de la computadora.

. PARA LA CIRCUNFERENCIA DE RADIO r Y CENTRO C(0,0)

A partir de la Figura 3.8, vemos que las componentes del vector OP en términos del
parametro a son:

OP=(rcosa, rsena) O<a<2m
o también:
OP= rcosa i+ rsena j O<a<2m

Cualquiera de estas dos expresiones se denomina ecuacion vectorial paramétrica
de la circunferencia de radio r y centro C(0,0). Para cada valor que adoptamos del
parametro o, obtenemos distintos puntos de la circunferencia. El rango de
variacion indicado para el parametro a permite describir la circunferencia
completa.

Si ahora igualamos componente a componente en cualquiera de las ecuaciones
anteriores, obtenemos:

X=r cos a
y=rsena O<a<2m
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las cuales constituyen las ecuaciones cartesianas paramétricas de la circunferencia
de radio ry centro C(0,0).

La eliminacion del parametro o de las ecuaciones anteriores nos conduce a la
ecuacion cartesiana de la circunferencia. Para ello, elevamos al cuadrado ambos
miembros de las dos ecuaciones y luego sumamos miembro a miembro. Es decir:

x%2=r? cos2a
y%=r2 sena
x2+y2=r2cos2a+risenZa P

.
X2+y2=r2(cos?a+senza) hY: X

. ;
x2+y?=r? J

Figura 3.8.

. PARA LA CIRCUNFERENCIA DE RADIO r Y CENTRO C(h,k)

A partir de la Figura 3.9, observamos que OP=0C+CP. Siendo OC= (h, k) y
CP= (r cosa, r sena) , O<o<2T

las componentes del vector OP en términos del parametro o resultan:

(x,¥)=(h,k)+(r cosa, r sena) O<a<2m

Esta es la ecuacion vectorial paramétrica de la circunferencia de radio r y centro
C(h,k), que también puede expresarse como sigue:

(x, ¥)=(r cosa+h, r sena+k) O<a<2m

Igualando componente a componente en esta Ultima expresion, obtenemos las
ecuaciones cartesianas paramétricas de la circunferencia de radio r y centro C(h,k):

X =rcosa+h
y =rsena+k O<a<2m
Procedemos de la misma manera que en el caso anterior para eliminar el
parametro a:
(x-h)?=r?cos?«a
(v-k)?=r2sen2a
(x-h)2+(y-k)2=r?(cos? a+sena)
(x-h)2+(y-k)?=r?

Esta ultima es la ecuacion cartesiana de la circunferencia de radio ry centro C(h,k)
que ya habiamos estudiado anteriormente.
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Figura 3.9.

X Ejercicio 3.6.
Indique las ecuaciones cartesianas paramétricas de la circunferencia de ecuacion:

X2+y?-2x+2y-7=0

X Respuesta Ejercicio 3.6.
x=3 cosa+1
‘[y= 3 sena-1 O<a<2m

3.3.8 Familia de circunferencias

Una familia de circunferencias es un conjunto de ellas que satisfacen
determinada condicién. Estudiaremos dos tipos de familias de circunferencias.

3.3.8.1 Familias de circunferencias de centro C(h,k)

Para la ecuacién (x-h)2+(y-k)?=r2, vemos que especificando los datos del centro
C(h,k) y del radio r, queda definida una tnica circunferencia. Si s6lo especificamos
los datos correspondientes al centro C(h,k) y dejamos el radio como una magnitud
variable, tendremos una familia de circunferencias: (Figura 3.10)

(x-h)2+(y-k)2=A A € R*, donde el parametro A es el cuadrado del radio.

Ci: (x-h)2+(y-k)2=A4
C2: (x-h)2+(y-k)?=Az
C3: (x-h)2+(y-k)2=23

Figura 3.10.
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3.3.8.2 Familia de circunferencias que pasan por la
interseccion de dos circunferencias dadas

En el Capitulo 2, vimos cdmo encontrar la ecuacién de la familia de rectas que
pasan por la interseccion de dos rectas dadas y la familia de planos que pasan por
la interseccidon de dos planos dados. De manera similar encontraremos aqui la
ecuacion de la familia de circunferencias que pasan por la intersecciéon de dos
circunferencias dadas. (Figura 3.11).

Para ello consideramos las siguientes ecuaciones de dos circunferencias que se
cortan en uno o en dos puntos:

Ci: x2+y2+D1x+E1y+F1=0
C2: X2+y2+Dox+Ezy+F2=0

Una de las formas de expresion de la familia de circunferencias es utilizando dos
parametros A1, A2 que pueden tomar valores reales:

A (X2+y2+D1x+E1y+F1)+ A2(x2+y2+Dox+Ey+F2)=0

De esta manera, si hacemos A1=0, recuperamos la ecuacién de la circunferencia C>,
y con A2=0, obtenemos la ecuacidn de la circunferencia Ci1. El inconveniente de esta
forma de expresion de la familia de circunferencias es que requerimos la
utilizacion de dos parametros en una sola ecuacion. Una forma alternativa y mas
practica es el uso de un s6lo parametro real A:

(X2+y2+D1x+E1y+F1)+ A(x2+y2+Dox+Esy+F2)=0

Para A#-1, esta ecuacién representa las circunferencias que pasan por la
interseccion de las dos circunferencias dadas. Se suele denominar a esta expresion
familia reducida de circunferencias que pasan por la interseccién de C; y C2, ya que
no incluye a la circunferencia Cz.

Figura 3.11.

Si A=-1 se eliminan los términos cuadraticos y queda la ecuaciéon de una recta
denominada eje radical de las dos circunferencias dadas.
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Observamos que, si sustituimos las coordenadas de un punto de interseccién, P1 o
P;, por las variables x e y en la ecuacion de la familia reducida de circunferencias
resulta: 0+A.0=0, ya que las coordenadas del punto de interseccion cumplen con las
ecuaciones de ambas circunferencias. Dicha igualdad nos dice que, siendo P1 y P
puntos de interseccidén de las dos circunferencias dadas, estos puntos también
satisfacen la ecuacién de la familia reducida de circunferencias, para todo valor del
parametro A.

Para mostrar que la curva dada por esa ecuacién es una circunferencia, agrupamos
las variables y obtenemos:

(1+A)x2+(14A)y2+(D1+AD2)x+(E1+AE2)y+(F1+AF2)=0

Vemos que los coeficientes que acompafan a los términos cuadraticos son iguales,
es decir, se cumple la condicién necesaria para que dicha ecuacién represente a una
circunferencia. Resta por demostrar que, luego de completar cuadrados, el término
independiente M resulta siempre mayor que 0, lo cual queda sugerido como
ejercicio para el estudiante.

Si en la ecuacién anterior sustituimos A=-1, obtenemos:
(D1-D2)x+(E1-E2)y+(F1-F2)=0

Dicha ecuacion corresponde al eje radical (ER) de las dos circunferencias dadas y
que también, como todo lugar geométrico que satisface la ecuacién anterior, pasa
por los puntos de interseccion de las dos circunferencias.

De la ecuacion del eje radical obtenida vemos que un vector normal al mismo esta
dado por: ngr=((D1-D2), (E1-E2)).

Por otra parte, el vector que une los centros de las dos circunferencias dadas
queda expresado como sigue:

CiCy = (hy — hyky — k) = [ — 22 (Dl) Ez (El)
1%2 — 2 1,2 1) — 2 2 ’ 2 2
D, —D; E; - E;
€162 = ( , )
Observamos entonces que un vector ngr normal al eje radical es paralelo al vector
C1C, que une los centros de las dos circunferencias dadas. Por lo tanto, el eje

radical es perpendicular a la recta que une los centros de las dos circunferencias
dadas, (Figura 3.12).

Figura 3.12.
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X Ejercicio 3.7.

Demuestre que el centro de cualquier circunferencia que pertenece a la familia de
circunferencias que pasan por la interseccion de dos circunferencias dadas,
pertenece a la recta L que pasa por los centros de las circunferencias dadas.

X Ejercicio 3.8.

a) Escriba la ecuacién de la familia de circunferencias que pasa por la interseccién
de C1 y Cz_

C1: x2+y2-25=0

C2: x2+y2-10x+10y+25=0

b) Halle la ecuacion del eje radical (ER) de las dos circunferencias dadas.

c) Verifique grafica y analiticamente, que el eje radical (ER) es perpendicular a la
recta que une los centros de las dos circunferencias dadas.

d) Determine la ecuacién de la circunferencia C3, que pertenece a la familia de
circunferencias dadas y cuyo centro tiene ordenada -5/2.

e) Evalue la longitud de la cuerda comun a las circunferencias dadas.

X Respuesta Ejercicio 3.8.

a) De acuerdo a las expresiones vistas, escribimos la ecuaciéon de la familia de

circunferencias reducida, que pasa por la interseccién de las dos circunferencias
dadas:

X2+y2-25+A( x2+y2-10x+10y+25)=0 AER

b) A los efectos de encontrar la ecuacion del eje radical de la familia de
circunferencias, sustituimos A=-1 en la expresion anterior:
x2+y2-25+(-1) ( x2+y2-10x+10y+25)=0

X2+y2-25-x2-y2+10x-10y-25=0

De esta ultima ecuacion surge que nLer=(1,-1). O también: drer=(1,1)

c) El centro de la circunferencia C; es: C1(0,0)

El centro de la circunferencia C; es: C2(-D2/2,-E2/2) Cz2(5, -5)
Por lo tanto, el vector C1Cz es: C1C2=(5,-5)

Un vector director del eje radical es: dier=(1,1)

El producto escalar dpgr.C1C2 es: dier. C1C2= (1,1).(5,-5)=0

Siendo nulo el producto escalar dpgr.C1C2, concluimos que los vectores son
perpendiculares. Es decir, el eje radical es perpendicular a la recta que une los
centros de las dos circunferencias dadas (ver Figura 3.13). Cabe sefalar que
podriamos haber comparado también los vectores ner y C1C2, observando que
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son paralelos y por lo tanto, la recta que une los centros y el eje radical son
perpendiculares.

d) A los efectos de encontrar la ecuacion de la circunferencia Cs, reordenamos los
términos de la ecuacion de la familia de circunferencias hallada en el inciso a):

X2(1+A)+y2(1+1)-10Ax+10Ay+25(A-1)=0 AeR

Dividimos la expresion anterior por (1+A) para obtener coeficientes unitarios en
los términos cuadraticos:

1-1)
1+21

x2+y?—10—— ——y +25 =0; AeR-{-1}

(1+/1) (1+/1)

Sabemos, por ser dato del problema, que el centro de la circunferencia C3 tiene
ordenada -5/2. Por lo tanto,

ks=-E/2=-5/2

Luego tendremos:

10 2 5

T2 (1+d 2

Es decir: A=1

Reemplazando A=1 en la ecuacidon de la familia de circunferencias, obtendremos la
ecuacion de la circunferencia Cs:

x2(1+1)+y?(1+1)-10x+10y+25(1-1)=0
2x2+2y2-10x+10y=0
Cs: x2+y2-5x+5y=0

e) La cuerda comtin a las dos circunferencias dadas esta definida por el segmento
I112, siendo I1 e I los puntos de interseccion de ambas circunferencias, (ver Figura
3.13). Entonces, determinamos en primer lugar las coordenadas de dichos puntos,
para lo cual es necesario resolver el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas:

Ci:  x2+y2-25=0
ER: {x-y-5=0

Reemplazando la segunda ecuacidn en la primera, obtenemos:

x2+(x-5)2-25=0

x2+x2-10x+25-25=0

2x%-10x=0

2x(x-5)=0 Para x1=0 - yi1=-5 - 11(0,-5)
Parax;=5 - y»=0 - 12(5,0)
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Figura. 3.13.

34 PARABOLA

34.1 Definicion de parabola

Definicion: La pardbola es el lugar geométrico de los puntos del plano
cuya distancia a un punto fijo llamado foco, es igual a la distancia a una
recta fija llamada directriz que no pasa por el foco.

En la Figura 3.14 se indica el foco de la parabola con la letra F y la recta directriz
con D. El punto V, llamado vértice de la parabola, que se encuentra en el punto
medio entre el foco y la directriz, sobre la perpendicular a la directriz que pasa por
el foco, también debe pertenecer a la parabola, ya que cumple con la definicion.

Podemos encontrar otros puntos de la parabola siguiendo el procedimiento que
describimos a continuacion: trazamos una recta Li paralela a la directriz y
tomando como centro al foco F y como radio a la distancia entre las rectas L1y D,
marcamos los arcos que cortan a L1 en los puntos Q1 y Q'1. Repetimos los pasos
indicados con la recta Lz y los puntos Q2 y Q'2. Los puntos Q; y Q'i marcados,
equidistan del foco y de la directriz, y por lo tanto se encuentran sobre la parabola.

Observamos que la recta que pasa por el vértice y el foco bisecta a todas las
cuerdas Q1Q'1, Q2Q"2, etcétera. Es por ello que se la denomina como eje de la
pardbola. La parabola es simétrica con respecto a su eje.

Aunque hemos podido ubicar puntos de la pardbola aplicando solamente la
definicion, es mas sencillo realizarlo a partir de la ecuacién de la curva, la cual
obtendremos en el siguiente apartado.
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Figura 3.14.

3.4.2 Ecuaciones cartesiana y general de |la parabola

Ubicamos el eje x sobre la recta que pasa por el foco y es perpendicular a la
directriz y el origen de coordenadas coincidente con el vértice de la parabola (ver
Figura 3.15). Adoptamos en primer lugar p > 0 como pardmetro geométrico de la
parabola que nos permitira ubicar el foco y la directriz.

FL VERTICE DE LA PARABOLA COINCIDE CON EL ORIGEN DE
COORDENADAS

Datos:

Parametro geométrico de la parabola: p>0
Vértice de la parabola: V(0,0)
Foco de la parabola: F(p/2,0)
Recta directriz: x=-p/2
Punto genérico de la parabola: P(xy)

De acuerdo con la definicion de parabola, cualquier punto P(x,y) de la misma, se
encuentra a igual distancia del foco que de la directriz. Entonces planteamos (ver
Figura 3.15):

IFP|| = ||EP]|
Siendo E(-p/2,y), los vectores FP y EP son:
FP = (x-p/2)y); EP=(x+p/2,0)

Por lo tanto, sus respectivos mddulos se evalian de la siguiente manera:

||FP||=\/(x—§)2+y2 IEP| = (x+§)2

La igualdad planteada anteriormente, entonces resulta:
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(x=2) +y2=(x+2)

Desarrollando, obtenemos:

2 2
xz—xp+%+y2=x2+xp+pz

De donde finalmente surge:

v F(p/2, 0)

y2=2px | p>0

P2 | p2

Figura 3.15.

Esta es la ecuacidn cartesiana de la parabola con vértice V(0,0) y foco F(p/2, 0).
Siendo p>0, la variable x no puede tomar valores negativos. El eje de la pardbola es
el semieje positivo de las abscisas, también denominado eje focal, ya que contiene
al foco. Este también constituye un eje de simetria, ya que la ecuacién no se altera
al cambiar y por -y. Al igual que en el caso de la circunferencia, la ecuaciéon
cartesiana de la parabola también suele denominarse ecuacién candnica, normal u
ordinaria.

. LADO RECTO

Recordamos que se denomina cuerda a todo segmento que une dos puntos de la
curva. Cuerda focal es toda cuerda que contiene al foco.

El lado recto es la cuerda focal perpendicular al eje focal. Se indica LR.
Si hacemos x=p/2 en la ecuacion de la parabola

y2=2px p>0

obtenemos:

y=1p

Las coordenadas de los puntos A y A', extremos del lado recto son, (Figura 3.16):

Alp/2p) ; A'(p/2-p).
La distancia entre los puntos AA' es la longitud del lado recto:

ILR| = 2p

Con los datos del vértice y los extremos del lado recto, es suficiente para esbozar la
grafica de la parabola.
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Figura 3.16.

Cuando el foco de la parabola se encuentra a la izquierda del origen de
coordenadas, se adopta p < 0, el foco queda representado por F(p/2, 0), y la
ecuacion de la directriz es x=-p/2.

De la misma manera que en el caso anterior, siguiendo la definicion de parabola, se
demuestra que (Figura 3.17):

y?=2px
so6lo que ahora, siendo p < 0, la variable x no puede tomar valores positivos.

Y 4D
y2=2px | p<O0
V X
Figura 3.17.

Si el eje focal es el eje y, se intercambian x por y en todo el analisis anterior y de
esta manera resulta (Figura 3.18):

x2=2py p<o0

El foco ahora esta dado por F(0, p/2) y la ecuacion de la directriz es y=-p/2. La
parabola en este caso resulta simétrica con respecto al eje y, ya que la ecuacion de
la misma, no se altera al cambiar x por -x.
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y | y
A(pp2) | o, p2) USRS VTR >
Alp, p/2)
\'2 x
o Alp p'2)
K¥=2py p=0 =2py p=<0
Figura 3.18.

En ambos casos estudiados, la ecuacion general de la parabola toma
respectivamente las siguientes formas:

y2-2px=0 cuando el eje focal es el eje x.

x2-2py=0 cuando el eje focal es el eje y.

Veamos a continuacion las ecuaciones correspondientes a parabolas cuyos ejes son
paralelos a algun eje coordenado.

EL VERTICE DE LA PARABOLA NO COINCIDE CON EL ORIGEN DE
COORDENADAS

El vértice de la parabola se encuentra en el punto V(h,k). Introducimos un nuevo
par de ejes coordenados x'y' paralelos a los ejes xy, pero con origen de coordenadas
en el punto (h,k), (ver Figura 3.19). Como la distancia del vértice al foco es p/2,
escribimos la ecuacion de la parabola en el sistema x'y":

yl2=2pxl

Teniendo presentes las ecuaciones de traslacion:

Xx'=x-h
y'=y-k

la ecuacion anterior resulta:
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(v-K)2=2p(x-h)

Figura 3.19.

Esta es la ecuacidon cartesiana de la parabola con vértice V(hk), parametro
geométrico p y eje focal paralelo al eje x. Para obtener la ecuacién general,
desarrollamos la ecuacion anterior y dejamos todos los términos en el primer
miembro:

y2-2px-2ky+k2+2ph=0

Comparamos la expresién anterior con la ecuaciéon general para una conica
Ax2+2Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0 y vemos que:

A=B=0y C#0

Observamos que, siendo A=0 y C#0, debe ser D#0, porque si fuera D=0 quedaria
una ecuaciéon de segundo grado en una sola variable Cy2+Ey+F=0, cuyas dos
soluciones (y=y1; y=y2) son dos rectas paralelas al eje x.

Procedemos de la misma manera para el caso en el que el vértice de la parabola es
V(h, k) y el eje de la misma es paralelo al eje y. (Figura 3.20)

La ecuacién de la parabola en el sistema x'y' ahora resulta:
X'2:2pyl

y sustituyendo las ecuaciones de traslacion ya vistas, obtenemos:

(x-h)?=2p(y-k)

Esta es la ecuacion cartesiana de la parabola con vértice V(h,k), parametro
geométrico p y eje focal paralelo al eje y. Para obtener la ecuacién general de la
misma, desarrollamos la expresion anterior y llevamos todos los términos al
primer miembro, resultando:
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x2-2hx-2py+h%+2pk=0

Comparamos esta ultima expresion con la la ecuacion general para una conica
Ax?+2Bxy+Cy%+Dx+Ey+F=0y vemos que:

B=C=0y A#0
Observamos que, siendo C=0 y A#0, debe ser E#0, porque si fuera E=0 quedaria

una ecuacién de segundo grado en una sola variable Ax2+Dx+F=0, cuyas dos
soluciones (x=x1; x=x2) son dos rectas paralelas al eje y.

y

-

Figura 3.20.

De la comparacion de la ecuaciéon general de una coénica con las ecuaciones
generales obtenidas para la parabola, podemos sintetizar lo siguiente:

Siendo B=0, es decir, para una cénica cuyos ejes no estan rotados respecto de los
ejes coordenados, la condicion necesaria para que la ecuacion Ax2+Cy?+Dx+Ey+F=0,
represente una parabola, es que uno de los coeficientes de las variables cuadraticas
sea nulo y el otro no. La condicién suficiente es que el coeficiente de la variable
lineal que corresponde al coeficiente de la variable cuadratica nula sea distinto de
cero.

3.4.3 Tipos de problemas

Como ya hemos visto, tenemos dos tipos de problemas a resolver en el estudio de
las secciones coOnicas:

a) Dados los elementos de la cénica, determinar su ecuacidn.

b) Dada la ecuacion de segundo grado en dos variables identificar de qué cénica se
trata y encontrar sus elementos.
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X Ejercicio 3.9.

A partir de los siguientes datos, escriba la ecuacion de la parabola y represente
graficamente:

a) V(0,0) F(4,0)
b) V(2,3) F(2,5)

X Respuesta Ejercicio 3.9.

a) y2=16x
b) (x-2)%=8(y-3)

X Ejercicio 3.10.

Dada la ecuacion cuadratica x2-4y-8x=0, identifique la cdnica, sus elementos y
grafique.

X Respuesta Ejercicio 3.10.

Dada la ecuacién cuadratica, agrupamos los términos en xy en y:
(x2-8x)-4y=0

A continuacidon completamos cuadrados de la siguiente manera:
(x2-8x+16-16)-4y=0

(x-4)2-4y-16=0

(x-4)2-4(y+4)=0

(x-4)2=4(y+4) Ecuacién cartesiana de la parabola con V(4,-4) y eje focal
paralelo al eje y

2p=4 - p=2 X'=x-4
y'=y+d

X'2:4y'

F(O,p/2)xy - F(0,1)xy - F(4,-3)

Ecuacion de la directriz:

y'=-p/2 - y=1 - | y+4=-1
y=-5
[LR| =2p - [LR| = 4

Los puntos extremos del lado recto son: A(2,-3) ; A'(6,-3)

En la Figura 3.21 se puede ver la representacion grafica del problema.
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Figura 3.21.

344 Posiciones relativas entre recta y parabola

Para estudiar si la recta es secante, tangente o exterior a la parabola, procedemos
de la misma manera que lo hicimos al estudiar la posicion relativa entre recta y
circunferencia. Es decir, buscamos el o los puntos de interseccion (si es que
existen), entre ambos lugares geométricos.

X Ejercicio 3.11.

Dada la paradbola de ecuacion x2-4y-8x=0 y las siguientes rectas, determine para
cada una de ellas su posicidn relativa con respecto a la cénica dada. Represente
graficamente.

a) Li: y=-x-1
b) L: y=-x-4
c) Lz: y=-x+1
X Respuesta Ejercicio 3.11.

a) Para buscar la interseccion entre la pardbola dada y la recta L1, planteamos el
siguiente sistema:

x2-4y-8x=0
y=-x-1
Para resolver el sistema sustituimos y=-x-1 en la primera ecuacién:

x2-4(-x-1)-8x=0
x2-4x+4=0
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La solucidn de esta ecuacion de segundo grado es x=2 que nos permite evaluar
y=-2-1=-3. Es decir, existe un Unico punto de interseccién entre la pardbola y la
recta Li, cuyas coordenadas son: (2,-3). Por lo tanto la recta L1 dada es tangente a
la parabola.

b) Planteamos el sistema:

x2-4y-8x=0
y=-x-4

Para resolverlo, sustituimos y=-x-4 en la primera ecuacién y obtenemos:

x2-4(-x-4)-8x=0
x2-4x+16=0

Esta ecuacidon de segundo grado no tiene soluciones reales, por lo que no existen
puntos de interseccion entre la parabola dada y la recta L». Es decir, la recta L2 es
exterior a la parabola.

c) Planteamos el sistema:
x2-4y-8x=0
y=-x+1

y resolvemos:

x2-4(-x+1)-8x=0
x2-4x-4=0

cuyas soluciones aproximadas son:
x1=4,83 x2=-0,83

A continuacién sustituimos los valores obtenidos en la ecuacion de la recta Lz para
determinar las ordenadas de los puntos de interseccion:

y1=-3,83 y2=1,83

Es decir, la recta es secante a la parabola ya que la corta en los dos puntos
encontrados:

P1(4.83,-3.83) P2(-0.83, 1.83)

En la Figura 3.22, es posible observar la representacion grafica del ejercicio
realizado:
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Figura 3.22.

3.4.5 Ecuacion de una recta tangente a una parabola

Dada la parabola de vértice V(h,k) y eje paralelo al eje x, escribimos su ecuacion
cartesiana:

(y-k)?=2p(x-h)
o bien la ecuacidn general que se obtiene desarrollando la ecuacién anterior:
y2-2px-2ky+k?+2ph=0

Para obtener la pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera T(xr, yr) de
la parabola (ver Figura 3.23), derivamos implicitamente la ultima ecuacion
obtenida:

2yy'-2p-2ky'=0

Agrupamos los términos que dependen de y' y despejamos, obteniendo de este
modo la siguiente relacién:

/ p

y=ka

Esta expresion nos permite evaluar la pendiente de la recta tangente en cualquier
punto de la parabola, siendo y-k no nulo. En particular nos interesa evaluar la
derivada primera en el punto T(xr, yT), es decir:

V=t
T yr—k

donde y1-k es no nulo.
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A continuacién  escribimos la
ecuacion de la recta que tiene por
pendiente a yT y que pasa por el Y
punto T(xr, yr), es decir la recta
tangente a la parabola en el punto de Teey)
tangencia T(xr, yr), como puede
observarse en la Figura 3.23.

p
Lr: y_ysz(x_xT)

Figura 3.23.

X Ejercicio 3.12.

Encuentre una ecuacidn para la recta tangente a la parabola de vértice V(h,k) y eje
focal paralelo al eje y.

X Respuesta Ejercicio 3.12.

(xr —h)

Ly: y—yr=——(—xr)
p

X Ejercicio 3.13.
Determine la ecuacion de la recta tangente a la parabola x2-4y-8x=0 en el punto
T(2,-3). Represente graficamente.
X Respuesta Ejercicio 3.13.
Lt: y+x+1=0

3.4.6 Ecuaciones paramétricas de una parabola

Alos efectos de escribir ecuaciones paramétricas de una parabola, buscamos
ecuaciones:

x=g(t)

y=h(t) teER
de forma tal que para cada valor del parametro ¢, se obtenga un par ordenado (x,))
que verifique la ecuacion de la parabola dada.

Una manera sencilla de definir ecuaciones paramétricas para una parabola dada,
es adoptar como parametro la variable que se encuentra elevada al cuadrado. De
este modo, si la ecuaciéon es y2=2px, resultan las siguientes ecuaciones
paramétricas:
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y=t tER
t2

ng

De la misma manersa, si la ecuacion es x2=2py, escribimos las siguientes ecuaciones
paramétricas:

x=t teER
t2

y= 5

X Ejercicio 3.14.

Escriba ecuaciones paramétricas para la parabola de ecuacién: (y-1)2=8(x-2)

X Respuesta Ejercicio 3.14.

Despejamos la variable que no se encuentra elevada al cuadrado:

1 2
x=§(y—1) + 2

y luego escribimos:
y=t

1
x=§(t—1)2+2 ; t €ER

3.4.7 Familias de parabolas

Una familia de parabolas es un conjunto de parabolas que satisfacen una
determinada condicién.

X Ejercicio 3.15.

Encontraremos la familia de parabolas de eje coincidente con el eje x y parametro
geométrico p=2

X Respuesta Ejercicio 3.15.

La ecuacion de una parabola de esta familia es de la forma: (y-k)2=2p(x-h).

Si el eje de cualquier parabola de la familia es el eje x, entonces k=0, con lo cual la
ecuacion resulta:

y?=4(x-h) heR
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h es el parametro de la familia de
parabolas que cumplen las
condiciones dadas. En la Figura
3.24 se ilustran algunas parabolas
que pertenecen a esta familia.

-1

Figura 3.24.

X Ejercicio 3.16.

Determinaremos la familia de parabolas de eje coincidente con el eje y y parametro
geométrico p=4

X Respuesta Ejercicio 3.16.

La ecuacién de una parabola de esta familia es de la forma: (x-h)2=2p(y-k).

Si el eje de cualquier parabola de la familia es el eje y, entonces h=0 con lo cual la
ecuacion resulta:

2=8(y- :
x2=8(y-k) | kER s y
k=1
k es el parametro de la familia de o
parabolas que cumplen las k=1
condiciones dadas. En la Figura 3.25 .
se ilustran algunas parabolas que .
pertenecen a esta familia. G -
-1
Figura 3.25.

X Ejercicio 3.17.

Determinaremos la familia de parabolas de eje focal coincidente con el eje x y cuyo
vértice es el punto V(2,0).

X Respuesta Ejercicio 3.17.
La ecuacién de una parabola de esta familia es de la forma: (y-k)2=2p(x-h).

El vértice de cualquier parabola de esta familia se encuentra en el punto dato V,
entonces h=2 y k=0 con lo cual la ecuacién resulta:

y2=2p(x-2) pER
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El pardmetro geométrico p, es el |y
parametro de la familia de parabolas que
cumplen las condiciones dadas. En la
Figura 3.26 se ilustran algunas parabolas
que pertenecen a esta familia.

Figura 3.26.

3.5 ELIPSE

35.1 Definicidn de elipse

Definicion: La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya
suma de las distancias a dos puntos fijos llamados focos, es una constante

igual a 2a y esa constante es mayor que la distancia entre los focos
llamada 2Zc.

En la Figura 3.27 se indican los focos de la elipse con F1 y F». Si los extremos de una
cuerda se fijan a dichos puntos, a medida que se mueve el lapiz en el punto P, con
la cuerda tensa, la curva que se grafica es una elipse.

Figura 3.27.

352 Ecuaciones cartesiana y general de |a elipse

. ELCENTRO DE LA ELIPSE COINCIDE CON EL ORIGEN DE COORDENADAS

A los efectos de encontrar la ecuacién de la elipse, ubicamos el origen de
coordenadas en el punto medio entre los dos focos y el eje x sobre la recta que pasa

por los focos, (Figura 3.28). Representando con 2c¢ la distancia entre los focos, las
coordenadas de los mismos son F1(c,0) y F2(-c,0).

116 S. Raichman — E. Totter



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Edicidn Digital

P(xy)

Ff-c0) Fe.0)

Figura 3.28.

De acuerdo a la definicion de elipse, la suma de las distancias de cualquier punto
P(xy) de la misma a los dos focos, es una constante igual a 2a. Entonces
planteamos (ver Figura 3.28):

IF1P|| + ||F2P|| = 2a
donde FiP=(x-c,y) y F2P=(x+c, )

Sustituimos en la ecuacion anterior y resulta:

V=02 +y2 +(x+ )2 +y? = 2a

VG 7y =20 GF P 17

Elevamos al cuadrado ambos miembros:

(x =) +y2 = 4a® — 4a/(x + )2 + y2 + (x + €)% + y?
x2 —2cx + ¢ = 4a® — 4a/(x + )2 + y2 + x% + c2 + 2cx
—4cx = 4a% — 4a\[/(x + ¢)? + y?

a/(x + )2 +y% = a? + cx

Elevando al cuadrado nuevamente en ambos miembros:

a?[(x + ¢)? + y?] = a* + ¢®x? + 2a’cx

a’x? + a’c? + 2a’cx + a?y? = a* + c?x% + 2a’cx

xZ(aZ _ CZ) + a2y2 — a2(a2 _ 62)

Observamos en la Figura 3.28 el triangulo F1PF>: la longitud de un lado es 2c, en
tanto que la suma de las longitudes de los otros dos lados es 2a. Por ello resulta

2a > 2c con lo que a?-c2 > 0. Entonces se designa, b?=a2-c% por lo que la dltima
expresion puede escribirse como:
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x2b2+a2y2=q2h?

Dividimos ahora miembro a miembro por a2b? y resulta:

XZ yZ

2 =t

Esta ultima ecuaciéon es la llamada ecuacién cartesiana, ecuacidon candnica,
ecuacion normal u ordinaria de la elipse.

De la ecuacidn obtenida, se observa que la grafica es simétrica con respecto a
ambos ejes coordenados. Cuando se reemplaza en la ecuacién x por —x, ésta no se
altera, con lo que la grafica es simétrica con respecto al eje y y de igual modo,
cuando se reemplaza en la ecuacion y por -y, ésta no se altera, con lo que la grafica
es simétrica con respecto al eje x.

Si en la ecuacién planteamos y=0, se obtiene x = ta, en tanto que, cuando
reemplazamos x=0 en la ecuacién, obtenemos y = +b. Por lo tanto la elipse
intersecta al eje x en los puntos (a,0) y (-a,0) y al eje y en los puntos (0,b) y (0,-b).
El segmento 2a se designa eje mayor de la elipse y sus extremos se denominan
vértices. El segmento 2b se llama eje menor de la elipse (b<a porque b?=a?-c2). La
interseccion de ambos ejes de la elipse es el centro de la misma.

. LADO RECTO
La cuerda focal perpendicular al eje focal es el lado recto. Si en la ecuacion de la

elipse sustituimos x=c, encontraremos los puntos A y A’ extremos del lado recto
correspondientes al foco Fy (Figura 3.29):

c? y2 c?
ZtpE=1 ~ ﬁ:Q__%z

aZ
(aZ_CZ) b4 b2
2 _ 2 2 —
Ya=——r7 b - ya=—3 - y=zt—

Por lo tanto, las coordenadas de los puntos Ay A’ son:

b? b?
A <C' _> / A, <C’ - _>
a a

Si en la ecuacion de la elipse sustituimos x=-c, obtenemos los puntos B y B,
extremos del lado recto correspondientes al foco F:

b? b?
B(—c,—) ;B (—c,— —>
a a
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Estos resultados muestran que la longitud del lado recto es:

b2
|LR| = 2—
a

Observamos ademas que los focos se encuentran sobre el eje mayor de la elipse.
Ubicando todos los puntos importantes sefialados, graficamos la elipse (ver Figura
3.29). y

: V(a.0) x

o

Figura 3.29.

. EXTENSION DE LA ELIPSE

A partir de la definicion de elipse, ya sabemos que sus puntos no se alejan
indefinidamente de sus focos. Podemos estudiar la extensién de la elipse
despejando la variable x y luego la variable y de su ecuacidn:

a b
xziz b2 — y?2 y=i—/a2—x2

a
Para que la variable x tome valores reales, debe cumplirse que b2-y22 0, es decir,

-b<y<b. De igual modo, para que la variable y tome valores reales, a2-x2 = 0, por lo
tanto, -asx<a.

Esto nos muestra que ningun punto de la elipse esta fuera del rectdngulo formado
por las rectas x=a; x=-a; y=b e y=-b.

Los conceptos de extension y simetria son de gran ayuda para dibujar la grafica de
cualquier curva.

. SI EL EJE MAYOR DE LA ELIPSE ESTA SOBRE ELEJE Y

Si los focos de la elipse estan sobre el eje y en los puntos Fi(0,c) y F2(0,-c),
siguiendo un procedimiento similar al ya descripto, es posible obtener la siguiente
ecuacion:
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En la Figura 3.30 se ilustra una
elipse con eje focal sobre el eje y.

Vb0 x

vea

Figura 3.30.
En ambos casos estudiados, la ecuacion general de la elipse toma respectivamente
las siguientes formas:

b2x2+a?y?-a2b?=0, cuando el eje focal es el eje x.

a’x?+b%y2-a2b?=0, cuando el eje focal es el eje y.

. PROPIEDAD FOCO-DIRECTRIZ DE UNA ELIPSE. EXCENTRICIDAD

Si bien la parabola se definié en términos de un foco y una directriz, no se utilizé
una directriz en la definicién dada de elipse. Veremos a continuacién que para la
elipse existe una directriz asociada para cada foco. Cuando hicimos la deduccion de
la ecuacion de la elipse con centro en (0,0) y eje mayor, o eje focal, sobre el eje x,
llegamos a la siguiente expresion intermedia:

aJ(x+c)2+y2=a?+cx

Si en la misma, dividimos ambos miembros por a y sacamos factor comun c en el
segundo miembro, obtenemos:

2
\/(x+6)2+y2=§<a7+x>

El primer miembro de esta igualdad es la distancia de un punto P(x,y) cualquiera
2
de la elipse al foco (-¢,0). En el segundo miembro, el factor (aT + x), es la distancia

del punto P(x,y) de la elipse a la recta x=-a2/c (ver Figura 3.31), en tanto que el
factor c/a es una constante que toma valores entre cero y uno, denominada
excentricidad, entonces podemos definir también a la elipse de la siguiente
manera:
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Definicion: Elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano tales
que, la distancia a un punto fijo llamado foco es igual a una constante
(entre cero y uno) por su distancia a una recta fija llamada directriz.

-a*/ !
g, ) © Py,

F(c.0)

Plxy) (a5, y))

x=—d/c x=d/c

Figura 3.31.

. ANALISIS DE LA EXCENTRICIDAD

Al cociente c/a, se lo denomina excentricidad e de la elipse. Para analizar cémo
cambia el aspecto de una elipse cuando se modifica la excentricidad, dejaremos fijo
el eje mayor:

o Sila excentricidad es nula, e=0, las ecuaciones e=c/a y b?=a?-c2 conducen a
¢=0 y a=b. Es decir, los dos focos coinciden en el centro (por ser ¢=0) y la
elipse es una circunferencia (a=b).

o Sila excentricidad e crece, los focos se separan (c#0), alejandose del centro
y el semieje menor b disminuye. A medida que e se acerca a 1, ¢ se acerca al
valor de a y b se acerca a 0.

e Sie=1, c=a (e=c/a), conlo que b=0 (b%=a?-c?). La definicién de elipse implica
que la grafica es el segmento de recta que une ambos focos.

En la Figura 3.32 se ilustra lo descripto:

?_

0

N

.

\_\___4

Figura 3.32.
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EL CENTRO DE LA ELIPSE NO COINCIDE CON EL ORIGEN DE
COORDENADAS

Si el centro de la elipse se encuentra en el punto (h,k), introducimos un nuevo par
de ejes coordenados x'y' con origen en (h,k) (ver Figura 3.33). La ecuacion de la
elipse referida a los nuevos ejes es:

Teniendo presentes las ecuaciones de traslacion:

y
x'=x-h !
y'=y-k

L, . P(xy)
la ecuacién anterior resulta:
y
(x—h)z_l_(y—k)z_1 y c x
a? bz k &
=7 - —_._'/
que es la ecuacién cartesiana de -

“

la elipse con centro C(h,k) y eje
mayor (o eje focal) paralelo al
eje x. x

Figura 3.33.

Para obtener la ecuacién general, desarrollamos la ecuacién anterior y dejamos
todos los términos en el primer miembro:

b?x2+a?y?-2hb?x-2ka?y+(b*h?+a?k?-a?b?)=0

Comparamos con la ecuacién general para una conica Ax2+2Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0y
vemos que:

B=0, Ay C son no nulos ambos, de igual signo y de distinto valor.

Procediendo de la misma manera, cuando el eje mayor (o eje focal) es paralelo al
eje y, se obtiene:

EEAY EEAY;
(= G-k _

b2 a? 1

De igual modo que en el caso anterior, para obtener la ecuacién general,
desarrollamos la ecuacién anterior y dejamos todos los términos en el primer
miembro:

a2x2+b2y2-2ha?x-2kb2y+(a?h?+b2k2-a?h?)=0
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3.5.3 Tipos de problemas

Como ya hemos visto, tenemos dos tipos de problemas a resolver:

a) Dados ciertos elementos de la elipse, determinar su ecuacién y los restantes
elementos.

b) Dada la ecuacion cuadratica en dos variables, identificar de qué cénica se trata y
encontrar sus elementos.

X Ejercicio 3.18.

A partir de los siguientes datos, escriba la ecuacidn de la elipse, identifique todos
sus elementos y grafique.

a) F1(0,4); F2(0,-4); V1(0,5)

b) F1(7,2); F2(-1,2); V1(8,2)

X Respuesta Ejercicio 3.18.

a) El punto medio entre los focos es el origen de coordenadas. Es decir, el centro de
la elipse dada coincide con (0,0). A partir de los datos de los focos, encontramos
c=4 y del dato del vértice, hallamos a=5. Luego usando la relaciéon b?=a?-c? surge
b=3. Siendo el eje focal el eje y, la ecuacién de la elipse es:

y

2 09

<

x2+ =1
5 =

N
Ul

/3,4)

En la Figura 3.34, se muestra la
elipse y todos sus elementos.

(3.0)

t
3 4

|LR|=2b2/a=18/5
e=c/a=4/5

/5,4)

Sl

Figura 3.34.

b) El centro de la elipse es el punto medio entre ambos focos, es decir, C(3,2). La
distancia entre los focos es 8, de donde c=4. La distancia del centro C(3,2) al vértice
V1i(8,2) es 5, de donde a=5. Por lo tanto, a partir de la relaciéon b2=a2-c%, surge que
b=3. El eje mayor de la elipse (o eje focal) es paralelo al eje x. La ecuacion de la

elipse es: y
5 (3.3)
(X - 3)2 + (y - 2)2 -1 (—1,2+§V‘1
25 9 22} (1.2)

En la Figura 3.35 se =
muestra la elipse y todos
sus elementos.

Figura 3.35.
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X Ejercicio 3.19.

Dadas las siguientes ecuaciones cuadraticas, identifique en cada caso, la cénica, sus
elementos y represente graficamente:

a) 2x%+y2-12x-4y+18=0

b) 2x2+y2-12x-4y+22=0

c) 2x%2+y2-12x-4y+30=0

X Respuesta Ejercicio 3.19.

a) Para la ecuacion cuadratica dada, agrupamos términos en las variablesxeyy
completamos cuadrados:

(2x2-12x)+(y?-4y)+18=0

2(x2-6x)+(y?-4y)+18=0

2(x2-6x+9-9)+(y2-4y+4-4)+18=0

2(x-3)%+(y-2)2-18-4+18=0

_2\2 _9\2
(963)_|_(3/2):1
2 4

C(3,2); a=2b=V2;c=V2; e=
ILR| = 2 ]

F1(3,2+V2); F,(3,2-+2)
Vi (3++2,2); V,(3-+v2,2)
V3(3,4); V4 (3,0)

A(42+V2); A(2,2+442)
B(42-+2); B'(2,2-+2)

~| S

Figura 3.36.

b) 2x2+y2-12x-4y+22=0
(2x2-12x)+(y?-4y)+22=0
2(x2-6x+9-9)+(y2-4y+4-4)+22=
2(x-3)%2+(y-2)2-18-4+22=0

o

2(x-3)2+(y-2)2=0

Como la suma de dos términos positivos da cero, la tinica posibilidad es que cada
uno de esos términos sea nulo. Es decir, el tinico punto del plano xy que satisface
esta ecuacion es C(3,2).
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) 2x2+y2-12x-4y+30=0
En este caso, luego de completar cuadrados queda:
2(x-3)2+(y-2)2=-8

Por lo tanto, no existen puntos del plano xy que satisfagan esta ecuacion.

Observacioén:

En el ejercicio 3.19 se ilustran tres casos posibles, que generalizamos de la
siguiente manera:

Dada la ecuacidon cuadratica Ax?+Cy?+Dx+Ey+F=0 para la cual se cumple la
condicidn necesaria para que represente una elipse, es decir, A y C de igual signo y
distinto valor, luego de completar cuadrados queda de la forma:

A(x-h)2+C(y-k)2=M

Se trata de una elipse si A, Cy M son de igual signo. Si M=0, se trata del punto (h,k)
y si M es de signo contrario a A y C, no existe lugar geométrico que satisfaga la
ecuacion dada.

354 Posiciones relativas entre recta y elipse

Para estudiar si la recta es secante, tangente o exterior a la elipse, buscamos el o los
puntos de interseccion (si es que existen) entre ambos lugares geométricos, tal
como hicimos al plantear las posiciones relativas entre recta y circunferencia o
entre recta y parabola.

X Ejercicio 3.20.

Dada la elipse de ecuacion 25x2+9y2-225=0 y las siguientes rectas, determine para
cada una de ellas su posicién relativa con respecto a la cénica dada. Represente
graficamente.

a) L1: 5x+4y=0
b) L2: 5x+4y-25=0
c) L3: 5x+4y-32=0

X Respuesta Ejercicio 3.20.
a) L1 es secante a la elipse.

b) Lz es tangente a la elipse.
c) Lz es exterior a la elipse.

355 Ecuacion de una recta tangente a una elipse

Escribimos nuevamente la ecuacion general de una elipse con centro C(hk) y eje
mayor o (o eje focal) paralelo al eje x:

b2x2+a2y2-2hb2x-2ka?y+(b%*h%+a%k?-a2b?)=0
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Para obtener la pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera T(xt, yr) de
la elipse (ver Figura 3.37), derivamos implicitamente la dltima ecuacién:

2b%x+2a?%yy'-2hb?-2ka?y'=0

Agrupamos los términos que dependen de y' y despejamos obteniendo de este
modo la siguiente relacién:

_ —b*(x—h)

~at(y—k)

!

Con esta expresion podemos evaluar la pendiente de la recta tangente en cualquier
punto de la elipse tal que y-k es no nulo. En particular nos interesa evaluar en el
punto T(xr, y7), es decir:

o ~b*(xy — h)
YT a2 =
con yr-k#0

A continuacion escribimos la ecuacidon de la recta tangente a la elipse, que tiene
pendiente y'r y pasa por el punto T(xt, yt):

¥
_bz(x’[' - h)
Lr:| y—yr = m (x — x7) (hJe+B)

Cih.k) {h+ak)

L

[ ey

Figura 3.37.

X Ejercicio 3.21.

Determine una ecuacioén para la recta tangente a la elipse de centro C(h,k) y eje
mayor paralelo al eje y.

X Ejercicio 3.22.

Determine la ecuacion general de la recta tangente a la elipse 25x2+9y2-225=0, en
el punto T(9/5,4). Represente graficamente.

X Respuesta Ejercicio 3.22.

L1: 5x+4y-25=0

126 S. Raichman — E. Totter



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Edicidn Digital

356 Ecuaciones paramétricas de una elipse

Una representacion paramétrica de la elipse estd dada por las siguientes
ecuaciones:

Xx=a cosf
y=b senf 0 € [0,2m)

donde a>b. Efectivamente, para el rango especificado del parametro 6, estas
ecuaciones describen una elipse completa, como verificaremos a continuacidn.
Buscamos eliminar el parametro 6, para lo cual elevamos al cuadrado ambos
miembros de cada ecuacion y luego sumamos miembro a miembro:

X2 2

= + e cos?6 + sen?0
2 2

X y

2 =l

Es decir, las ecuaciones paramétricas dadas representan una elipse de semiejes a y
b. A partir de la Figura 3.38 interpretaremos geométricamente el parametro 6. En
dicha figura hay dos circunferencias. El radio de la circunferencia menor es b y el
radio de la circunferencia mayor es a. Para un cierto angulo 6, ubicamos los puntos
Ay B de interseccion de la semirrecta con las dos circunferencias respectivamente.
La recta horizontal que pasa por el punto A y la recta vertical que pasa por el punto
B se intersectan en un punto P(x,y). Para dicho punto se cumple que:

x = ||0OB||cosf = a cosO
y = ||0A||sen6 = b sen6 y

Por lo tanto P(x,y) es un punto

de la elipse. A medida que 6 , N P2

varia entre 0 y 21, el punto P va A\ i
describiendo los puntos de la / 2 i

elipse en sentido contrario al de Py p -

las agujas del reloj.

Figura 3.38.

3.5.7 Familias de elipses

Una familia de elipses es un conjunto de elipses que satisfacen una determinada
condicidn.
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X Ejercicio 3.23.

Encontraremos la familia de elipses cuyos focos son: F1(-1,2), F2(7,2)

X Respuesta Ejercicio 3.23.

El centro de la elipse es el punto
medio entre ambos focos, es
decir C(3,2). La distancia entre
los focos es 8, de donde c=4. A
partir de la relacion b%=a?-c?,
escribimos b2?=a2-16, que debe
ser mayor que 0. Siendo el eje
mayor paralelo al eje x,
escribimos la ecuacién de
cualquier elipse de esta familia:

_3)2 _ 9)2
(x 3)+(y 2)"

=1
a? a? — 16

Para que una elipse pertenezca a
esta familia, observamos que
debe ser a>4. En la Figura 3.39
se ilustran algunas elipses de
esta familia.

3.6 HIPERBOLA

3.6.1 Definicion de hipérbola

{3, +33]
r— o
(3,aB0)

ci32) Bzl o2 )'1(10,2 )

IT.

| Figura3.39.

focos llamada 2c.

Definicion: La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano
cuya diferencia de las distancias a dos puntos fijos llamados focos, es una
constante igual a 2a y esa constante es menor que la distancia entre los

3.6.2 Ecuaciones cartesiana y general de la hipérbola

FL CENTRO DE LA HIPERBOLA COINCIDE CON EL ORIGEN DE

COORDENADAS

A los efectos de encontrar la ecuacion de la hipérbola, ubicamos el origen de
coordenadas en el punto medio entre los dos focos y el eje x sobre la recta que pasa
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por los focos, (ver Figura 3.40). Representando con 2c la distancia entre los focos
las coordenadas de los mismos son F1(c,0)y F2(-c,0).

Pxy) Pixy)
.u:-u,“‘ “.a"’

Figura 3.40.

A partir de la definicién planteamos:
IF2P|| — [[F1P|| = 2a

o bien:

IF2P|| — [|F1P|l = —2a

dependiendo si el punto P(x,y) se encuentra ubicado a la derecha o a la izquierda
del eje y. Combinamos las dos ecuaciones escribiendo de la siguiente manera:

|F2P|| — ||F1P|| = £2a
Siendo:

F1P=(x-cy) y F2P=(x+c)y)

Entonces, la ecuacion anterior resulta:

\/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2=iZa

Jix+c)2+y?2=42a++(x—c)?+y?

Elevamos al cuadrado ambos miembros y simplificando obtenemos:

cx —a? = +a/(x — ¢)? + y?

A continuacién, elevando al cuadrado nuevamente ambos miembros vy
simplificando términos, resulta:

(c? — a?)x? — a2y2 = a?(c? — a?)

Observamos en la Figura 3.40 el triangulo F2PF1: la longitud de un lado es 2c, en
tanto que la diferencia de las longitudes de los otros dos lados es 2a. Por ello
resulta ¢ > a con lo que c2-a2>0. Designando b2=c?-a?, la tltima expresion obtenida
puede escribirse como:

b2x2-a2y2=qh?
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Dividiendo ahora miembro a miembro por a2b?, llegamos a la ecuacidn cartesiana
de la hipérbola:

xZ yZ
@

. SIMETRIA Y EXTENSION

De la ecuacién obtenida, se observa que la grafica es simétrica con respecto a
ambos ejes coordenados. Despejando de la ecuacion las variables x e y, una por vez,
podemos estudiar los valores permitidos de la misma, es decir la extensidn de la
grafica:

x=+0Fry  y=to i@

De la primera ecuacién surge que no existen restricciones para los valores de la
variable y. Es decir, y puede tomar cualquier valor real. En cambio, de la segunda
ecuacion surge que x2-a? debe ser 20, o sea que x? debe ser mayor que a?. Por lo
tanto, la hipérbola se extiende y aleja indefinidamente de los ejes coordenados en
cada cuadrante, sin haber puntos de la misma entre las rectas x=a y x=-a.

Es asi que la hipérbola consta de dos ramas. Los puntos (a,0) y (-a,0) se denominan
vértices de la hipérbola y el segmento entre ambos se designa como eje transversal
(ver Figura 3.41). El eje conjugado, es el segmento entre los puntos (0,b) y (0,-b). El
punto de intersecciéon de ambos ejes es el centro de la hipérbola.

. LADO RECTO

La cuerda focal perpendicular al eje focal se denomina lado recto. Si en la ecuacién
de la hipérbola sustituimos x=c, y consideramos la relacién c2=a?+b?, encontramos
los puntos extremos del lado recto correspondientes al foco F1. Es decir:

c? y2 c?
— 2 _ 2
e %—(;‘Qb

B (CZ _ aZ) b4 b2

A b2 o yi=— o ya=t—

Va az

Por lo tanto resultan:

b? b?
A <C' _> ; A, <C’ - _>
a a

Asi mismo, si en la ecuaciéon de la elipse hacemos x=-c, obtenemos los puntos
extremos del lado recto, correspondientes al foco F:
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b? b?
B(—c,—) . B <—c,— —>
a a

Por lo tanto, la longitud del lado recto es:

b2
ILR| = 2—
a

Observamos que, a diferencia de la elipse para la cual a >c, c2=a2-b?2 y a >b, para la
hipérbola c >a, c2=a?+b? y no hay restriccion para los valores relativos de a y b.

Figura 3.41.

. ASINTOTAS DE LA HIPERBOLA

En la Figura 3.41 pueden observarse las diagonales extendidas del rectangulo de
lados 2a y 2b. Es posible demostrar que la distancia perpendicular de cada
diagonal extendida a la curva, tiende a cero a medida que la curva se aleja
indefinidamente del origen. Por lo tanto cada diagonal extendida es una asintota
de la hipérbola. Las ecuaciones de las asintotas para la hipérbola con eje focal
coincidente con el eje x son:

_b . —_— b
y—ax,y— ax

. SI LOS FOCOS DE LA HIPERBOLA ESTAN SOBRE EL EJE Y

Si los focos de la hipérbola son F1(0,c) y F2(0,-c), siguiendo un procedimiento
similar al ya descripto, es posible obtener la siguiente ecuacion:

2 42
s
a b2
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En la Figura 3.42 se ilustra
una hipérbola con eje focal
sobre el eje y. Las asintotas en
este caso son:

_a

y_bx x
_ a

y_ bx

Figura 3.42.

En ambos casos estudiados, la ecuacion general de la hipérbola toma
respectivamente las siguientes formas:

b2x2-a2y2-a2b2=0 cuando el eje focal es el eje x.

b%y2-a?x2-a?b2=0 cuando el eje focal es el eje y.

. PROPIEDAD FOCO-DIRECTRIZ DE UNA HIPERBOLA. EXCENTRICIDAD

De forma andloga a la que hemos trabajado para la elipse, es posible demostrar
que para el caso de la hipérbola de ecuacion:

xZ y2

praR TR

al foco F1(c,0) le corresponde la directriz x=a2/c y al foco F2(-c,0) la directriz
x=-a2/c. El cociente c/a se denomina excentricidad e de la hipérbola. Siendo ¢ > q,
en este caso resulta e >1.

Para estudiar cémo se modifica el aspecto de una hipérbola al variar la
excentricidad, consideraremos las relaciones e=c/a y c?=b2+a?. Dejando ahora fijo
el valor de g, si la excentricidad e aumenta, implica que ¢ aumenta, con lo cual b
también crece. Es decir, si e crece, dejando fijo el valor de a, las ramas de la
hipérbola quedan encerradas por dngulos mayores. En otras palabras, las asintotas
se pegan al eje conjugado, (ver ejercicio 3.33 de familia de hipérbolas).

. HIPERBOLAS CONJUGADAS

Las ecuaciones:
2 2

a? b2 a? b2

corresponden a las ecuaciones de dos hipérbolas denominadas hipérbolas
. , b b

conjugadas. Las asintotas en ambos casos son las rectas y = —Xey——Xx pero la

primera es una hipérbola de eje focal coincidente con el eje x, en tanto la segunda
es una hipérbola de eje focal coincidente con el eje y.
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. HIPERBOLA EQUILATERA

Se denomina hipérbola equildtera a aquella para la cual a=b, es decir, sus
semiejes son iguales. También se la denomina hipérbola rectangular porque sus
asintotas, y=x, e y=-x, son perpendiculares entre si. Para las hipérbolas equilateras

la excentricidad resulta e=v/2 , es decir, es independiente del valor del semieje a.

EL CENTRO DE LA HIPERBOLA NO COINCIDE CON EL ORIGEN DE
COORDENADAS
Si el centro de la hipérbola se encuentra en el punto (h,k), introducimos un nuevo

par de ejes coordenados x'y', paralelos a los ejes coordenados xy, pero con origen
en (h,k) (ver Figura 3.43). La ecuacidn de la hipérbola referida a los nuevos ejes es:

2 12
X2y
a? b2
Teniendo en cuenta las
ecuaciones de traslacion:
Xx'=x-h B SR
" y
y'=y-k y c
}r X
la ecuacion anterior resulta:
k
2 2 :
C-m?_ -k _ = _
az b2 : x
h x' “.

que es la ecuacion cartesiana de
la hipérbola con centro C(h,k) y ¥
eje focal paralelo al eje x.

Figura 3.43.

Para obtener la ecuacion general, desarrollamos la ecuacién anterior y dejamos
todos los términos en el primer miembro:

b2x2-a2y2-2hb2x+2kaly+(b?h2-a?k?-a2b?)=0

Comparamos con la ecuacion general para una conica Ax2+2Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0y
vemos que B es nulo, en tanto que A y € son no nulos ambos y de distinto signo.

Procediendo de la misma manera, cuando el eje focal es paralelo al eje y, se
obtiene:

y—k)? (x—-h)?
a2 bz

1

A partir de esta ecuacidn es posible obtener la siguiente ecuacién general:

b2y2-a2x2-2kb%y+2ha?x+(b%k?-a%h?-a?b?)=0
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3.6.3 Tipos de problemas

Al igual que para el resto de las secciones cdnicas, tenemos dos tipos de problemas
aresolver:

a) Dados ciertos elementos de la hipérbola, determinar su ecuacién y los restantes
elementos.

b) Dada la ecuacion cuadratica en dos variables, identificar de qué cdnica se trata 'y
encontrar sus elementos.

X Ejercicio 3.24.

A partir de los siguientes datos, escriba la ecuacion de la hipérbola, identifique
todos sus elementos y grafique: F1(5,0); F2(-5,0); la diferencia de distancias de los
puntos de la hipérbola a los focos es 6.

X Respuesta Ejercicio 3.24.

Siendo 2a=6, resulta a=3. El punto medio entre los focos es el centro de la
hipérbola. Es decir, el centro de la hipérbola coincide con (0,0). Ademas, los focos
estan sobre el eje x, por lo tanto la ecuacion de la hipérbola dada tiene la forma:

x2 2
X v
9 b2
La distancia entre los focos es ,
2¢=10. Entonces c¢=5 y de la \
relacion b?=c2-a?, resulta b%2=16, B
esdecir b=4. Porlo tanto: I\ N (0.4)
xZ 2
¥y
9 16 : .
: V-3.0) v (3_.0;5
En la Figura 3.44, se muestra la (a0 — x
hipérbola y todos sus elementos. :
En este caso b>a, ademas:
|LR|=2b%/a=32/3 )N
©-9)

e=c/a=5/3 B
AG516/3);  A'(5,—16/3) /,
B(-5,16/3); B'(-5,—16/3)

Figura 3.44.

X Ejercicio 3.25.

(y-5)% x?

Dada la ecuacién cuadratica = 1, identifique la conica, sus elementos y

represente graficamente.
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X Respuesta Ejercicio 3.25.

A partir del andlisis de la ecuacién, podemos observar que los denominadores de
los términos del primer miembro son iguales, por lo cual estamos en presencia de
una hipérbola equilatera con a=4, b=4 (Figura 3.45).

De la relacién b2=c?-a2, obtenemos 16=c2-16. Es decir ¢ = 4+/2.
Los restantes elementos de la hipérbola resultan:

C(0,5)

F,(0;5+4v2); F,(0;5—4v2)
v1(0,9); V»(0,1)
|LR|=2b2%/a=2.16/4 =8

|LR|=8

A(4,5 + 4V2); A'(—4,5 + 4V2)

B(4,5 — 4v2); B'(—4,5 — 4v2)

C 4\/§ x
e —_ — L — ﬁ
a 4
Las ecuaciones de las asintotas son:
y=x+5;
y=-x+5

Figura 3.45.

X Ejercicio 3.26.

Dada la ecuacion cuadratica x2-9y2+4x+4=0, identifique el lugar geométrico.

X Respuesta Ejercicio 3.26.

Los coeficientes que acompafian a x? e y2, son de distinto signo. Aparentemente se
trata de una hipérbola, sin embargo, al completar cuadrados resulta:

(x2+4x)-9y2+4=0
(x2+4x+4-4)-9y2+4=0
(x+2)%-4-9y2+4=0
(x+2)2-9y2=0
(x+2)2=9y?2

Es decir:

(x +2)2

1 1

Por lo tanto, se trata de dos rectas que se cortan.
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Observacion:

Para que la ecuacién cuadratica Ax%+Cy?+Dx+Ey+F=0 represente una hipérbola, los
coeficientes de las variables cuadraticas deben ser de distinto signo. Luego de
completar cuadrados resulta una expresion de la forma:

A(x-h)2+C(y-K)2=M

Si M=0, la ecuacion cuadratica dada, representa 2 rectas que se cortan (tal como
ilustra el ejercicio 3.26). Si M#0, sera siempre una hipérbola. Si A y M son ambos
positivos, el eje focal es paralelo al eje x. Si A es positivo y M es negativo, el eje focal
es paralelo al eje y.

X Ejercicio 3.27.

a) Escriba la ecuacién de una hipérbola equilatera de centro C(h, k) y eje focal
paralelo al eje x. Indique todos sus elementos y represente graficamente.

b) Escriba la ecuaciéon de una hipérbola equilatera de centro C(h, k) y eje focal
paralelo al eje y. Indique todos sus elementos y represente graficamente.

c) Indique las ecuaciones de las asintotas y el valor de la excentricidad de las
hipérbolas de los incisos anteriores.

3.6.4 Posiciones relativas entre recta e hipérbola

Para estudiar si la recta es secante, tangente o exterior a la hipérbola, buscamos
el o los puntos de intersecciéon entre ambos lugares geométricos. Para ello, es
necesario resolver, tal como planteamos en el estudio de las conicas restantes, el
sistema de ecuaciones:

{ Ax2+Cy%+Dx+Ey+F=0

ax+by+c=0

X Ejercicio 3.28.

Dada la hipérbola de ecuacién 16x2-9y2-144=0, y las siguientes rectas, determine
para cada una de ellas su posicion relativa con respecto a la conica dada.
Represente graficamente.

a) L1: 4x+3y=0
b) La: 5x+3y+9=0
c) L3: 5x+3y+15=0

X Respuesta Ejercicio 3.28.
a) L1 es exterior a la hipérbola.
b) Lz es tangente a la hipérbola.
c) Lz es secante a la hipérbola.
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3.6.5 Ecuacion de una recta tangente a una hipérbola

Escribimos nuevamente la ecuacidon general de una hipérbola con centro C(hk) y
eje transversal (o eje focal) paralelo al eje x:
b2x2-a2y2-2hb2x+2ka?y+(b2h2-a?k?-a?b?)=0

Para obtener la pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera T(xr, yT) de
la hipérbola (ver Figura 3.46), derivamos implicitamente la udltima ecuacion,
obteniendo:

2b%x-2a2yy'-2hb%+2ka?y'=0

Agrupamos los términos que dependen de y' y despejamos para obtener la
siguiente relacion:

, _b*(x—h)
Y T2 -k
Con esta expresidon podemos evaluar la pendiente de la recta tangente en cualquier

punto de la hipérbola, con y-k no nulo. En particular nos interesa evaluar en el
punto T(xr, yr), es decir:

;o bz(xT —h)
)
con y1-k#0

Entonces, la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola, que tiene pendiente y'ry
que pasa por el punto T(xr, yT) resulta la siguiente:

¥

_ b?(xr — h)

B a?(yr — k) (r = xr)

Lr: |y —yr

Tlx.y)

Figura 3.46.

X Ejercicio 3.29.

Determine una ecuacion para la recta tangente a la hipérbola de centro C(h,k) y eje
focal paralelo al eje y.

X Ejercicio 3.30.

Determine la ecuacién general de la recta tangente a la hipérbola de ecuacién
16x2-9y2-144=0, en el punto T(-5, 16/3). Represente graficamente.
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X Respuesta Ejercicio 3.30.
Lt: 5x+3y+9=0

3.6.6 Ecuaciones paramétricas de la hipérbola

Una representacion paramétrica de la hipérbola de centro C(0,0) y eje focal sobre
el eje x, estd dada por las siguientes ecuaciones:

x=a secl
y=btgf 0€(-n/2,n/2)VU (n/2,3/2n)

Estas ecuaciones describen los puntos de una hipérbola para cada valor del
parametro 0 dentro del rango especificado. A continuacién buscamos eliminar el
parametro 6, para lo cual escribimos:

= secO

SR QIR

=tg0

Elevamos al cuadrado ambos miembros de cada ecuaciéon y luego restamos
miembro a miembro:

x2 2

prie Z—Z = sec?0 — tg*6

x* oy 1 sen’6
a? b? cos?0 cos?0
x2 yr )

a? b

Es decir, las ecuaciones paramétricas dadas representan una hipérbola de centro
C(0,0) y eje transversal sobre el eje x.

A partir de la Figura 3.47 interpretaremos geométricamente el pardmetro 6. En
dicha figura hay dos circunferencias, el radio de la circunferencia menor es b y el
radio de la circunferencia mayor es a. Para un cierto angulo 8, ubicamos los puntos
Ay B de interseccion de la semirrecta con las dos circunferencias respectivamente.
Por el punto B se traza la tangente a la circunferencia de radio a. Designamos con T
el punto de interseccion de la recta tangente con el eje x. Llamamos C al punto de
interseccion de la semirrecta con la recta perpendicular al eje x trazada por el
punto D, que es el punto de interseccion del eje positivo x con la circunferencia de
radio b. Por el punto C, se traza una recta paralela al eje x, que con la recta
perpendicular al mismo eje, trazada por el punto T, determinan un punto P(x,y) de
la hipérbola. Para dicho punto se cumple que:

xcosf = a (ver tridngulo OBT) X = a sec

Y
b

tgl = (ver tridngulo ODC) y=btgb

que son las ecuaciones paramétricas de la hipérbola.

138 S. Raichman — E. Totter



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Edicidn Digital

Figura 3.47.

X Ejercicio 3.31.

Indique ecuaciones paramétricas que representen una hipérbola de centro C(h,k) y
eje focal paralelo al eje y. Verifique su respuesta.

X Respuesta Ejercicio 3.31.

y=k + a secf
x=h + b tg0 e (-n/2,m/2) VU (m/2,3/2m)

X Ejercicio 3.32.

Analice como se van describiendo los puntos de la hipérbola en cada cuadrante, al
variar el parametro 6. En otras palabras, estudie para qué valores de 6 se
describen puntos de la hipérbola en cada cuadrante.

3.6.7 Familias de hipérbolas

Una familia de hipérbolas es un conjunto de hipérbolas que satisfacen una
determinada condicion.

X Ejercicio 3.33.

Encontraremos la familia de hipérbolas cuyos vértices son: V1(-3,1) y V2(3,1)

X Respuesta Ejercicio 3.33.

El centro de las hipérbolas de esta familia, esta en el punto medio entre ambos
vértices, es decir C(0,1). La hipérbola tiene eje transversal (o eje focal) horizontal,
ya que los vértices y el centro se encuentran sobre la recta y=1. La longitud del eje
transversal es 2a=6. Por lo tanto, siendo b%=c2-a?, resulta b?=c2-9. Entonces la
ecuacion de cualquier hipérbola de esta familia es:
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x* =D

1
9 c2-9

Para que una hipérbola pertenezca a esta familia, observamos que debe ser ¢>3. En
la Figura 3.48 se ilustran algunas hipérbolas pertenecientes a esta familia.

¥y

c=6 c=3

Figura 3.48.

Este ejercicio ilustra el andlisis de excentricidad realizado previamente, ya que
dejando fijo a, podemos ver qué pasa con las ramas de la hipérbola cuando la
excentricidad cambia.

3.7 PROPIEDADES Y APLICACIONES DE LAS
SECCIONES CONICAS

3.7.1 Propiedades de reflexion

Veremos a continuacion las propiedades de reflexién de las secciones coénicas, las
cuales dan lugar a una gran variedad de aplicaciones practicas.

. PARABOLA

Sea Lt la recta tangente a la parabola en un punto Po(x0,y0) de la misma (ver Figura
3.49). Los angulos a y  que dicha recta determina con el segmento que se extiende
desde el foco F hasta el punto Py, y con la recta paralela al eje de simetria de la
parabola, que pasa por Py, son congruentes.

Si bien en la Figura 3.49 se ilustra esta propiedad para una parabola de eje
horizontal, la propiedad de reflexion es valida para cualquiera de las parabolas
estudiadas.
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Figura 3.49.

X Ejercicio 3.34.
Demuestre la propiedad de reflexion de la parabola.

X Respuesta Ejercicio 3.34.

La ecuacion de la parabola es y2=2px
El punto Po(xoy0) pertenece a la parabola, por lo tanto: yo?=2pxo, de donde
X0=yo?/2p

A partir de la ecuacién de la parabola evaluamos y':
2yy'=2p A 24

para y no nulo. En particular, en el

punto Po(xoy0), con yp no nulo,

resulta:

Y'o=p/yo

La pendiente de la recta tangente a la

parabola en el punto Py, es entonces:

Y'o=p/yo=tgfs

Por otra parte vemos que y=a+f y de

la Figura 3.49 evaluamos tgy como el

cociente entre cateto opuesto sobre
cateto adyacente, es decir:

Yo

xo_

tgy =—3
2

Figura 3.50.

Sustituimos en esta expresiéon el valor de xo por la expresiéon hallada
anteriormente, xo=y02/2p, de donde resulta:

tgy =20 = ZpYyo
¥ p O¢-p?
p 2
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A partir de y=a+f, obtenemos a=y-f. Es decir, podemos evaluar tga a partir de la
siguiente relacion:

tga = tgy — tgh
1+tgy tgh
Sustituyendo en esta ultima ecuacion, las expresiones ya obtenidas para tgf y para
tgy se llega a:
tga =p/yo
de donde vemos que tg a =tgf.

. ELIPSE

Sea Lr, la recta tangente a la elipse en un punto Po(x0,y0) de la misma (ver Figura
3.51). Los angulos a y B que dicha recta determina con los segmentos que se
extienden desde ambos focos hasta el punto P, son congruentes.

¥y

Fixyy)

I
/

Figura 3.51.

. HIPERBOLA

Sea Lt, la recta tangente a la hipérbola en un punto Po(xo,y0) cualquiera de la
misma (ver Figura 3.52).

Si se dirige un haz de luz en direccién de uno de los focos, por ejemplo F1, el mismo
se reflejara en el punto Py, en direccién al otro foco F». Esto se debe a que el angulo
de incidencia que forma el rayo de luz con la recta Lt, tangente en Py, es congruente
con el angulo de reflexion formado por dicha recta y el segmento determinado por
el punto de incidencia Poy el foco F».

Figura 3.52.
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3.7.2 Aplicaciones de las conicas

. PARABOLA

La parabola posee variadas aplicaciones entre las cuales es posible mencionar las
correspondientes al ambito ingenieril , arquitectdénico y de las ciencias en general.

Una gran cantidad de fenémenos cientificos responden a ecuaciones cuadraticas
por lo cual la pardbola es parte integrante de la representacion grafica de las
variables que gobiernan dichos fenémenos.

La propiedad de reflexion de la parabola se utiliza ampliamente en la construccién
de espejos (de luz o sonido), pues la emision, de luz o sonido, desde el foco, se
refleja paralela al eje de la parabola. A la inversa, una emisién de luz o sonido que
incide en forma paralela al eje de la parabola, se concentra en el foco de la misma.

Al hacer girar una parabola en torno de su eje de simetria, se obtiene una
superficie denominada paraboloide (que estudiaremos en detalle en el ultimo
capitulo). Los faros de los automéviles, las antenas de radar y microondas, antenas
de television satelital y hornos solares, por citar algunos, son ejemplos de
paraboloides que hacen uso de la mencionada propiedad de reflexion.

Las antenas satelitales parabdlicas y los radiotelescopios emplean la propiedad de
reflexion de ondas electromagnéticas, tanto para recibir como para enviar sefiales
a estaciones de radio o satélites de comunicacidn.

Otras aplicaciones de la parabola se dan en el tiro parabodlico de proyectiles o en
los cables de puentes colgantes. En este ultimo caso, el cable soporta un peso
mucho mayor que su propio peso y entonces toma la forma de una parabola. Cabe
sefialar que cuando el cable cuelga soportando su propio peso, el mismo describe
una curva denominada catenaria.

Es posible encontrar ademas variadas aplicaciones de la parabola en arquitectura.
Existen numerosas edificaciones en las cuales es posible encontrar parabolas,
configurando formas de cubiertas de techo, formando arcos resistentes de puentes
y pasarelas, dinteles y delimitando espacios horizontales en general.

. ELIPSE

Al hacer girar una elipse en torno de uno de sus ejes se obtiene una superficie
llamada elipsoide de revolucién, que estudiaremos en detalle en el ultimo capitulo.
Si se emite un rayo desde un foco del elipsoide y el mismo incide sobre la
superficie del mismo, éste se reflejara pasando por el otro foco.

Esta propiedad se aplica por ejemplo en hornos para la fabricacién de cristales. Se
trata de recipientes con forma de elipsoide de revolucion, con pared interior de
material refractante, en los que se coloca una fuente de calor en uno de sus focos y
el objeto a calentar en el otro foco.
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Otra aplicacion es a partir de ondas sonoras en una habitacién cuyo techo tiene la
forma de elipsoide de revolucién. Si se sitian dos personas en cada uno de los
focos, se escucharan entre si, aunque hablen en voz muy baja y otras personas de la
habitacion no puedan oirlas. En los museos, suelen existir las denominadas
“Galerias de los Susurros” que utilizan esta propiedad.

En Astronomia encontramos una de las principales aplicaciones de la elipse. El
astronomo aleman Johannes Kepler (1570-1630) descubrié que los planetas giran
alrededor del sol describiendo trayectorias elipticas, con el sol situado en uno de
los focos. El matematico y fisico inglés Isaac Newton (1642-1727) demostro las
Leyes de Kepler utilizando el Calculo Diferencial.

Al igual que en la pardbola, también existen aplicaciones de la elipse en la
arquitectura, donde se la puede encontrar como parte integrante de formas que
definen cubiertas de techos de grandes superficies y de arcos resistentes de
puentes y cubiertas en general.

. HIPERBOLA

Si se hace girar una hipérbola en torno de uno de sus ejes es posible obtener una
superficie denominada hiperboloide de revolucion.

La propiedad de reflexion de la hipérbola se utiliza en la construccién de
telescopios con determinadas propiedades, que combinan un espejo parabélico y
otro hiperbdlico. Otra aplicacion se da en diversos sistemas de navegacidn, los
cuales a partir de la aplicacion de propiedades de la hipérbola, permiten
determinar al operador la posicién de un barco o de un aviéon con respecto al
sistema de referencia utilizado.
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3.8 ACTIVIDADES DE REPASO Y AUTOEVALUACION

Conceptualice (“defina”) con sus propias palabras, los lugares geométricos
denominados circunferencia, parabola, elipse e hipérbola.

Escriba las ecuaciones de cada una de las cénicas mencionadas en su posicion
normal.

Identifique todos los elementos pertenecientes a cada una de las conicas
estudiadas.

Represente graficamente cada una de las secciones coénicas estudiadas,
indicando todos sus elementos.

Defina adecuadamente el concepto de excentricidad para cada una de las
secciones conicas.

Estudie la influencia de cambios en la excentricidad en las formas de la elipse y
de la hipérbola.

Escriba las ecuaciones de cada una de las conicas con centro en un punto de
coordenadas (h,k).

Identifique todos los elementos de las secciones cénicas cuando su centro no
coincide con el origen de coordenadas.

Represente graficamente cada conica en su posicion trasladada, indicando todos
sus elementos.

Indique las correspondientes ecuaciones paramétricas de cada una de las
secciones coOnicas estudiadas, interpretando en cada uno de los casos el
parametro adoptado.

Sintetice los conceptos estudiados y elabore un mapa conceptual referido a los
contenidos de los anteriores puntos.

Describa un procedimiento que permita estudiar las posiciones relativas entre
una recta dada L y una cénica conocida.

Determine un procedimiento que permita encontrar la ecuacién de la recta
tangente a cada una de las conicas estudiadas en un punto perteneciente a las
mismas y particularice dichas ecuaciones para cada coénica.

Determine un procedimiento que permita encontrar la ecuacién de las rectas
tangentes a cada una de las conicas estudiadas por un punto exterior a la misma.

Identifique familias de circunferencias, familias de parabolas, familias de elipses
y familias de hipérbolas.

Indique las condiciones que debe cumplir una ecuacién de segundo grado en
dos variables x e y (sin la presencia del término rectangular xy), para que la
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misma represente una circunferencia, una elipse, una hipérbola o una parabola,
segun el caso.

e Describa un procedimiento general que permita, dada una ecuacién cuadratica
en dos variables x e y (sin la presencia del término rectangular xy), indicar de
qué conica se trata e identificar todos sus elementos.

e Describa la propiedad de reflexiéon para la parabola, la elipse y la hipérbola.
Represente graficamente e ilustre algunas aplicaciones practicas de dichas
propiedades.

« Reflexione, investigue y enumere ejemplos de estructuras o elementos reales,
pertenecientes al ambito de la ingenieria, la arquitectura y las ciencias, que a su
entender se puedan expresar y describir geométricamente por medio de las
ecuaciones de las cdnicas.
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Capitulo 4:

Coordenadas Polares

“Cuando puedes medir aquello de lo que
hablas, y expresarlo con numeros, sabes
algo acerca de ello; pero cuando no lo
puedes medir, cuando no lo puedes
expresar con numeros, tu conocimiento es
pobre e insatisfactorio: puede ser el
principio del conocimiento, pero apenas
has avanzado en tus pensamientos a la
etapa de ciencia’.

William Thomson Kelvin (1824-1907).

4.1 INTRODUCCION

Hasta el momento hemos estado trabajando con el sistema de coordenadas
cartesiano, también denominado rectangular. Con dicho sistema, la posicidon de un
punto cualquiera P queda definida por un par ordenado de nimeros reales (x,y)
que representan las distancias del punto P a un par de ejes ortogonales entre si que
se cortan en el punto O, origen del sistema de coordenadas.

En este capitulo presentaremos otro sistema de coordenadas, llamado sistema de
coordenadas polares, en el cual, las coordenadas de un punto P cualquiera quedan
determinadas por la distancia p a un punto fijo del plano llamado polo y por una
direccion a partir de una recta fija llamada eje polar.
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La seleccion adecuada de un sistema de coordenadas depende del tipo de
problema que se deba resolver. En algunas situaciones puede resultar indistinto el
uso del sistema rectangular o el polar, pero en otras es preferible el uso de alguno
de los dos sistemas. También se dan casos para los cuales es conveniente usar
ambos sistemas de coordenadas, cambiando de uno a otro segtin la necesidad.

El primero en utilizar coordenadas polares fue Isaac Newton (1642-1727). En este
capitulo estudiaremos las ecuaciones polares de rectas, secciones cénicas y otras
curvas.

4.2 SISTEMA DE COORDENADAS POLARES

Un sistema de coordenadas polares esta determinado por una recta fija del plano
llamada eje polar, un punto fijo O de la misma, denominado polo, y una unidad de
medida.

4.2.1 Definicion

Definicion: Las coordenadas polares de un punto P del plano, es el par
ordenado de nimeros reales (p,8), donde p mide la longitud del segmento
OP y 0 es el angulo determinado por la parte positiva del eje polar y el
segmento OP (ver Figura 4.1) considerando como positivo el sentido
antihorario.

Para obtener todos los puntos del plano, debemos variar:
0<6<2m
0<p<+o0

Se designa a p como radio vector y a 6, como dngulo polar.

P(p:'g)

O (polo) e (eje polar)

Figura 4.1.

Cabe sefialar que también podria adoptarse 0<f<m y -co<p<+0co pero adoptamos la
definicion dada previamente.
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X Ejercicio 4.1.
Determine la ubicacién de los siguientes puntos dados en coordenadas polares:
P(3,m/4); S(3/2,0); Q(3,5m/4); T(1,3 m/4); R(2, m/2); U(3/2,m)

X Respuesta Ejercicio 4.1.
En la Figura 4.2, se representan los puntos dados en un sistema de coordenadas
polares:

R(2,7/2) . D3

$(3/2,0) e

0(3,57/4)

Figura 4.2.

Cabe observar que el polo queda definido con p=0, es decir las coordenadas
polares del polo son: 0(0,6), es decir p=0, para todo valor del angulo polar 6.

4.3 RELACIONES ENTRE COORDENADAS POLARES
Y RECTANGULARES

Al resolver un problema suele ser necesario transformar las ecuaciones del mismo
de coordenadas polares a rectangulares y viceversa. Para encontrar las
expresiones que nos permiten transformar de un sistema a otro, colocamos los dos
sistemas de coordenadas, de modo tal que sus origenes coincidan y el eje polar se
encuentre a lo largo del eje positivo x, tal como puede observarse en la Figura 4.3:

Figura 4.3.

Sean P(x,y), las coordenadas rectangulares del punto P y P(p,0) las coordenadas
polares del mismo punto P. De la Figura 4.3, podemos expresar x e y en funcion de
py 0 de la siguiente manera:
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x=p cos6

y=p send
También es posible determinar las coordenadas polares (p,6), en términos de las
coordenadas rectangulares, a partir de las expresiones dadas por:

p? = x2 + y?
tgl ==; x#0

A los efectos de obtener valores de 6 en todos los cuadrantes, consideraremos las
siguientes relaciones, que toman en cuenta los signos correspondientes a xy a y
(ambos no nulos simultaneamente):

y X

senf = ———— ; cos) = ————
le + yZ /xZ + yZ

X Ejercicio 4.2.
a) Exprese en coordenadas polares el punto Q(3,3) y la curva x2+y2=36

b) Exprese en coordenada rectangulares el punto R(4,7/3) y la ecuacion:
1

p= cosf + 4senf

X Respuesta Ejercicio 4.2.
a)Q (3\/7, %); p=6
b) R(2,2V3); x+4y-1=0

4.4 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN
COORDENADAS POLARES

Sean los puntos del plano en coordenadas polares P1(p1,61) y P2(p2,62). Queremos
encontrar la distancia entre ambos (ver Figura 4.4), es decir:

d = [|[P1P,l
Usando el teorema del coseno en el triangulo OP1Pz, se tiene que:

d* = pf + p3 — 2p;p,cos(6, — 6;)

d= pr + p3 — 2pyp,cos(6, — 6,)
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Figura 4.4.

4.5 ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA EN
COORDENADAS POLARES

La ecuacidon de la circunferencia en coordenadas polares, se puede obtener
transformando la ecuacién de la misma de coordenadas rectangulares a polares.
Pero también se puede deducir directamente trabajando en coordenadas polares.

Si tenemos como datos el centro de la circunferencia en coordenadas polares,
C(p1,01), y el radio r de la misma, podemos determinar su ecuacién en coordenadas
polares de la siguiente manera:

Sea P(p,0) un punto genérico de la circunferencia. En la Figura 4.5, observamos que
es posible plantear el teorema del coseno en el triAngulo OCP, obteniendo de este
modo la siguiente expresion:

r? = p? + p7 — 2ppicos(6 — 6,)

Figura 4.5.

Veamos a continuacién algunos casos particulares que pueden derivarse de la
ecuacion anterior.

. LA CIRCUNFERENCIA DE RADIO r PASA POR EL POLO Y SU CENTRO SE
ENCUENTRA SOBRE EL EJE POLAR, A LA DERECHA O A LA IZQUIERDA DEL
POLO.

Cuando la circunferencia de radio r pasa por el polo y su centro esta ubicado sobre
el eje polar, a la derecha del mismo, (ver Figura 4.6), las coordenadas del centro
son C(r,0°).
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Sustituyendo estas coordenadas en la ecuacion anterior, resulta:

r2=p%2+4+1r2-2prcos(8) -  p(p—2rcosd) =0 - p=2rcosh

Cuando la circunferencia de radio r pasa por el polo y su centro esta a la izquierda
del polo sobre el eje polar, las coordenadas del mismo son C(r,m).

Reemplazando estas coordenadas en la ecuacién de la circunferencia obtenida al
inicio, llegamos a:
p = —2rcos6

(A
O@ e C(r-‘,ﬂ') 0 e

Figura 4.6.

. LA CIRCUNFERENCIA DE RADIO r PASA POR EL POLO Y SU CENTRO SE
ENCUENTRA SOBRE EL EJE A 90°, POR ENCIMA O POR DEBAJO DEL POLO.

Cuando la circunferencia de radio r pasa por el polo y su centro se encuentra sobre
el eje perpendicular al eje polar y por encima del polo, (ver Figura 4.7), las
coordenadas del mismo son C(r,r/2). Entonces, al sustituir dichas coordenadas en
la ecuacidn de la circunferencia, obtenemos:

r?2 = p?+7r?—2prcos (0 - g)

0 = p2 — 2prsenf que podemos escribir como 0 = p(p — 2rsenf)

De donde surge la siguiente expresion: p = 2rsenf

Cuando la circunferencia de radio r pasa por el polo y su centro se encuentra sobre
el eje a 90°, por debajo del polo, las coordenadas del mismo resultan C(r,3/2m). Por
lo tanto la sustitucién de dichas coordenadas en la ecuacién de la circunferencia
genérica inicialmente obtenida, conduce a:  p = —2rsenf

r

C(r.ai2)
. :
0o e // T e

]
Cins/i2n u|

Figura 4.7.

152 S. Raichman — E. Totter



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Edicidn Digital

. LA CIRCUNFERENCIA DE RADIO r TIENE SU CENTRO EN EL POLO.

En este caso p1=0, ya que el centro esta en el polo (ver Figura 4.8), y 6:1=6, por lo
que la ecuacioén resulta:

r? = p? 4+ 0% — 2p0cos(6 — 6,)

r2 = p?
Es decir, ¢
p=r

Figura 4.8.

Logicamente, en este caso se trata del lugar geométrico de todos los puntos del
plano cuyo radio vector es r, para todo valor de 8 (0<6<2m).

X Ejercicio 4.3.

Identifique la curva de ecuaciéon p = —8cos6 y represente graficamente.

X Respuesta Ejercicio 4.3.

A partir de la comparacion con las ecuaciones estudiadas, surge que se trata de la
ecuacion de una circunferencia en coordenadas polares, que pasa por el polo y su
centro esta en C(4,m), siendo r=4.

Si no hacemos uso de dicha comparacién, podemos realizar una tabla de valores
(p,0) y representar los puntos obtenidos. Entonces, siendo p = —8cosf calculamos
los valores de p para distintos angulos seleccionados y luego graficamos:

Y p

0 =
/2 0

T 8
3/2x 0
/4 -
3m/4 4.2
5m/4 442
2m/3 4
47/3 4

Figura 4.9.
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4.6 ECUACION DE LA RECTA EN COORDENADAS
POLARES

La ecuacién de la recta en coordenadas polares se puede obtener transformando la
ecuacion de la recta de coordenadas cartesianas a polares. Pero también se puede
deducir trabajando directamente en coordenadas polares. En este caso, los datos
son las coordenadas polares de un punto Pi(p1,61) de la recta cuya ecuacién se
busca determinar, tal que el segmento OP1 que se extiende desde el polo hasta el
punto P1 es perpendicular a dicha recta. P(p,0) es un punto cualquiera de la recta.
A partir de la Figura 4.10, observamos el tridngulo rectdngulo OP{P y planteamos:

B N - S
pcos(0—6,)=p1 - |p= cos(6 — 6;)

Figura 4.10.

. RECTA PERPENDICULAR AL EJE POLAR, A LA DERECHA O A LA IZQUIERDA
DEL POLO

Figura 4.11.

Cuando la recta es perpendicular al eje polar, el punto P; es el punto de
interseccion de la recta con el eje polar. Si se encuentra a la derecha del polo, 8:=0,
y por lo tanto la ecuacion de la recta toma la forma:

_ P1
p cost
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En cambio, si la recta esta ubicada a la izquierda del polo, corresponde 61=m, que al
ser sustituido en la ecuacion de la recta queda de la siguiente manera:

P1
cost

p=-

. RECTA PARALELA AL EJE POLAR, POR ENCIMA O POR DEBAJO DEL POLO

Cuando la recta es paralela al eje polar, (ver Figura 4.12), el punto P1 se encuentra
en la interseccidn de la vertical que pasa por el polo (el eje a 90°) y la recta. Si se
encuentra por encima del polo, 81=m/2, y en este caso la ecuacion de la recta toma
la forma:

__P
p sen@

Si la recta es paralela al eje polar, por debajo del polo, 8:1=3/2m, y por lo tanto la
ecuacion resulta:

i P 1('01’ R—J’lr 2) L :
b, :
'-\g-}{ I
H S
0 e 2 Co\ e
L
' P (p.3/27)

Figura 4.12.

. RECTA QUE PASA POR EL POLO

Si la recta pasa por el polo, las coordenadas polares del punto P1 son p1=0, para
todo valor de 6:. Es decir P1(0,01). Sustituyendo estas coordenadas polares en la
ecuacion de la recta es posible obtener:
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_ P1
p= cos(0—-01)

pcos(0 —0,) =0

cos(0—6,)=0

0 — 0, =n§ n=1,3,57..

Figura 4.13.

X Ejercicio 4.4.

Determine la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto Q(3,7/3) y es
perpendicular al eje polar.

X Respuesta Ejercicio 4.4.

En la Figura 4.14, vemos que: p; = 30052 = 1.50

fo) . _ P1
P1(1.5,0°). Por lo tanto, sustituyendo en p = 000" resulta
15
P = cosf
L
’.Q(?),JU*S)
O 13 ?
Figura 4.14.

4.7 ECUACION DE LAS CONICAS EN
COORDENADAS POLARES

Para obtener la ecuacion polar de las conicas plantearemos en primer lugar la
definicion general de conicas. A partir del concepto de excentricidad, dicha
definicion incluye a la parabola, la elipse y la hipérbola.
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. DEFINICION GENERAL DE LAS CONICAS

Definicion: Cénica es el lugar geométrico de los puntos del plano tales
que la relaciéon entre su distancia a un punto fijo llamado foco y su
distancia a una recta fija que no contiene al foco llamada directriz, es
igual a una constante e, llamada excentricidad.

Si e=1, la cénica es una pardbola.
Si 0<e<1, la cénica es una elipse.
Si e>1, la cénica es una hipérbola.

A partir de la Figura 4.15, observamos que para deducir la ecuacién polar de las
coOnicas, hacemos coincidir el foco de las mismas, con el polo del sistema de
coordenadas polares. En primer lugar consideraremos la directriz perpendicular al
eje polar y a la izquierda del polo. La distancia del foco a la directriz es el
parametro geométrico p. P(p,0) es un punto genérico de la conica. De acuerdo a la
definicion general de cénicas, planteamos que:

_lIPF|

IPDI|
Donde:
IPFIl = p
||PD|| = p + pcos6
Por lo tanto:

p = e(p + pcosO)

p = ep + epcosb

p(1 —ecosf) =ep

_ ep
"~ (1 —ecosh)

p

p

Figura 4.15.

Esta ultima expresion corresponde a la ecuacion de las conicas en coordenadas
polares.

En dicha ecuacion, si e=1 se trata de una pardbola, si e estd entre 0 y 1, de una
elipse y si e >1 de una hipérbola. Una vez determinado el tipo de cénica a partir del
valor de e, el siguiente paso es encontrar los puntos donde la curva corta al eje
polar y a la recta que pasa por el polo y es perpendicular al eje polar (eje a 90°).
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Estos puntos, se obtienen dando a 6 los valores 0, m, m/2, y 3/2m respectivamente.
Cabe sefialar que para la parabola sélo se pueden usar tres de estos valores, ya que
uno haria cero el denominador. Con estos puntos en general es suficiente para
realizar una grafica aproximada de la cénica estudiada.

Si en la ecuacién obtenida, evaluamos p para 6=m/2, llegamos a la siguiente
expresion: pr = ep, que corresponde a la mitad de la longitud del lado recto.
2

Efectivamente si e=1, p= = p , tal como sabemos del estudio de las parabolas
2

realizado en coordenadas rectangulares.

Si e#1, entonces, pr = ep
2

Para la elipse y la hipérbola sabemos que la excentricidad se puede evaluar como

2
e= Ey que la longitud del lado recto es 2 %. Sustituyendo en pr = ep resulta:
2

(o c
= = — —_ —_— = —_— —_ [ —
Pg ep aP aP a p c

O sea que las dos directrices correspondientes a cada foco, tanto en la elipse como

ny . . b? .
en la hipérbola, se encuentran a una distancia - del respectivo foco.

X Ejercicio 4.5.

Deduzca la ecuacién polar de las conicas para las siguientes situaciones:
a) Directriz perpendicular al eje polar, a la derecha del polo.

b) Directriz paralela al eje polar, por encima del polo.

c) Directriz paralela al eje polar, por debajo del polo.

X Respuesta Ejercicio 4.5.

— ep

a) pP= (1+ecosh)
— ep

b) pP= (1+e senB)
— ep

C) p_(l—esene)

X Ejercicio 4.6.

Dadas las ecuaciones I 'y II en coordenadas polares, indique para cada una de ellas
de qué coénica se trata, justificando su respuesta. Represente en coordenadas
polares ambas curvas indicando en cada caso las coordenadas polares del centro y
de los focos.

6 12
p=—>7—U) p=

; )
1+ 5 cost

2 — senf
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X Respuesta Ejercicio 4.6.

[) Siendo e=1/2 < 1, se trata de una elipse. Calculamos algunos valores de p para
ciertos angulos 6 y graficamos. En la Figura 4.16 observamos la elipse de eje focal
sobre el eje polar. Las coordenadas del centro y de los focos son:

C(4,m); F1(0,0); F2(8,m)

0 cost
0 1 4
/2 0 6
T =3 12
3/2n 0 6

Figura 4.16.

12
2—senf

12 6 (12,7/2)
p = =
2 (1 — %sen@) 1-— %sen@

I) Siendo la ecuacién p = debemos llevarla a alguna de las formas vistas:

Ahora podemos afirmar que siendo
e=1/2 < 1, se trata también de una
elipse. Calculamos algunos puntos
especiales de la curva y graficamos.
En la Figura 4.17 observamos la
elipse de eje focal sobre el eje a 90°.
Las coordenadas del centro y de los
focos son: C(4,m/2); F1(0,0);

Q4,m/2)

A'6.7) e
F2(8,1/2)
0 cosf P
0 0 6 (43/27)
/2 1 12 t
T 0 6
3/2m -1 4 Figura 4.17.
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4.8 TRAZADO DE CURVAS EN COORDENADAS
POLARES

Consideraremos ahora el problema del trazado de curvas planas cuando su
ecuacion esta dada en coordenadas polares.

Definicion: La grafica de una ecuacion p=f(0) en coordenadas polares, es
el conjunto de todos los puntos (p,0), cuyas coordenadas satisfacen la
ecuacion.

Veremos el trazado de las curvas en coordenadas polares mediante el analisis del
siguiente ejemplo: p = 4 + 4 cos6

. INTERSECCION DE LA CURVA CON EL EJE POLAR Y EL EJE AUXILIAR A 90°

Interseccion con el eje polar:

g p
0 8
T 0

Interseccion con el eje a 90°:

8
/2 4
3/2m 4
. SIMETRIA

. La grdfica es simétrica con respecto al eje
polar, si la ecuacién no se altera cuando 6
se reemplaza por 2m-6. En nuestro caso
tendremos:

cos (2m-6)=cos 6
con lo cual reemplazando en la ecuacién
dada, obtenemos:
p=4+4cos(2m—0) =4+ 4 cosb

por lo que existe simetria respecto al eje
polar.

Figura 4.18.
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. La grdfica es simétrica con respecto al eje
a 90° si la ecuacion no se altera cuando 6
se reemplaza por m-6. En nuestro
problema tendremos:

cos (m-0)=-cos 0
con lo cual reemplazando en la ecuacion
dada, obtenemos:
p=4+4cos(m—0)=4—4cosb
Por lo tanto en este ejemplo no existe
simetria respecto al eje a 90°.

. La grdfica es simétrica con respecto al
polo si la ecuacion no se altera cuando 0
se reemplaza por m+6. En nuestro caso
tendremos:
cos(m+6)=-cos0,

con lo cual reemplazando en la ecuacion
dada, obtenemos:

p=4+4cos(m+0)=4—4cosb
Por lo tanto para la curva dada no existe
simetria respecto al polo.

Figura 4.19.

Figura 4.20.

Para continuar el estudio de la curva dada, elaboramos una tabla de valores y luego

representamos grafivamente:

g p

0 8
/6 7.5
4 6.8

w3 6

n/2 4
3n/4 12

n 0

3/2x 4

(6,7/3)

—__ (6.8.04)

Figura 4.21.
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La curva obtenida se denomina cardioide. La misma es un caso particular de una
familia de curvas denominada epicicloides, las cuales se generan a partir de la
trayectoria que sigue un punto de una circunferencia que rota sin deslizamiento
sobre otra circunferencia.

4.9 ACTIVIDADES DE REPASO Y AUTOEVALUACION

» Indique los elementos que caracterizan a un sistema de coordenadas polares y
las relaciones entre coordenadas polares y rectangulares.

e Deduzca una expresion que le permita evaluar la distancia entre dos puntos
dados en coordenadas polares. Grafique.

e Deduzca la ecuaciéon polar de la circunferencia a partir de un sistema de
coordenadas polares. Indique casos particulares de interés y grafique.

e Deduzca la ecuacion polar de la recta a partir de un sistema de coordenadas
polares. Particularice esa ecuacion para casos de interés. Grafique.

e Deduzca la ecuacion polar de las conicas a partir de la definicion general de
conicas. Estudie como cambia la ecuacion cuando la directriz de la cénica es
perpendicular y cuando es paralela respectivamente al eje polar. Grafique.

e Para las siguientes ecuaciones polares indique de qué curva se trata y
represente graficamente:

2 _ 94— _r
p* = 24— 2pcos (9 4)
e p = 18cosb

e p=—18send

18
° =
p cosf
18
° = —
p senf

e p=28(1+cosH)

10
[ ] = -
p 2—4cos6

10
° = —
p 2—§sen9
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Capitulo 5:

Superficies

“Coémo es posible que la matematica, un
e producto  del  pensamiento  humano

% independiente de la experiencia, se adapte
tan admirablemente a los objetos de la
realidad?”

Albert Einstein

51 INTRODUCCION

Con lo trabajado en todos los capitulos anteriores, estamos en condiciones de
abordar el estudio analitico y grafico de las superficies en el espacio
tridimensional o R3.

Las superficies forman parte de la vida cotidiana. Estan presentes por ejemplo en la
arquitectura, configurando formas y delimitando volimenes. Es posible hallarlas
ademas en la mayor parte de las ramas de la ingenieria, la economia, la fisica, la
matematica y el arte, por lo que resulta de gran importancia el conocimiento y
adecuado manejo de estos lugares geométricos.

El dominio de los conceptos que se desarrollaran, permite afianzar los
conocimientos adquiridos en capitulos anteriores. El trabajo de los estudiantes con
las actividades disefiadas especificamente en este Capitulo, promueve la
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adquisicion de una sélida orientacion en el espacio tridimensional y brinda las
herramientas necesarias para que, por intermedio del estudio de intersecciones, de
la busqueda e identificaciéon de trazas, secciones y curvas de nivel, accedan al

estudio y reconocimiento de cualquier superficie desconocida.

52 SUPERFICIE ESFERICA

La representacion grafica de una ecuacion en R3, es el conjunto de todos los puntos
(x,,z) del espacio tridimensional, cuyas coordenadas son nimeros que satisfacen

dicha ecuacion.

La grafica de una ecuaciéon en R?® se denomina superficie. Las curvas de

interseccion de la superficie con los planos coordenados se denominan trazas.

Iniciaremos nuestro estudio con la superficie esférica.

Definicion: Una superficie esférica o esfera es el lugar geométrico de
todos los puntos del espacio tridimensional que equidistan de un punto
fijo llamado centro. La distancia constante se denomina radio.

iz

Figura 5.1.

. ECUACION DE LA ESFERA DE RADIO ry CENTRO C(h, k, I).

El punto P(x, y, z) es un punto de la esfera si y solo si se cumple:
ICP|| =7

0 sea.:

(x—h)?2+ @ —k)?+(z—-D%=r?

Desarrollando los términos de dicha ecuacién y reagrupando adecuadamente, se

obtiene la forma general de la ecuacién de una esfera:
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x?+y?+z2—2hx —2ky —2lz+ (h> + k> + 12 —r?) =0

La representacion grafica de cualquier ecuacion de segundo grado en x, y, z de la
forma: x2 + y2 + z> + Gx + Hy + Iz + ] = 0 es una esfera, un punto o el conjunto
vacio.

Si el centro C de la esfera se encuentra en el origen de coordenadas, la ecuacién
anterior resulta:

x> +y?+z2=r?

A partir de esta ultima ecuacién haciendo sucesivamente x=0, y=0, z=0, obtenemos
las tres curvas de interseccion con los tres planos coordenados respectivamente.
En este caso las tres trazas son circunferencias de radio r, con centro en el origen
de coordenadas (figura 5.1)

. ECUACION DEL PLANO TANGENTE A UNA ESFERA EN UN PUNTO P, DE LA
MISMA.

Sea la esfera de radio r y centro C(h,k,I) cuya ecuacion esta dada por:
(x—h)?+(@-k*+@z-D*=r?

Conocido un punto Pi(x1, y1, z1) de la misma, se busca la ecuacién del plano
tangente a la esfera en el punto P1. El vector que une el centro de la esfera con el
punto P; es perpendicular al plano tangente a la esfera en dicho punto. Sus
componentes son:

CP1=(X1-h,y1-k, Z1-l)

Teniendo en cuenta que el vector CP; es perpendicular al plano tangente, es
posible considerarlo como un vector nr normal a dicho plano, y escribir la ecuacion
del plano de la siguiente manera:

(x1-h)x+(y1-k)y+(z1-1)z+D=0

Considerando ahora que el punto P1 pertenece al plano podemos obtener el valor
de la constante D. Es decir:

(x1-h)x1+(y1-k)y1+(z1-D)z1=-D

Por lo tanto la ecuacién del plano tangente a la esfera en el punto P1 de la misma,
estd dada por:

(x1-h)x+(y1-k)y+(z1-D)z-[(x1-h)x1+(y1-k)y1+(21-1)z1]=0

X Ejercicio 5.1.

Determine la ecuacion del plano 7 tangente a la superficie esférica de ecuaciéon
X2+y2+72-4x-62+9=0 en el punto P1(2, 2, 3).
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X Respuesta Ejercicio 5.1.

El punto dato P1(2, 2, 3) pertenece a la esfera, ya que satisface la ecuacion de la
misma. Es decir: 4+4+9-8-18+9=0

Completando cuadrados en la ecuacidn de la esfera se llega a:
(x=2)22+(y—0)%2+ (z—3)%? =22

Por lo tanto el centro de la esfera es C(2, 0, 3) y el vector CP:resulta:
CP1=(0, 2,0)

Considerando CP1=ny, la ecuacién general del plano es: m: 2y+D=0
Teniendo en cuenta que el punto P1 pertenece al plano m, planteamos:
4+D=0

Por lo tanto, la ecuacion del plano resulta 2y-4=0, es decir:

m y=2

53 SUPERFICIES CONICAS Y CILINDRICAS

En este apartado estudiaremos las superficies cdnicas y cilindricas. Ambas son
casos especiales de las denominadas superficies regladas cuya definiciéon es la
siguiente:

Definicion: Las superficies regladas son aquellas superficies generadas
por el movimiento de una recta en el espacio.

5.3.1 Superficies cilindricas

Definicion: Se denomina superficie cilindrica o cilindro, a la superficie
generada por el movimiento de una recta, que se mueve siempre
paralelamente a si misma, sobre una curva plana dada llamada directriz.
La recta que genera la superficie se denomina generatriz.

Ecuacién de la superficie cilindrica o cilindro:

Datos:

v=(a, b, c) Vector paralelo a la generatriz
{ﬂx, y,z)=0 Ecuacioén de la directriz

z=0

Sean (Figura 5.2):
P(x,y,z) Punto genérico de la superficie
P'(x',y', z") Punto de interseccion de la generatriz

con la directriz

Figura 5.2.
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Por el punto P' pasa una generatriz de ecuaciéon vectorial paramétrica dada por:
PP'=Av, AER.

Las correspondientes ecuaciones simétricas son:

x—x) -y) (z-2)
a b <

siendo g, by ¢, no nulos.

Como P’ pertenece también a la directriz, entonces:

fixy',z)=0
z'=0

Por lo tanto, se sustituye z'=0 en la ecuacion de la generatriz, obteniendo:

x=x)_O-y)_z
a B b T c

De la misma, surgen dos ecuaciones distintas para x' e y’, las cuales reemplazadas
en la ecuacion de la directriz, f (x'y’,z")=0, brinda por resultado la ecuacion de la
superficie cilindrica buscada.

X Ejercicio 5.2.

Encuentre la ecuacidon de la superficie cilindrica cuya generatriz es paralela al
vector v=(2,1,-1) y que tiene por directriz a la curva:

(x-1)2+(y-2)2=16
z=0

X Respuesta Ejercicio 5.2.

Escribimos las ecuaciones simétricas de la recta generatriz que pasa por el punto
P
x—x) (—-y) (z-2)
2 1 -1
Como el punto P' por definicién pertenece también a la directriz, se cumple que:

(x-1)2+(y"-2)2=16
z'=0

Sustituyendo z'=0 en las ecuaciones simétricas de la generatriz y despejando x'y’,
obtenemos :

(x —x")
2
y-y)=-z - y =y+z

=—z - x'=x+2z




CAPITULO 5: Superficies

A continuacién sustituimos estas expresiones en la ecuacion de la directriz:
(x+2z—-1)2+(@y+z-2) =16

Desarrollando la expresion anterior obtenemos la ecuacién buscada:

x2+y?+522+4xz+2yz—2x—4y—8z—11=0

5.3.2 Superficies conicas

Definicion: Se denomina superficie conica o cono, a la superficie
generada por el movimiento de una recta, que pasa siempre por un punto
fijo llamado vértice y sobre una curva plana dada llamada directriz. La
recta que genera la superficie se denomina generatriz.

| B4
Ecuacion de la superficie cénica o cono:
Datos:
V(h, k1) Vértice
flx,y, z)=0 Ecuacion de la directriz
z=0
Sean (Figura 5.3):

P(x,y,z) Punto genérico de la superficie

P'(x',y', z') Punto de interseccion de la generatriz

con la directriz.

Figura 5.3.

Para obtener la ecuacion de la generatriz, escribimos la ecuacion vectorial
paramétrica de la recta que pasa por el punto V y tiene como vector director a VP":

VP=AVP',A€ER

En términos de las componentes de los vectores VP y VP’ esta ecuacién resulta:
x—hy—kz—-0)=Ax"-hy —kz —1) A€R.

Eliminando el parametro A, obtenemos:

x—h y—k z-I

xX'—h y -k z'-1

Estas son las ecuaciones simétricas de la generatriz de la superficie cénica.

Como el punto P’ también pertenece a la directriz, entonces:
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flx,y, z)=0

z=0

Por lo tanto, se sustituye z’=0 en la ecuacidn de la generatriz, obteniendo:

x—h y—-k z-1

X—h y—k 0-1

De la misma, surgen dos ecuaciones distintas para las variables x’ e y’, las cuales

reemplazadas en la ecuacién de la directriz, f (x', y', z) = 0, permiten obtener la
ecuacion de la superficie conica buscada.

X Ejercicio 5.3.

Encuentre la ecuacion de la superficie cénica que tiene como vértice el punto
V(0,1,3) y directriz a la curva:

X2+y2=9
{ z=0
X Respuesta Ejercicio 5.3.

A partir de las ecuaciones simétricas de una de las generatrices:
x—h y—-k z-1
x'—h y' —k 0-1

Sustituimos las coordenadas del vértice dato:

x y—-1 z-3

X y -1 7-3

Como el punto P' pertenece también a la directriz, se cumple que:

X'2+y2=9
z'=0
Sustituyendo z'=0 en la ecuacion de la generatriz y despejando resulta:
x z-—3 ,  —3x
X =3 r T3
-1 z-3 -3y -1
;}'—1: -3 y’:%JA

A continuacién sustituimos estas expresiones en la ecuacion de la directriz:
(—3x)? y—-1 7

——+|(=3)——=+ 1] =9

(z —3)? ( )z -3

Desarrollando la expresion anterior obtenemos la ecuacién buscada:

9x% +9y? —8z%> —6yz+54z—81=0
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5.3.3

y superficies cilindricas rectas.

Algunos casos particulares de superficies conicas

Nombre - Ecuacién

Representacion grafica

Observaciones

Cilindro eliptico recto

x2 2
+y—=1 Vz ER

a? bz

[

B
Ty

FENEEREN
AR REE
EEEEEEEN

|
111

Directriz: Elipse en el
plano xy

Generatriz: paralela al eje
z

Cilindro hiperbdlico
recto

2 2

Directriz: Hipérbola en el
plano xy

Generatriz: paralela al eje
z

Xy

; - ﬁ =1 Vz€eR
Cilindro parabdlico Directriz: Parabola en el
recto plano yz

y?=2pz Vx€ER

Generatriz: paralela al eje
X

Cono eliptico recto

2 2 2

X yc oz
a? -I_b2 c?

Directriz: Elipse paralela
al plano xy

Generatriz: pasa por el
origen de coordenadas

Tabla 5.1.
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En la Tabla 5.1, es posible observar la denominacién que recibe cada una de estas
superficies, las ecuaciones de las mismas, sus representaciones graficas y algunas
particularidades de la generatriz y de la directriz para cada uno de los casos
presentados.

54 SISTEMAS DE COORDENADAS CILINDRICAS Y
ESFERICAS

5.4.1 Coordenadas cilindricas

Dados tres ejes ortogonales x, y, z de origen O, se definen las coordenadas
cilindricas de la siguiente manera:

Definicion: Se denominan coordenadas cilindricas de un punto P del
espacio, a la terna (p, 6, z), donde p y 6 son las coordenadas polares de la
proyeccion ortogonal del punto P sobre el plano xy (plano polar), y z es la
tercera coordenada cartesiana de P.

z
O0<sp<+0
0<s06<2m
-00 < Z < +00 P(p.6.2)
. /ﬁjp\
Figura 5.4. Y

El nombre coordenadas cilindricas se debe al hecho que la grafica de p=c es un
cilindro circular recto.

RELACIONES ENTRE COORDENADAS CILINDRICAS Y COORDENADAS
CARTESIANAS.

x =pcosd - p?P=x%+y?

y = psenf - tgHz%; x#0
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Las coordenadas cilindricas se utilizan con frecuencia en aquellos problemas en los
que existe un eje de simetria.

5.4.2 Coordenadas esféricas

En un sistema coordenado esférico hay un plano polar y un eje perpendicular a
dicho plano, con el origen del eje z en el polo de ese plano.

Definicion: Las coordenadas esféricas de un punto P del espacio, es la
terna de numeros (p, 6, ¢), donde p es la distancia del origen de
coordenadas al punto P, 0 es la medida en radianes del angulo polar de la
proyeccién de P en el plano polar y ¢ es la medida en radianes, no
negativa, del angulo mas pequefio medido desde el semieje positivo z a la
semirrecta OP.

(3]

O<sp<+0
0<0<2m

Ospsm

P(p.0,
7{ (p.0.0)
s
o |
‘/9<"

Figura 5.5. y

X

La designacion de coordenadas esféricas se debe al hecho que la grafica de p=c es
una esfera. Las coordenadas esféricas se utilizan con frecuencia en aquellos
problemas en los que existe un punto que es un centro de simetria.

RELACIONES ENTRE COORDENADAS ESFERICAS Y COORDENADAS
CARTESIANAS.

A partir de lo indicado en la Figura 5.6, escribimos:

z
[}

P(xy.z)

1 P(p-6.0)
7 e

X pseng JQ

Figura 5.6.
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x=|0Q|cosO=p sengp cosO

y=|0Q|senb=p sen¢ senf

z=|QP|=p cos ¢

Elevando al cuadrado las expresiones anteriores y sumando, obtenemos:

xX2+y2+72 = p2[sen?p (cos?0+sen?0) + cos?p]

X2+y2+ZZ - pZ

Esta expresion nos permite evaluar p a partir de las coordenadas x,y,z. Para
obtener ¢ en funcién también de dichas coordenadas, elevamos al cuadrado las
expresiones correspondientes a x e y, y luego sumamos miembro a miembro.
Ordenando términos, llegamos a:

x2+y2 = pZ sen?¢ (cos?6+sen?f)
Es decir:
X2+y? = p? sen?@

Dividiendo ambos miembros por zZ:

x*+y? p®sen’

z? z?
Y considerando en el segundo miembro que zZ? = pZ cos?¢ , resulta:

x2+y? sen’g

z? cos?¢
x?+y? 5
72 - tg @

X Ejercicio 5.4.

Dada la ecuacidn en coordenadas cilindricas: p(3 cos 6 + 2 sen ) + 6z =0

o Obtenga la ecuacion en coordenadas cartesianas.
o Obtenga la ecuacion en coordenadas esféricas.

X Respuesta Ejercicio 5.4.

e En coordenadas cartesianas tendremos:
3pcosO+2psenO+6z=0
3x+2y+6z=0
Es la ecuacion de un plano que pasa por el origen de coordenadas.
e En coordenadas esféricas tendremos:

3 p seng cosf + 2 pseng senf + 6 p cos ¢ =0
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X Ejercicio 5.5.

Trace la grafica de cada una de las siguientes ecuaciones en coordenadas
cilindricas, donde c es una constante.

X Respuesta Ejercicio 5.5.

0 o

La gréfica es un cilindro circular recto que tiene radio c y el eje z como eje.

|

Figura 5.7.

En este caso, 8y z pueden tomar cualquier valor y p es una constante.

b) | 6=c

La grafica es un semiplano que contiene al eje z. p y z pueden tomar cualquier
valory 6 es constante.

|z

O=@=m/2

X f=c Hy

Figura 5.8.

9 e

En este caso la grafica es un plano paralelo al plano polar, ubicado a una distancia
de c unidades de él y z es una constante.

Figura 5.9.
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X Ejercicio 5.6.

Trace la grafica de cada una de las siguientes ecuaciones en coordenadas esféricas,
donde c es una constante.

X Respuesta Ejercicio 5.6.
a) | p=c

La grafica es una esfera de radio c y tiene su centro en el polo.

Figura 5.10.

b) | 6=c

La grafica es un semiplano que contiene al eje z y se obtiene haciendo girar
alrededor del eje z, en un angulo de c radianes, el semiplano xz para el cual x20. p
puede ser cualquier nimero no negativo, ¢ puede ser cualquier nimero en el
intervalo cerrado [0,7r] y 8 es una constante.

Az

-

| 8=2/31

O=p=m/2
¥ -— \ — y
=131

Figura 5.11.

En la Figura 5.11 se muestran croquis de los semiplanos para 6=1/3 ty 6=2/3 m.

c)| @=c

En este caso, la grafica es la mitad de un cono que tiene su vértice en el origen de
coordenadas y como eje al eje z. La Figura 5.12 muestra la representaciéon de
medio cono para: 0 <c<m/2

Figura 5.12.
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55 SUPERFICIES DE REVOLUCION

Definicion: Una superficie de revoluciéon es aquella generada por la
rotacion de una curva plana en torno de una recta fija contenida en el
plano de la curva.

La curva plana se denomina generatriz, y la recta fija, eje de revolucion o eje de
rotacion. Cualquier posicion de la generatriz se denomina meridiano y cada
circunferencia descripta por un punto de la superficie se llama paralelo. En la
Figura 5.13, es posible observar los elementos mencionados.

z (eje de

revolucion)

Figura 5.13.

. DETERMINACION DE LA ECUACION DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION.

Conocidos el eje de revolucion y la curva generatriz, determinaremos la ecuacion
de la superficie de revolucion. Consideraremos los siguientes datos:

Datos:

Ecuacion de la generatriz:
fxy,2)=0
y=0

Eje de revolucion: Eje z

Sean:
P(x, v, 2) Punto genérico de la superficie
P'(x,y’ 2z Punto de interseccion del paralelo correspondiente a P(x,y,z) con

la generatriz.
El centro del paralelo es : C(0,0,z)
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Evaluamos los mddulos de los vectores PCy P'C:

IPCII> = (0—x)%+ (0 —y)? + (z — 2)*

IP'CII> = (0 —x)? + (0 —y)? + (z—2)?

Pero como: ||P'C||? = ||PC||?, igualando ambas expresiones obtenemos:
x2+y?=x%24+y%+(z-2)?

El punto P’ pertenece a la generatriz, es decir, cumple con la ecuacion:

f(x,y,2z)=0 Ecuacion de la generatriz
y'=0
Ademas: z'=z
Reemplazando y"=0y z’=z en la expresiéon
x2+y?2=x?+y?+ (z—2')?
resulta: x% + y? = x'?

x'=+x%2 +y?

Sustituyendo la expresion anterior en f (x’, y’, z’) = 0, obtenemos la ecuacién de la
superficie de revolucion buscada:

f (/7 +32,0,2z) =0

Dado que se conserva la funcién correspondiente a la curva generatriz, es posible
obtener la ecuacion de una superficie de revolucion, sustituyendo en la ecuacion de
la curva generatriz la variable que no corresponde ni al eje de revolucién ni a la
variable que se anula en el plano de la generatriz, por la raiz cuadrada de la suma
de los cuadrados de las dos variables no medidas a lo largo del eje de rotacion.

X Ejercicio 5.7.

Determine la ecuacién de la superficie de revolucion, cuya curva generatriz es:

x% z?

4+ =1
16+9

y=20

Y el eje de revolucion es el eje z.

X Respuesta Ejercicio 5.7.

Para obtener la ecuaciéon de la superficie, observamos que la variable que no
corresponde ni al eje de revolucién ni a la variable que se anula en el plano de la
generatriz, es x. Entonces ésta se sustituye por la raiz cuadrada de la suma de los

cuadrados de las dos variables no medidas a lo largo del eje de rotacion: \/x? + y?
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() | 2

—_— =1
16 * 9
Operando adecuadamente obtenemos la ecuacién de un elipsoide de revolucion:
x2 yZ ZZ
—t—t—=1
16 16 9

Queda como ejercicio para el lector verificar que la misma superficie puede ser
2

2
generada por la rotacién de la elipse % + % =1, con x=0 alrededor del eje z.

X Ejercicio 5.8
Determine la ecuacién de la superficie de revolucion, cuya curva generatriz es:

{y2=6x
z=0

Y el gje de revolucion es el eje x.

X Respuesta Ejercicio 5.8.

Para obtener la ecuaciéon de la superficie, observamos que la variable que no
corresponde ni al eje de revolucion ni a la variable que se anula en el plano de la
generatriz, es y. Entonces ésta se sustituye por la raiz cuadrada de la suma de los
cuadrados de las dos variables no medidas a lo largo del eje de rotacion, es decir:

+./y? + z2. Resulta entonces:

2
(i y:+ Zz) = 6x
Operando adecuadamente obtenemos la ecuacién de un paraboloide de revolucion:
y?+ 7% = 6x

Queda como ejercicio para el lector verificar que la misma superficie puede ser
generada por la rotacién de la pardbola z? = 6x, con y=0, alrededor del eje x.

56 ANALISIS DE LA SIMETRIA

Antes de iniciar el estudio de las superficies cuadricas, revisaremos los conceptos
de simetria.

5.6.1 Simetria con respecto a los planos coordenados

e Si una ecuacién no se altera cuando la variable x se reemplaza por -x,
entonces la grafica de la ecuacién es simétrica con respecto al plano yz.

e Si una ecuacién no se altera cuando la variable y se reemplaza por -y,
entonces la grafica de la ecuacién es simétrica con respecto al plano xz.

178 S. Raichman — E. Totter



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Edicidn Digital

e Si una ecuacion no se altera cuando la variable z se reemplaza por -z,
entonces la grafica de la ecuacion es simétrica con respecto al plano xy.

5.6.2 Simetria con respecto a los ejes coordenados

o Si una ecuacion no se altera cuando las variables x e y, se reemplazan por -x
y -y respectivamente, entonces la grafica de la ecuacion es simétrica con
respecto al eje z.

o Siuna ecuacion no se altera cuando las variables x y z, se reemplazan por -x
y -z respectivamente, entonces la grafica de la ecuacion es simétrica con
respecto al eje y.

o Si una ecuacion no se altera cuando las variables y y z, se reemplazan por -y
y -z respectivamente, entonces la grafica de la ecuacion es simétrica con
respecto al eje x.

5.6.3 Simetria con respecto al origen de coordenadas

La condicién necesaria y suficiente para que una superficie sea simétrica con
respecto al origen de coordenadas, es que no se altere su ecuacion al cambiar los
signos de las tres variables x, y y z.

5.7 SUPERFICIES CUADRICAS

5.7.1 Cuadricas con centro

Las superficies cuddricas con centro tienen tres planos de simetria, tres ejes de
simetria y un centro de simetria, llamado el centro de la superficie.

. ELIPSOIDE

La ecuacion del elipsoide de centro C(0, 0, 0) y semiejes a, b, ¢ positivos, esta dada
por:

Figura 5.14.

Ejemplo:
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SUPERFICIES CUADRICAS - ELIPSOIDE

W Ecuacion W Ver Supsriice
2 2 2 |
T Y i
gt rE=1 2
i
W' Traza Plano XY W TrazaPlano X7
2 2 R
——=} ]
G4 25 LLE]
iz LY

-y =t

W Traza Plano YZ F Curas de Mwel

WALORES DE LOS SEMIEJES \’2 zz
asH b=3 t=8 %+

Observaciones:

e La superficie es simétrica con respecto a los planos coordenados.
e Las trazas de la superficie sobre los planos xy, xz e yz son elipses.
e Las secciones realizadas con planos paralelos al plano xy (z=k) estan dadas por:

2 2
See1-k
e Se observa que las secciones elipticas decrecen conforme aumenta el valor de k.
Si k=c, 1a seccioén es el punto de coordenadas (0,0,c).
e Si dos de los semiejes son iguales, la traza correspondiente a esos valores

resulta una circunferencia, por lo cual el elipsoide en este caso es un elipsoide de
revolucion

. HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA

La ecuacion del hiperboloide de una hoja con centro en el origen de coordenadas,
con semiejes a, b y c positivos y el eje z como eje de la superficie estd dada por:

Figura 5.15.

Ejemplo:
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SUPERFICIES CUADRICAS - HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA
W wer Ecuacion e

2 2 2 ¥
"_+'__3..1 I

=y

¥ Vertraza Plang XY

W ‘eriraza Plano X2

Eadd 54
z ¥
- !
©
¥ T J b
¥ verfraza Plano ¥2 W wer cums: de Mivel
a=3 h=3 t=2 5 9
. A8 73
B 4 -
Observaciones:

La superficie es simétrica con respecto a los planos coordenados.

La traza sobre el plano xy es una elipse y sobre los planos xz e yz son hipérbolas.

Las secciones realizadas con planos paralelos al plano xy (z=k) estan dadas por

2 2 2
x__|_y_:1_|_k_

a? b2 c?

Se observa que las secciones elipticas crecen conforme aumenta el valor de k.

Si los semiejes a y b son iguales, la traza sobre el plano xy resulta una
circunferencia, por lo cual el hiperboloide es un hiperboloide de una hoja de

revolucién, con eje de revolucion el eje z.

HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS

La ecuacion del hiperboloide de dos hojas con centro en el origen de coordenadas,
y el eje z como eje de la superficie, con a, b y ¢ positivos, esta dada por:

x2 y2 ZZ

a? b?% 2

Figura 5.16.
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Ejemplo:

SUPERFICIES CUADRICAS - HPERBOLOIDE DE DOS HOJAS

W Ver Ecuacian (=2

¥ Ve traza Plang XY [V et Traza Plano X2
¥2 2
Mo exste fraza en el Flano <y _1_+2qu1
i
4" L
X
- /7
[Ty \II \
- 5 1 -
¥ C ]
\))
¢/
: ] A 7 ¥ ‘er Traza Plano YZ W Vi Cunvas de Nivel
s & : i
sz b=2 =15 y - B Al S
- =1
4 FI5
Observaciones:

e Lasuperficie es simétrica con respecto a los planos coordenados.

o Latraza de la superficie sobre el plano xy no existe y sobre los planos xz e yz son

hipérbolas.

e Las secciones realizadas con planos paralelos al plano xy (z=k) estan dadas por :

o Se observa que de acuerdo al valorde k, las secciones son elipses (para

k>c y k<-c),un punto ( k=c, k=-c) o no existen (-c < k < c).

» Si los semiejes a y b son iguales las secciones correspondientes con planos

paralelos al plano xy son circunferencias, por lo cual el hiperboloide es un
hiperboloide de dos hojas de revolucion, con eje de revolucion el eje z

5.7.2 Cuddricas sin centro

Las superficies cuddricas sin centro tienen dos planos de simetria, un eje de simetria

y no poseen centro de simetria. Estas son el paraboloide eliptico y el paraboloide
hiperbdlico, que describiremos a continuacion.
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. PARABOLOIDE ELIPTICO

La ecuacion de un paraboloide eliptico con vértice en el origen de coordenadas, y
el eje z como eje de la superficie, con a, b y ¢ positivos, esta dada por:

x2 yZ

a? b2

|
+
|

I

=z

Figura 5.17.

Ejemplo:

SUPERFICIES CUADRICAS - PARABOLODE ELPTICO

™ Ver Bewacign W

¥ Ver Traza Plano Y " var Traza Plang 52

=

-
L

-
-

.

a=15 b=15 c= 435 ¥ el Traza Plano ¥Z ¥ Wei Cureas de Mivsl

¥ zz0

Observaciones:

e La superficie es simétrica con respecto a dos planos coordenados: plano xz y
plano yz.

e La traza sobre el plano xy es el origen de coordenadas y sobre los planos xz e yz
son parabolas.

e Las secciones realizadas con planos paralelos al plano xy (z=k) estan dadas por :
X2 y2 .
; + ﬁ =ck

e Se observa que de acuerdo al valor de k, las secciones son elipses cuyos semiejes
crecen a medida que aumenta el valor de k, para k>0.

e Si los semiejes a y b son iguales las secciones correspondientes con planos
paralelos al plano xy (z=k con k>0) son circunferencias, por lo cual el
paraboloide es un paraboloide de revolucidn, con eje de revolucion el eje z
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. PARABOLOIDE HIPERBOLICO

La ecuacién de un paraboloide hiperbdlico en su posicién estdndar o canoénica,
con a, by c positivos, estd dada por: z

x2 yZ
— — -5 =CZ
a? b?
X
Figura 5.18.
Ejemplo:
SUPERFICIES CUADRICAS - PARABOLOIDE HIPERBOLICO
W VerEcuacion ™ ver Suparficie
xZ 'Z
v v 3
z 'l et -
i
¥ Ver traza Plano XY [V Ver traza Plano X2
2. 2 2
£y . S
S e A
§* B
- -
/\ ¥ ¥
™ Vertraza Plane ¥Z ¥ Var Cunvas de Nivel
a=1 b=1 ¢=5 -£:52
|
Observaciones:

e La superficie es simétrica con respecto a los planos coordenados yz y xz.
2 2

7 s X .
e La traza sobre el plano xy esta dada por la ecuacion - = % = 0, es decir un par

de rectas.

e Las secciones realizadas con planos paralelos al plano xy (z=k) estan dadas por :
x2 y2

@ Ty Ck

e Se observa que de acuerdo al valor de k, las secciones con planos paralelos al
plano xy son hipérbolas con el eje focal paralelo al eje x o paralelo al eje y, de

acuerdo al signo de k.
e Las trazas sobre los planos xz e yz, son parabolas.
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5.7.3 Ecuaciones paramétricas de superficies

Las ecuaciones paramétricas de una superficie estan dadas por funciones
continuas f, g, h y parametros s, t, tales que los puntos (x, y, z) de la superficie se
pueden expresar en la forma:

x = f(s,t)
y=9(s1t)
z = h(s,t)

siendo el dominio de variacion de los pardmetros s, t, sendos intervalos de R:
Soss<Ss1ytost<t.

. ESFERA
La ecuacidn de la superficie esférica de centro C(0, 0, 0) y radio r, esta dada por:
x2+y?+2z2=r?

Entonces, las coordenadas de los puntos de la esfera pueden escribirse de la
siguiente manera:

x = rsena cosf z
y = rsena senf 0<a<sm ; 0Zp<2m
Z =rcosa

Figura 5.19.

Elevando al cuadrado ambos miembros de las tres ecuaciones y sumando miembro
a miembro, se eliminan los parametros a y 3 y se verifica la ecuacién inicial.

. ELIPSOIDE

La ecuacion del elipsoide de centro C(0, 0, 0) y semiejes a, b, c positivos, esta dada
por:

ZZ
CZ

x2 y2
S+t

Una posible parametrizacion, esta dada por las siguientes expresiones:
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X = a cosa senf
y=bsenasenf a€]0,2n] ; P €[0,nr]
zZ = c cosf

Es posible verificar la ecuacién original, eliminando los parametros a y 3 con el
mismo procedimiento indicado para el caso de la superficie esférica.

. HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA

La ecuacién del hiperboloide de una hoja con centro en el origen de coordenadas,
estd dada por:

xZ yZ ZZ

a?  b? (2

Con a, b y c positivos y el eje z como eje de la superficie. Las coordenadas de los
puntos del hiperboloide de una hoja pueden escribirse del siguiente modo:

X = acosa chf
y = b sena chf 0<a<?2nm
z =cshf

; —0< B <o

. HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS

La ecuacion del hiperboloide de dos hojas con centro en el origen de coordenadas, y
el eje z como eje de la superficie, esta dada por:

xZ 2 ZZ
A A

a? b? c?
Con a, by c positivos. Una posible parametrizacion es la siguiente:

X = a cosa shfs
y = b sena shf 0<ac<?2m
z = *tcchf

; —o < f <o

. PARABOLOIDE ELIPTICO
Sea la ecuacidn de un paraboloide eliptico:

2 2
x= Yy
2tpE=?
Con a y b mayores que 0. Las coordenadas de los puntos de dicha superficie
pueden escribirse de la siguiente manera:

x =atcosa
y =btsena t>0
7z =t?

; a € [0,2m]
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. PARABOLOIDE HIPERBOLICO
Sea la ecuacién de un paraboloide hiperbdlico:

X2 y?
a2 b °
Con a y b mayores que 0. Las coordenadas de los puntos de dicha superficie

pueden escribirse de la siguiente manera:

x=atchf
y=btshf t>0 ; BER
z = t?

574 Aplicaciones practicas de las superficies

Existen numerosas aplicaciones practicas de las superficies geométricas
tridimensionales en diversos ambitos y variadas disciplinas. Las ciencias aplicadas,
la ingenieria y la arquitectura por ejemplo, aprovechan las propiedades de
superficies geométricas, utilizando las mismas en forma cotidiana para la solucién
de problemas reales y concretos de dichas disciplinas.

Un importante ejemplo de lo mencionado esta constituido por las denominadas
laminas delgadas, las cuales son estructuras sumamente eficientes para resistir
esfuerzos del tipo membranal. Las mismas generalmente se construyen en
hormigén armado, acero, aluminio, vidrio laminado o materiales compuestos y
poseen diversas utilidades en el ambito de la arquitectura e ingenieria tales como:

e Materializaciéon de grandes espacios cubiertos destinados principalmente a
edificios habitacionales, naves industriales, complejos culturales, complejos
deportivos y centros comerciales, entre otros. Las superficies geométricas
tridimensionales, en estos casos se combinan entre si, delimitando volimenes,
que cumplen un fin especifico y que generan edificaciones de elevado nivel
estético y gran valor arquitecténico.

e Construccidn de recipientes para almacenamiento de liquidos o sélidos: dichos
recipientes son principalmente construidos de forma esférica, cilindrica o
combinaciones de ellas y generalmente forman parte de silos, tanques y
depositos ubicados en instalaciones industriales, comerciales y productivas.

e Construccién de recipientes sometidos a presiones. Los mismos son estructuras
o dispositivos que trabajan bajo la acciéon de presiones internas o externas
generalmente debida a gases o liquidos. Se utilizan ampliamente en la industria
quimica y petroquimica, pero también es posible ubicar en esta clasificacién los
cascos de submarinos y tuberias sumergidas, por citar algunos.

e Construccidn de torres de enfriamiento. Dichas estructuras son construidas en
hormigdén armado o acero y poseen una forma geométrica representada por un
hiperboloide de revolucién. Las mismas poseen grandes dimensiones y se
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ubican generalmente en industrias petroquimicas, centrales térmicas de
generacion de energia eléctrica y en centrales nucleares.

e Construccion de edificios principales de una central nuclear. Es posible
encontrar generalmente en dichas edificaciones, cascaras de hormigén
pretensado que conforman la estructura exterior. Dichas estructuras surgen de
la combinacién de un cilindro y un casquete esférico o de un cilindro con una
semiesfera.

e Construccion de pilares de acero de plataformas petroleras costa afuera.
Generalmente las mencionadas estructuras se materializan a partir de la
utilizacién de grandes cilindros de acero (de 5m de diametro o mas), los cuales
conforman la estructura de sostén de la superestructura de operacion de la
plataforma.

e Construccion de fuselajes de aeronaves de diversos tipos, cascos de
embarcaciones marinas y carrocerias de vehiculos terrestres de diversas
caracteristicas. Las mismas se disefian segun el tipo de vehiculo para el cual
estan destinadas y de acuerdo a las leyes de la hidrodinamica y la aerodinamica.
Dichas superficies en general estdn compuestas por una combinacién de
superficies mas simples, a partir de las cuales se logra una superficie de alta
complejidad que posee las propiedades adecuadas para cumplir la funcién para
la que han sido proyectadas.

5.8 ECUACION DE SEGUNDO GRADO CON DOS Y
TRES VARIABLES

5.8.1 Ecuaciones de segundo grado con dos variables

Una ecuacion cuadratica completa en R? tiene la forma:

ax? +2bxy +cy?+dx+ey +f=0

Donde los coeficientes a, b, ¢, d, e, f, son nimeros reales, y al menos uno de los
coeficientes a, b o ¢, es distinto de cero.

La expresion: ax? + 2bxy + cy? se denomina forma cuadrdtica asociada.

Las formas cuadraticas surgen en muchas aplicaciones, en economia, mecdanica,
estadistica, geometria entre otras. Las graficas de las ecuaciones cuadraticas en las
variables x e y se llaman cdnicas o secciones cdnicas. Las circunferencias, elipses,
hipérbolas y parabolas se denominan cénicas no degeneradas.

Las coénicas restantes tales como puntos y pares de rectas se clasifican como
conicas degeneradas. Una clnica no degenerada se encuentra en la denominada
posicién estdndar o candnica con respecto a los ejes coordenados, si su ecuacion se
puede expresar en alguna de las formas dadas en la Tabla 5.2.:
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v
Circunferencia X+ yZ: re _E ;

xz yz ¥
Elipse ?+ F:1 e

v

Parabola y= xz A /

xZ 2 ¥
Hipérbola —- }’_2: 1

a b x

Tabla 5.2.
Observamos que ninguna coOnica en posicion estdndar tiene en su ecuacion,
términos en (xy), (x2; x), o0 (2 ).

Dada la ecuacién cuadratica ax2+2bxy+cy?+dx+ey+f=0 queremos identificar de qué
coOnica se trata. Para ello, buscamos un nuevo sistema de coordenadas respecto del
cual la cénica esté en su posicién normal o estandar.

o Si aparecen términos en (x?-x) y/o (y?-y), indican que la conica esta trasladada
respecto a su posicién normal o estdndar.

o Si aparece el término (xy), indica que la cénica estd girada respecto a su
posicién normal o estdndar.

e Si aparecen términos en (x?2-x) y/o (y?-y) y también aparece el término (xy), la
conica estd girada y trasladada respecto a su posicién normal o estdndar.

Y y y

o4
. [ -

ajTrasladada b)Girada ¢) Girada y trasladada

Figura 5.20.

5.8.1.1 Analisis de la ecuacion cuadratica

Una técnica para identificar la grafica de una cénica, que no se encuentra en la
posicion normal o estdndar consiste en girar y trasladar los ejes coordenados para
obtener un nuevo sistema de coordenadas respecto al cual la conica esté en su
posicién normal o posicién estdndar.




CAPITULO 5: Superficies

. TRASLACION

Dada la ecuacidn cuadratica en dos variables x e y: ax?+cy?+dx+ey+f=0
e Agrupamos todos los términos en x y todos los términos en y.
o Hacemos que los términos en x? e y? tengan coeficientes igual a 1.

e Completamos cuadrados en cada paréntesis.

X Ejercicio 5.9.

Determine la expresién de la cénica de ecuacién 3x%+4y2-12x-8y+4=0, con
respecto a un nuevo sistema de coordenadas obtenido por traslacion.
Represente graficamente.

X Respuesta Ejercicio 5.9.

Dada la ecuacion cuadratica: 3x2+4y2-12x-8y+4=0

a) Agrupamos todos los términos en la variable x y todos los términos en la
variable y.

(3x2-12x)+(4y?-8y)+4=0

b) Hacemos que x2y y? tengan coeficientes igual a 1:
3(x2-4x)+4(y?-2y)+4=0

c) Completamos cuadrados en cada paréntesis:
3(x%-4x+4-4)+4(y?-2y+1-1)+4=0
3(x-2)2-12+4(y-1)2-4+4=0

3x"244y2=12

Xy
4 3 1 y ¥
a’=4
ol )
b2=3 /f x'
4 x
a?-c2=h2
c2=1

Figura 5.21.
Las ecuaciones de traslacion son en este caso:

{x’zx-Z C(2,1)
y=y-1
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. ROTACION

Dada la ecuacidn cuadratica completa en dos variables x e y:
ax2+2bxy+cy?+dx+ey+f=0

La misma puede escribirse en una forma matricial equivalente a la expresién
anterior, de la siguiente manera:

p bl al]vr=o

Designando:

Xz[;];Az[Z lc’] JK=[d e

la forma matricial queda escrita como sigue:

XTAX+KX+f=0

Siendo A una matriz simétrica, A es ortogonalmente diagonalizable.

Es decir, existe una matriz P tal que:
PTAP=D

Donde la matriz diagonal D est4 dada por:

p=[¢ o)

Siendo los elementos de la diagonal principal, 1,y 4,, los valores propios de A.

La matriz P tiene por columnas los vectores propios b;, b, de la matriz A
normalizados. Es decir:

b b
P = [ 11 12]
b21 b22
b b
b1 11] b2 — blZ]
22

b,, b, vectores propios normalizados de A;

Ib.|l = [Iby]| =1
(b1-b2) =0

La matriz P se denomina matriz de cambio de base o de transformacién de
coordenadas.
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Como A es matriz simétrica, P es una matriz ortogonal. Es por ello que la siguiente
transformacion se llama transformacion ortogonal de coordenadas:

X=PX’

Para que esa transformacion esté asociada a una rotacién de los ejes coordenados,
se debe cumplir que: |P| = 1.

Si |P| = —1, se intercambian las columnas de la matriz P, obteniendo de esta
manera una matriz cuyo determinante es 1y que tiene por columnas vectores que
dirigen nuevos ejes coordenados que estan rotados respecto de los ejes iniciales,
un mismo angulo y en el mismo sentido.

. TRANSFORMACION ORTOGONAL DE COORDENADAS

Sustituyendo la expresiéon X=PX" en la forma matricial de la ecuacién cuadratica
obtenemos:

(PX)TA(PX)+K(PX)+f=0

Aplicando la propiedad asociativa del producto de matrices, escribimos:
XT(PTAP)X +(KP)X'+f=0

Considerando que PTAP= Dy designando K'= KP resulta:
XTDX+K'X'+f=0

Expresamos las matrices en términos de sus elementos:

[x" y'] /})1 /{)2] [;:] +[d" €'l [;:] +f=0

Luego:

Mx?+ 4,y +d'x" +e'y' +f=0

5.8.1.2 Teorema de los ejes principales en R’

Sea ax?+2bxy+cy?+dx+ey+f=0 la ecuacién de una coénica.
Sea XTAX=ax?+2bxy+cy?la forma cuadrdtica asociada.

Entonces, se puede hacer girar los ejes coordenados de modo tal que la
ecuacion para la conica C en el nuevo sistema de coordenadas x™- y” tenga la
forma:

MxZ+y%+dx" +e'y' +f=0
Donde A1y Az, son los valores propios de la matriz A.

La rotacion se lleva a cabo por medio de la sustitucion X=PX’, donde P
diagonaliza ortogonalmente a Ay |P| = 1.
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5.8.1.3  Clasificacion de la conica

A los efectos de clasificar la cénica en estudio, se procede a analizar el producto de
los valores propios de la matriz 4, es decir A; y Az:

o Siel producto A:A2 > 0 la cénica es una elipse.
o Siel producto A;A2 < 0 la cénica es una hipérbola.

e Siel producto A;42 = 0 la cénica es una pardbola.

Observaciones:

a) Tal como estudiamos en el Capitulo 3 de Secciones Conicas, luego de completar
cuadrados podremos determinar si la ecuaciéon cuadratica original corresponde a
una conica verdadera (elipse, hipérbola, parabola) o a una cénica falsa (punto, par
de rectas, conjunto vacio).

b) Siendo A y D matrices semejantes, |[D| = |A|. Por otra parte, |D| = A;4,.

Signo de la Forma Cuadrdtica:

Sea una matriz simétrica 4 de orden n.

Sea la forma cuadratica q:R* > R/q(X)=X"AX, entonces se dice que:

e q es definida positiva si XTAX > 0 para todo X € R", X#0 (DP)

e q esdefinida negativa si XTAX<0 para todo X € R"™, X#0 (DN)

e q es semidefinida positiva si XTAX 20 para todo X € R", X#0 (SDP)

e qessemidefinida negativa si XTAX <0 para todo X € R™ , X#0 (SDN)

Analogamente se define la matriz A de la forma cuadratica como DP, DN, SDP, o
SDN si se cumple a), b), c) o d) respectivamente.

Teorema: Sea q(X)=XTAX, una forma cuadratica.
a) q (o A) es definida positiva, si y sélo si todos los valores propios de A son
positivos.

b) g (o A) es definida negativa, siy sélo si todos los valores propios de 4 son
negativos.

c) q (o A) es semidefinida positiva, si y sélo si todos los valores propios de A
satisfacen A;20.

d) q (o A) es semidefinida negativa, si y s6lo si todos los valores propios de A
satisfacen 2;<0.
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. PROCEDIMIENTO GENERAL PARA IDENTIFICAR LA CONICA Y OBTENER UN
NUEVO SISTEMA RESPECTO DEL CUAL LA CONICA SE ENCUENTRE EN

POSICION NORMAL

o Escriba la ecuacion cuadratica en dos variables en forma matricial.

o Encuentre los valores propios de la matriz asociada a la forma cuadratica.

e Encuentre los espacios caracteristicos, base y dimensién de cada uno.

o Construya una base ortonormal a partir de los vectores propios obtenidos en el

punto anterior.

e Arme la matriz P que tiene por columnas los vectores de la base ortonormal

obtenida en el punto anterior.
o Verifique que |P| =1

o Efectle la transformacion ortogonal de coordenadas X=PX".
o Sies necesario efecttie una traslacion de los ejes coordenados.

o Identifique la cénica y represente graficamente.

o Encuentre el angulo que han girado los ejes coordenados.

X Ejercicio 5.10.

Describa la cénica cuya ecuacién es: 2xy + 2v2x—1=10

Represente graficamente.

X Respuesta Ejercicio 5.10.

1) Escribimos la ecuacién de la conica en forma matricial: XTAX+KX+f=0

x [} ol +vz afy]-1=0

2) Calculamos los valores propios de la matriz A:

|A—211 =0

0-2 1 |_
1 0-a="°

A2-1=0

Porlotanto: A;=1y Azx=-1

Observamos que se verifican las siguientes propiedades:

tr(A) =Y 4 vy det(d)=A1A;
3) Clasificacion de la conica:

A1A2 < 0 la cénica es una hipérbola.
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4) Evaluamos los vectores propios:

Para ello resolvemos el sistema de ecuaciones lineales homogéneo (A — Av = 0
para cada valor propio A:

Ml—lh _1][)1] [O] -X=Y

[1]
v=L]  w=[ B=[?] =12

‘l—J
paraser [} [5]=[3] » x=-

et 2] e

5) Planteamos la transformacién ortogonal de coordenadas:

1 -1
X=PX, donde P = |2 2
V2 V2

Tal que det(P)=1, por lo que ésta transformacion esta asociada a una rotacion de
los ejes coordenados un mismo angulo y en un mismo sentido.

Sustituyendo X=PX" en la forma matricial de la ecuacién de la cénica, resulta:

X7 (PTAP) X’ + (KP) X’ +f= 0

X2-y242x’-2y-1=0

(x'2+2x")-(y'2+2y')-1=0
(x'2+2x'+1-1)-(y'2+2y’+1-1)-1=0

(xX’+1)2-(y’'+1)2-1=0

x”2 _yn2=1 {X”=X’+1 C(-l,'l)x’,y’

yll=yl+1
Teniendo en cuenta la expresion para evaluar el angulo entre dos vectores,
cosf = podemos analizar el angulo entre los versores i y b1 (o entre los

u.v
lullvll
versores j y b2).
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De esta manera, el angulo que rotaron los ejes es:

VZ Y2\ V2
77)”7 0 =45

cosf = ((1,0).(

Sin embargo, para graficar, representamos los versores biy bz que nos indican las
direcciones y sentidos de los nuevos ejes coordenados.

Figura 5.22.

5.8.2 Ecuaciones de segundo grado con tres variables

Una ecuacion cuadratica completa en R3 tiene la forma:

ax?+by?+cz?+2dxy+2exz+2fyz+gx+hy+iz+j=0

en donde los coeficientes a, b, .., j son nimeros reales, y al menos uno de los
coeficientes a, b, ¢, d, e, f no es cero. La expresion: ax?+by?+cz?+2dxy+2exz+2fyz se
denomina forma cuadrdtica asociada.

Las formas cuadrdticas surgen en muchas aplicaciones en economia, mecanica,
estadistica, geometria, etc.

Observamos de lo estudiado en el apartado 5.6, que ninguna cuadrica en posicion
estdndar tiene en su ecuacion, términos en (xy), (x z), (v 2), (x¢; x), (¢, y) o (22 z).

Dada la ecuacién cuadratica en R3: ax2+by?+cz2+2dxy+2exz+2fyz+gx+hy+iz+j=0

queremos identificar de qué cuddrica se trata. Para ello buscamos un nuevo
sistema de coordenadas respecto del cual la cuddrica esté en su posicion normal o
estdndar.

e Si aparecen términos en (x? - x), (y? - y), (z? - z), indican que la cuadrica esta
trasladada respecto a su posicion normal o estandar.

e Si aparecen términos cruzados (x y), (x z), (y z), indican que la cuadrica esta
girada respecto a su posiciéon normal o estandar.
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e Si aparecen términos en (x? - x), (y? - y), (z? - z), y también aparecen términos
de productos cruzados, la cuadrica esta girada y trasladada respecto a su
posicién normal o estandar.

5.8.2.1  Analisis de la ecuacion cuadratica

Una técnica para identificar la grafica de una superficie cuddrica, que no se
encuentra en la posicién normal o estdndar consiste en: girar y trasladar los ejes
coordenados para obtener de esa manera un nuevo sistema de coordenadas
respecto del cual la cuddrica esté en su posicion normal o estdndar.

. TRASLACION
Dada la ecuacidn cuadratica: ax?+by?+cz2+gx+hy+iz+j=0

a) Agrupamos todos los términos en x, todos los términos en y, y todos los
términos en z.

b) Hacemos que los coeficientes de los términos en x?, y2y z2 sean iguales a 1.

c) Completamos cuadrados en cada paréntesis.

X Ejercicio 5.11.

Determine la expresion de la superficie cuddrica cuya ecuacion esta dada por:
4x2+36y2-9z2-16x-216y+304=0, con respecto a un nuevo sistema de coordenadas
obtenido por traslacion.

X Respuesta Ejercicio 5.11.

Dada la ecuacion cuadratica en tres variables:
4x2+36y2-972-16x-216y+304=0

a) Asociamos variables en cada paréntesis de la siguiente manera:
(4x2-16x)+(36y2-216y)-922 +304=0

b) Hacemos que x?, y? y z2 tengan coeficientes igual a 1.
4(x2-4x)+36(%-6y)-922+304=0

c) Completamos cuadrados en cada paréntesis:
4(x2-4x+4-4)+36(y?-6y+9-9)-922+304=0
4(x-2)?-16+36(y-3)?-324-922+304=0
4(x-2)2+36(y-3)2-922-36=0

Se trata de un hiperboloide de una hoja, con eje de la superficie el eje z’ (que
coincide con el eje z).
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. ROTACION
Sea la ecuacidn cuadratica completa en tres variables x, y, z:
ax?+by?+cz?+2dxy+2exz+2fyz+gx+hy+iz+j=0

Escribimos dicha ecuacion en forma matricial equivalente, de la siguiente manera:

X
[x ¥ z[d b f +lg h i]M+j=0
z
Designamos:
X a d e
=M:A=d b fl ;K=[g h i
z e [ ¢

Entonces la expresion anterior resulta:

XTAX+KX+j=0

Siendo A una matriz simétrica, 4 es ortogonalmente diagonalizable.
Es decir, existe una matriz P tal que:
PTAP=D

Donde D es una matriz diagonal con los valores propios de A, A4,4,, 43, como
elementos de su diagonal principal:

A 0 0
0 A, 0 ‘
0 0 A

Las columnas de la matriz P son los vectores propios normalizados b4, b,, bs , de la
matriz A.

by bz b3
P = b21 bzz b23
b3 b3y bz

Es decir,
Ib 1l = [Ib2l = lIbsll = 1
(by.by) =0; (by.b3) =0, (by.bs) =0

P es la matriz de cambio de base o de transformacién de coordenadas.

Como A es matriz simétrica, P es matriz ortogonal. Es por ello que la siguiente
transformacién de coordenadas:

X=PX’

se llama transformacioén ortogonal de coordenadas:
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Para que esa transformacién esté asociada a una rotacion de los ejes coordenados,
se debe cumplir que: |P| = 1

Si |P| = —1, corresponde intercambiar dos columnas cualesquiera de la matriz P,
con lo cual el determinante pasa a ser uno y entonces si la transformacién queda
asociada a una rotacion de los ejes coordenados.

. TRANSFORMACION ORTOGONAL DE COORDENADAS

Sustituyendo la expresiéon X=PX" en la forma matricial de la ecuacién cuadratica
obtenemos:

(PX)TA(PX)+K(PX)+j=0

XT(PTAP)X +(KP)X +j=0

Considerando que PTAP= D y designando K'= KP resulta:
XTDX+K'X'+j=0

Sustituyendo a continuacién, las matrices en términos de sus elementos
componentes, queda:

Al 0 O x’ x’
Xy Z’][O A ofly|+1g n il|y|+j=0
0 0 13 Z’ Z,

Evaluamos cada producto matricial indicado y obtenemos:

Mx?+ Ay + 2%+ g'x" + Ry +i'2' +j =0

5822 Teorema de los ejes principales en R’

Sea ax2+by?+cz2+2dxy+2exz+2fyz+gx+hy+iz+j=0 la ecuaciéon de una cuadrica.
Sea XTAX= ax?+by?+cz?+2dxy+2exz+2fyzla forma cuadrdtica asociada.

Entonces, se puede hacer girar los ejes coordenados de modo tal que la
ecuacion para la cuadrica en el nuevo sistema de coordenadas x-y™-z' tenga la
forma:

AiX 2422y 24232 2+g'X' +h'y'+1'z'+j=0

Donde A1,A2y A3 son los valores propios de la matriz A.

La rotacion se lleva a cabo por medio de la sustituciéon X=PX’, donde P
diagonaliza ortogonalmente a la matrizAy |P| = 1.
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Observaciones:

a) Una vez que determinamos la ecuacidon Aix2+Azy2+A3z2+g'x'+h'y'+i'z"+j=0,
procedemos a asociar las variables y completar cuadrados, tal como vimos en el
caso de solo traslacion. Recién entonces podremos determinar si la ecuacion
cuadratica original corresponde a una superficie cuadrica con o sin centro, o a
una cudadrica falsa o degenerada (un punto, planos, conjunto vacio).

b) Siendo A y D matrices semejantes, sus determinantes son iguales. Es decir:

|D| = |A|. Por otra parte, |D| =A1 A2 A3.

. PROCEDIMIENTO GENERAL PARA IDENTIFICAR LA CONICA Y OBTENER UN
NUEVO SISTEMA RESPECTO DEL CUAL LA CONICA SE ENCUENTRE EN
POSICION NORMAL

e Escriba la ecuacion cuadratica en tres variables en forma matricial.
e Encuentre los valores propios de la matriz asociada a la forma cuadratica.
e Encuentre los espacios caracteristicos, base y dimensién de cada uno de ellos.

o Construya una base ortonormal a partir de los vectores propios obtenidos en el
punto anterior.

e Arme la matriz P que tiene por columnas los vectores de la base ortonormal
obtenida en el punto anterior.

o Verifique que |P| =1

o Efectle la transformacion ortogonal de coordenadas X=PX".

o Sies necesario efecttie una traslacion de los ejes coordenados.
 Identifique la superficie cuddrica y represente graficamente.

5.8.2.3  Clasificacion de las superficies cuadricas

En la Tabla 5.3 podemos observar un esquema de clasificacidon de las superficies
cuadricas en relacidn a los valores propios de la matriz A:

Valores Propios: Ay, A A5 Superficie cuidrica

Todos del mismo signo Elipsoide

Hiperboloide de una o de dos hojas o cono
eliptico (caso degenerado)

Paraboloide eliptico o cilindro eliptico

(caso degenerado)

Paraboloide hiperbolico o cilindro hiperbélico

(caso degenerado)

Cilindro parabélico o dos planos paralelos (caso
degenerado)

Dos de un signo y uno de otro signo

Uno cero y dos del mismo signo

Uno cero y dos de signos opuestos

Dos cero y uno distinto de cero

Tabla 5.3.
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Nota histodrica:

La primera clasificacion de las superficies cuadricas la
proporciond Leonhard Euler, en su texto Introduccion al Andlisis
Infinitesimal (1748). Euler no hizo uso explicito de los valores
propios. Dio una férmula para la rotacién de los ejes en R3 como
funciones de ciertos angulos y después mostré6 como escoger
los dngulos para que todos los coeficientes d, ¢, f fueran cero.
Euler fue el matematico mas prolifico de todos los tiempos. Sus obras
completas ocupan mas de 70 grandes voliumenes. Naci6 en Suiza, pero pasé
su vida profesional en San Petersburgo y Berlin. Aunque pas6 ciego los
ultimos 17 afios de su vida, continu6 produciendo articulos de matematicas
casi hasta el dia de su muerte.

X Ejercicio 5.12.

Describa la superficie cuadrica cuya ecuacién es:

5x2+3y2+372+2xy-2xz-27y-16x+4y-4z+19=0

X Respuesta Ejercicio 5.12.

Escribimos en primer lugar, la ecuacién dada de segundo grado en tres variables
en forma matricial. Es decir,

XTAX+KX+j=0

siendo:
X 5 1 -1

X=[yl; A=|1 3 -1|; K=[-16 4 —-4]; j=19
z -1 -1 3

A continuacién determinamos los valores propios de la matriz A. Para ello
planteamos:

|[A—=AIl =0
B-MD[B-AG5-1)-3]=0
B-M[A2-81+12]=0

Por lo tanto, los valores propios resultan:
M=2 A,=6 Az =3

Evaluamos los vectores propios, a partir de la resolucidon del siguiente sistema de
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ecuaciones lineales homogéneo:

(A—ADv =0

Para cada valor propio A se obtiene un conjunto de vectores propios del cual
seleccionamos uno en particular y lo normalizamos:

Para 1, = 2: b, =

Sl-al-o

.
Ll

Paral, =6: b, =

.
1= Sl

V3

Para A; = 3: b; = [_T;
ll

V3

|~
S ——

Una vez evaluados los tres vectores propios normalizados, los disponemos por
columnas para armar la matriz P:

Sl-al- o
sl-slLsll
sl 5l Lol

Verificamos que el determinante de esta matriz sea igual a uno:
|P| = +1

Por lo que aseguramos que esta matriz esta asociada a una rotacion de los ejes
coordenados. Por otra parte, podemos verificar que:

PTAP =D
A continuacién planteamos la transformacién ortogonal de coordenadas:
X =PX’

Sustituyendo dicha transformacién en la ecuacién matricial, llegamos a:
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_0 _2 1_
, V6 3|
2 0 01fx 1 -1 —1 X
x" vy Z]lo 6 of|ly|+[-16 4 —-4]l= —= —I[y'|+19=0
o o 3l V2 V& V3|,
1 1 1
V2 V6 3.

Evaluando los productos matriciales indicados, obtenemos:

. 1 " 24 24
2x“+6y*+374+0x"+—=y'——2z'+19=0

V6 V3
Asociamos las variables:
2x'*+6 (y’z + iy’) +3 (2'2 —£Z’> +19=0
V6 V3

Y completamos cuadrados:

2x’2+6<y’2+%y’+g)+3(z’2—%z’+1—36)+19—4=0

De esta manera obtenemos:

27 4 6(y + ) +3(2 ) ~1=0
X — zZ ——) —1=
N NE
Finalmente, planteando la siguiente sustitucidn:
(xll — xl
"o o__ l+ 2

y y NG

I n ! 4

z"'=7"——

\ V3

=

1 1 -2 4
=1 Elipsoide a ;b=—;c=—;C( )

Ol_)_
6 T3 VB VA,

Reconocemos que se trata de un elipsoide que no es de revolucién (ya que los
semiejes a, by ¢ son todos distintos entre si) e identificamos las coordenadas de su
centro.
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59 ESTUDIO DE UNA SUPERFICIE CURIOSA

A titulo informativo comentaremos los aspectos principales de una superficie muy
particular denominada Cinta de Méebius.

La cinta de Méebius o banda de Méebius, es una superficie de una sola componente
de contorno y de una sola cara. Posee ademas la particularidad de ser una
superficie no orientable. La Figura 5.23 muestra graficamente dos ejemplos de lo
descripto.
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Figura 5.23.

La superficie fue descubierta alrededor del afio 1858 y pertenece a la categoria de
superficies regladas, ya que es posible generar la superficie por el movimiento de
una generatriz recta que se desplaza sobre una determinada curva directriz. Las
ecuaciones paramétricas que representan esta superficie para los parametros uy ¢,
son las siguientes:

x = cos(u) + tcos (%) cos(u)

y = tsen (%)

u
z = sen(u) + tcos (E) sen(u) ue€e0,2n); —-k<t<k

Para el caso de k=0.40 a k=0.50 se obtiene una clara representaciéon de la
superficie, la cual se puede observar en la Figura 5.24.

Figura 5.24.
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5.10 ACTIVIDADES DE REPASO Y AUTOEVALUACION

Defina los conceptos de superficie y traza de una superficie.
Defina superficie esférica e indique sus ecuaciones.

Defina superficie cilindrica e indique un procedimiento para encontrar su
ecuacion.

Defina superficie cénica e indique un procedimiento para encontrar su ecuacion.

Defina superficie de revolucién e indique un procedimiento para encontrar su
ecuacion.

Describa grafica y analiticamente las superficies cuddricas con centro.
Describa grafica y analiticamente las superficies cuddricas sin centro.

Dada una ecuacién cuadratica completa en dos variables, describa un
procedimiento que permita estudiar la curva y su representacion grafica.

Dada una ecuacién cuadratica completa en tres variables, describa un
procedimiento que permita estudiar la superficie y su representacion grafica.
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