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NOTAS SOBRE FUNDAMENTOS
MATEMATICOS

Alberto Gomez Lozano

RESUMEN

Medir y contar, probablemente, fueron las primeras
actividades de tipo matematico que realizé el hom-
bre. Se necesitaron muchos siglos para que este
estableciera un concepto abstracto de numero. Los
dedos fueron, para nuestros antepasados, los pri-
meros instrumentos de célculo, como actualmente
continuan siendo para los ninos. Posteriormente, se
da origen al algebra que es la combinacién de las
letras y los signos para realizar diferentes opera-
ciones aritméticas. Contar elementos y medir dis-
tancias fueron las primeras actividades relaciona-
das con las matematicas que realizaron nuestros
ancestros. Los hombres primitivos hacian marcas
en los arboles o en las rocas, con las cuales median
el tiempo o contaban los animales que tuvieran.
De esta manera, surge la aritmética. El concepto
abstracto de nimero vino mucho tiempo después,
siendo este la base para formar el algebra como
ciencia. El objetivo de la presente nota de clase es
facilitar el estudio de los conceptos basicos y ne-
cesarios de los fundamentos matematicos, paso a
paso, de una manera clara, sencilla y con diferen-
tes ejemplos. Esta nota de clase inicia con nimeros
racionales, los cuales permiten realizar, entre sus
elementos, las operaciones de suma, resta, mul-
tiplicacién y division; le siguen razones y propor-
ciones, potenciaciéon y radicacién, algebra basica y
ecuaciones lineales y cuadraticas. No obstante, el
presente documento sirve para resolver problemas
bésicos y tener las bases matematicas para desa-
rrollar situaciones complejas durante la carrera de
Ingenieria y la practica profesional.

Palabras claves: algebra basica, ecuaciones lineales
y cuadraticas, fundamentos matematicos, nimeros
racionales, potenciacién y radicacion, razones y
proporciones.
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El presente documento esta dirigido especial-
mente a los estudiantes de Ingenieria para
fundamentar y afianzar los conceptos basicos
de matematicas desde los nimeros racionales
—que permiten realizar, entre sus elementos,
las operaciones de suma, resta, multiplicacién,
divisién, razones y proporciones, potenciacién
y radicacién, lgebra bésica y ecuaciones linea-
les y cuadraticas—. El objetivo es reforzar los
conceptos de una manera sencilla y concreta,
asi como afianzar el dominio adecuado de un
conjunto de habilidades y destrezas necesarias
para resolver situaciones complejas durante la
carrera de Ingenieria y su labor profesional.

Igualmente, las matematicas se aprenden
entendiendo y practicando los conceptos mas
rigurosos y esenciales. Para ello, al final de
cada capitulo, se proponen actividades para
ayudar al estudiante a dominarlas técnicas de
solucion de problemas y la aplicacion de estas
técnicas a problemas reales de la Ingenieria.

La metodologia utilizada lleva al estudiante
paso a paso, de una manera clara, sencilla, con
ejemplos, cuidadosamente escogidos para ayu-
dar a afianzar sus conocimientos.

Proporcionar al estudiante los elementos basi-
cos, los conceptos, las reglas y las técnicas para
realizar entre sus elementos las operaciones
de suma, resta, multiplicaciéon, divisién, poten-
clacion, radicacion, algebra bésica, ecuaciones
lineales y ecuaciones cuadraticas.

En este capitulo, trabajaremos fracciones en las
que el numerador y el denominador son nume-
ros enteros, es decir, son de la forma % donde
m y n son numeros enteros, y realizaremos las
operaciones de suma, resta, multiplicacion y
divisién entre sus elementos.

Los egipcios pensaban Unicamente en fraccio-
nes unitarias, en las que el numerador era 1
y las representaban con el signo oval encima
del numero, descomponiendo en otras frac-
ciones (Figura 1).

Por ejemplo:

S
8

10
27

L
27

_ +L(, _L+
- 8 T3

o [ =

Su notacién era la siguiente:

1l O 1 O_1 O 1 @D_L
— = T3 T A =6 =7

. Fracciones egipcias. Tomado de Manosalva (2017).

Segun Soto Apolinar (2011), los numeros racio-
nales se definen como “el conjunto de todos
los nimeros que se pueden expresar Como
el cociente de dos niimeros enteros, donde el
denominador es distinto de cero.

0=1x=Lgez;q+0
q

Todos los numeros enteros y todonales” (p.111).

Los numeros racionales se utilizan para formu-
lar medidas, porque comparan una cantidad
con la unidad y su resultado es una fraccién.

0={ %/an; beeZ; b+0 }



. Sistema numeérico. Elaboracién propia.

A continuacién, se dara una explicacién de las
operaciones con numeros racionales.

Definiciéon. Es la razén entre dos nume-
ros enteros, a y b, tal como se muestra a
continuacion:

a

Z con a,b dos numeros enteros; a es el nume-

rador y b es el denominador
Clases de fraccionarios:

e Fraccionarios homogéneos: son los que tienen
el mismo denominador; por ejemplo:
1 2 4

s )

5 5 5

e Fraccionarios heterogéneos: son los que tienen
diferente denominador; por ejemplo:

) )

37 9

Suma algebraica de fraccionarios homogéneos:
en este caso, se suman los numeradores y el
denominador es el mismo; por ejemplo:

2 5 10 2+5-10 -3
3 3 3 3 3

Nota de clase- 7

Suma algebraica de fraccionarios heterogéneos:
primero, daremos una definicién que va a ser
de mucha importancia.

El minimo comin denominador es el mismo
minimo comun multiplo (McM), que es esco-
ger el multiplo mas pequeno entre los deno-
minadores. Por ejemplo:

Hallar el McM entre 4, 6, 12. Para hallar el McwM,
citaremos dos métodos.

e Método 1: se sacan los multiplos de los
numeros, como lo veremos a continuaciéon:

Multiplos de 5 = {5,10,15,20,...}

Multiplos de 7 = {7,14,21,28,...}

Multiplos de 12= {12, 24, 36, ...}

Si observamos el menor numero en comun

entre los tres conjuntos es 12; por tanto, el
MCM de 4, 6, 12 es el 12.

e Meétodo 2: descomposicién en factores pri-
mos. Primero, descomponemos cada uno de
los denominadores en factores primos.

6|2 12
2 313 6
1 1

Luego, escogemos el numero primo que mas se
repita en cada descomposiciéon y, finalmente,
se multiplican estos nimeros encontrando el
MCM.

MCM=2XxXx2x3=12

Ahora, ya estudiando cémo encontrar el McM,
nos concentraremos en la suma de fracciones
heterogéneas. Para realizar esta suma, pri-
mero encontramos el McM de todos los deno-
minadores, como lo veremos en el siguiente
caso:

7

1 5
_+__
4 6 12
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Como ya vimos, el McM de los denominadores
es igual a 12, el cual va a ser el denominador
del término resultante de la suma; luego, el
McM lo dividimos entre cada uno de los deno-
minadores. Este resultado lo multiplicamos
por cada numerador teniendo como resultado
el siguiente:

1,5 7 _(13)+E)~(7.)
4 6 12 12

Para finalizar, se resuelven los productos y luego
se realizan las operaciones en el numerador.

7 3+10-7 6

I 5
_+_
4 6 12 12 12

Vale la pena anotar que la respuesta siempre
se debe simplificar, con lo que tendriamos:

1 1
—4 _ I
4 2

| W,
RN

Producto de fraccionarios: para multiplicar frac-
cionarios, lo primero que debemos hacer es el
producto de sus signos. Se multiplican entre si
los numeradores y este resultado corresponde
al numerador de la nueva fraccién; lo mismo
se hace entre los denominadores, obteniendo
el nuevo denominador. Veremos el desarrollo
del proceso para el caso general:

a. 4
b d bd
Ahora veremos un ejemplo:
102

5.2 _10_ 2
35 15 3

Divisién de fraccionarios: para dividir dos fraccio-
narios, lo que hacemos es invertir el segundo
fraccionario, con lo que quedaria el numerador
como denominador y el denominador como
numerador, y realizamos un producto entre el
primer fraccionario y el nuevo resultante de
invertir el segundo.

Ejemplo:
a,c_a.d_ad
b d b ¢ be
3
—_—t—=—X—=—
5 2 15

Tenga en cuenta la siguiente observacién: la
divisién entre fraccionarios se puede realizar
por la ley fundamental de las proporciones
(ley de la oreja).

a

b ad
o] =%
d

Nota. Después de realizar cualquiera de las
operaciones anteriores, se debe simplificar el
resultado hasta su minima expresion.

La potencia n de un nimero racional se halla
elevando tanto el numerador como el deno-
minador a la potencia n, teniendo en cuenta
las leyes de los signos. Por ejemplo:



La raiz enésima de numero racional se halla
sacando la raiz enésima tanto del numerador
como el denominador. Por ejemplo:

2
3

1. Latercera parte de la tercera parte de 270 es:

a. 90
b. 60
c. 30
d. 120

2. De lo que tenia, gasté la mitad, y la cuarta
parte del resto lo presté. Me quedan $80.
;Cuanto tenia inicialmente?

a. $320

Nota de clase- 9

b. $200
c. $160
d. $120

3. De lo que tenia, gasté la cuarta parte, y
de lo que me quedd, gané la mitad. Ahora
tengo $720: ;Cuanto tenia inicialmente?

a. $860
b. $760
c. $640
d. $540

La habilidad para manipular las fracciones
ayuda a repartir los pagos, el presupuesto dia-
rio en una obra civil, las cantidades de obra,
la cantidad de datos en un dia que se pueden
relacionar en un aplicativo, entre otros, siem-
pre partiendo de la unidad.

Cuéllar-Carvajal, J. A. (2013). Matemadticas I. México D. F.: McGraw Hill.
Manosalva, N. G. (2017). Las fracciones egipcias como herramienta diddctica para resolver ecuaciones que involucran
fracciones. Recuperado el 19 de abril de 2019, de http://bdigital.unal.edu.co/57091/7/NancyGonz%C3%A1

lezManosalva.2017.pdf

Soto Apolinar, E. (2011). Diccionario ilustrado de conceptos matemadticos. México D.F.: s. 1. (libro de distribucién

gratuita). Recuperado el 18 de abril de 2019, de http://wordpress.colegio-arcangel.com/matematicas/

files/2012/10/DICM.pdf
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En este capitulo, nos dedicaremos a explicar y
a definir las razones y las proporciones utili-
zadas para comparar cantidades o establecer
la relacién que debe existir entre dos canti-
dades y que nos permiten resolver diversos
problemas en los que se establecen relaciones
entre magnitudes.

Una razoén es la relacion o el cociente indicado
entre dos magnitudes. Si a y b son las mag-
nitudes que se van a comparar, entonces la
razén se escribe a:b, 0 % ,yseleeaesab.

En la razén a:b, la magnitud a se llama antece-
dente y la magnitud b, consecuente, tal como se
muestra a continuacién:

a antecedente

Razon = —
b consecuente

1. Si el perimetro de un cuadrado es igual
a 4L, donde L es la medida del lado del
cuadrado:

a. Entre el lado y el perimetro, jcuél es la
razén’?

b. ;Cual es la razén entre el lado y el
nuevo perimetro si cada lado se multi-
plica por dos?

c. Haga lo mismo con otro poligono y
saque una conclusién de la razén entre
el lado y el perimetro.

d. Hallelarazén entre el ladoy el area del
cuadrado.

2. Siel area del circulo menor es 97 m?, ;cual
es el area del circulo mayor si la razén
entre las areas del menor al mayor es %?

3. Siel area del rectdngulo mayor es 60 m?,
scudl es el area del rectangulo menor si la
razén del mayor al menor es %?

En matematicas, se denomina serie de razo-
nes equivalentes a la igualdad de dos o més
razones.

Simbélicamente, se representa asi:

=.ibyd, [ h. %0

= |09

<
d
Observe el ejemplo 1:

Hallar la serie de razones equivalentes a la
razén %

Solucién:

Si amplificamos la razén original que es % por
4, se obtiene:

312 48 192

4 16 64 256

Dada una serie de razones equivalentes, la
razén entre la suma de los antecedentes y
la suma de los consecuentes es igual a una de
las razones de la serie.

Simbdlicamente, se representa asf:

=.ibyd, [ h.. %0

= |09

<
d



Entonces:

a+cte+g

arcrerg _a_c_¢
btd+f+h b d f

:%...;b,d,f,h...io

Observe el ejemplo 2:

En la sala de informatica de un colegio, el nu-
mero de computadores es menor en relacién
con los estudiantes que hay por curso. Por esta
razoén, la profesora decide asignar un computa-
dor por cada dos estudiantes. Si uno de los cur-
sos tiene 20 estudiantes, ;cuantos computado-
res se necesitan?

Solucién:

De acuerdo con la distribucién realizada por
la profesora de informatica, la razén compu-
tador-estudiante es 1:2; luego, buscamos una
razén equivalente que permita saber cuantos
computadores se necesitan para 20 estudiantes.

S_6_ T 8 9 10 o fh.0

2. 3. 4.5 _6_7_8_9
4 8 10 12 14 16 18 20

3
6

N | —

De las anteriores razones, escogemos 10:20 y
obtenemos:

1:2 =10:20; luego, para 20 estudiantes se nece-
sitan 10 computadores.

Una proporcién es la igualdad de dos razones
aritmeéticas.

15

1
Por ejemplo, —
SRR 5730
1. Dadas las razones 4.5 y 6:80, ;podemos

asegurar que ellas forman una propor-
cién? Justifique su respuesta.

2. Relacione la columna de las razones de la
izquierda con la columna de las razones
de la derecha para formar proporciones:

Nota de clase- 11

15 ()50:55
b. 3.7 ()92:207
c. 49 ()63:147
d. 10:11 ()11:55

Una proporcién se puede expresar de la
sigulente manera:

IS Y

o también asi a:b::c:d

SR

En ambos casos, los términos a y ¢ se llaman
antecedentes y los términos b y d se llaman con-
secuentes. También se pueden denominar asi:
ayd extremos y by c medios.

La expresioén:

,0, a:b:c:d,selee,aesbcomocesd

<
d

ST

2.3.2.1 Propiedad fundamental de las
proporciones

El producto de los extremos es igual al pro-
ducto de los medios. Esto significa que:

, entonces axd =bxc

SR
Ulo

El concepto de proporciéon es muy utilizado
para realizar dibujos y planos a escala.

Ejemplo:

Dada la siguiente proporcién, comprobar la
propiedad fundamental:

oo | N~

= % , entonces 4x6 =8x3. Luego 24 =24
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1. Dada la siguiente serie de razones iguales,
aplique la propiedad fundamental para
calcular tres razones equivalentes:

3::5=-6:10=-12:20=21:-35
2. ;La siguiente expresién es una propor-
cién? ;Por qué?
1

AN~

3
2

3. Encuales de las siguientes expresiones se
cumple la propiedad fundamental de las

proporciones?
a)4:6y8:12 b) 1:2y 5:6
C)3:4y 18:24 d) 1:4 y 10:40

4. ;Cuales de los siguientes pares de razones
no forman una proporciéon? Justifigue su

respuesta.
a) 112y 4:8 b)4:7y 1.8
c)5:6y34 d) 3:5y6:10

2.3.2.2 Propiedades derivadas de la
propiedad fundamental

A partir de la propiedad fundamental de las
series de razones equivalentes y de la propie-
dad fundamental de las proporciones, es posi-
ble obtener otras propiedades utiles para el
trabajo con proporciones.

Primera propiedad. En toda proporcion, la
adicién o la sustraccion de la primera pro-
porciéon es a la adicion o la sustraccién de la
segunda proporcién como el numerador es al
denominador.

Simbélicamente, se representa asi:

Ezﬁ,entoncesa ng,conb,dio
b d b+d b

Segunda propiedad. En toda proporcién, la
suma o diferencia de los dos términos de la pri-
mera proporciéon es a su denominador como
la suma o diferencia de los dos términos de la
segunda proporciéon es a su denominador.

Simbélicamente, se representa asi:

Si%=£,ent0nces ath = czd,con b,d #0

Tercera propiedad. Segiin explica Zabala. 2006.

En toda proporcién, la adicién del antece-
dente y el consecuente de la primera razén
es a la diferencia de estos como la suma
del antecedente y del consecuente de la
segunda razén es a su diferencia.

Simboélicamente, se representa asi:

.a ¢ a+b c+d
Si —=—, entonces =—,
a-b c-d

on
a,b,c,d#0

Cuarta propiedad. En toda proporcion, la
suma o diferencia del antecedente y el con-
secuente de la primera razén es a su antece-
dente como la suma o diferencia del antece-
dente y el consecuente de la segunda razén
es a su antecedente.

Simboélicamente, se representa asi:

.a c atb c+d
Si —=—, entonces = , COn
b d a c
a,b,c,d#0
(p-2)

Dos magnitudes son directamente proporcio-
nales cuando al aumentar una proporcién, la



otra aumenta en la misma proporcién; cuando
al multiplicar o dividir una de las proporciones,
la otra es multiplicada o dividida por el mismo
numero.

Ejemplo:

La entrada a cine para ver el estreno de una
pelicula tiene un valor de $6000. Se necesita
completar una tabla que indique el valor
recaudado por concepto de entradas.

Solucién:

Podriamos resolver este problema de la
siguiente manera:

Numero de personas(N)

Razon(R) =
azon(R) Valor recaudo ($)

En el caso de 2 personas, necesitamos calcu-

lar el valor recaudado: pR= 2
X

3
Para 3 personas: R=—
y

Para 4 personas: R = 4
z

n
En general, para n personas: R=—
w

La solucién de este problema conduce a la
formaciéon de proporciones entre las razones
enunciadas con la razén base 7:6000, entonces:

Para 2 personas, se tiene: 1:6000:2:x, donde
(1) (x)=2x6000. Por tanto, x=%$12.000

Para 3 personas: 1:6000:3:y, donde (1) (y) =3 X
6000. Por tanto, y = $18.000

Para 4 personas: 1:6000:4:z, donde (1) (z) =4 X
6000. Por tanto, z = $24.000

Para n personas: 1:6000:4:w, donde (1) (w) =n X

nx 6000
1

6000. Por tanto, w=

A continuacién, vea la Tabla 1.

Nota de clase- 13

Ndmero de personas versus valor recaudo

Ndmero de personas Valor recaudo ($)
1 6.000
> 12.000
3 18.000
4 24.000
5 30.000
n nx6.000

Nota: Elaboracién propia.

Sirepresentamos las parejas ordenadas (nimero
de personas, valor recaudado) en el plano carte-
siano, se aprecia que:

e Las magnitudes numero de personas y valor
recaudado estin directamente relacionadas.

e Aldividir el valor recaudado por el nimero
de personas, el resultado siempre es el
mismo: 6000, y recibe el nombre de cons-
tante de proporcionalidad.

e Al dibujar estas magnitudes en el plano
cartesiano, todos los puntos quedan sobre
una linea recta.

A continuacion, vea la Figura 3.

35.000
o 30000
T 25.000 -
S 20.000 -
5 15.000 -
T 10.000 -

5.000 -

4, 24.000
3, 18.000
2,12.000

1, 6.000

0 1 2 3 4 5 6
Namero de personas

.Numero de personas vs recaudo. Elaboracion propia.

En conclusién, tal como lo explican Garcia,
Orengo, Alcaide y Delgado (2007, p. 2), pode-
mos decir que dos magnitudes son directa-
mente proporcionales si:

e ‘“Larazdnococienteentrelas dosmagnitudes
es un valor constante. Esta razon se llama
constante de proporcionalidad directa”.
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e “Surepresentacion grafica es una linea recta
que pasa por el origen del plano cartesiano”.

1. Un lapiz cuesta $800. Elabore una tabla y
un grafico donde se pueda leer el valor de
2, 3, 4y 5 lapices. Determine si las mag-
nitudes son directamente proporcionales.

2. Silas magnitudes indicadas en la tabla de
datos estan directamente relacionadas,
encuentre los valores que hacen falta.

Numero de articulos 2 4 6 8 10
Precio 560 ? ? ? ?

Segun Soto Apolinar (2011), “cuando dos can-
tidades estan en proporciéon de manera que al
crecer una de las cantidades, la otra decrece
la misma cantidad de veces, entonces las can-
tidades estan en proporcién inversa” (p. 130).

Una forma de reconocer cuando dos magnitu-
des son inversamente proporcionales es rea-
lizar el producto entre ellas; si el producto es
constante, se puede decir que las magnitudes
son inversamente proporcionales.

Ejemplo:

Para construir un muro, un obrero emplea 32
dias. ;Cuanto tiempo se emplearia haciendo
el mismo trabajo y con el mismo rendimiento
si el numero de obreros primero se duplica y
luego se cuadruplica?

Solucién:

Si duplicamos el numero de trabajadores, se
reduce a la mitad la cantidad de dias necesa-
rios para completar la obra: 3%.

Si cuadruplicamos el numero de trabajadores,
la obra se completa en la mitad del tiempo
que emplean 2 obreros: %.

Dias utilizados para
terminar la obra

32
16
8
4

Ndmero de obreros

0 M NV -

Si representamos en el plano cartesiano las
parejas ordenadas (numero de obreros, dias
utilizados), se aprecia que:

Las magnitudes ntmero de personas y uvalor
recaudado estan inversamente relacionadas.

Al multiplicar el numero de obreros por el
numero de dias utilizados, el resultado siem-
pre es el mismo, 32, y recibe el nombre de
constante de proporcionalidad inversa.

Al dibujar estas magnitudes en el plano carte-
siano, la grafica es una curva.

35

] 32

8

o 30

=

® 25

£

E 20 16

a

-]

m 15

e

=3 8

8 10

‘g i 4
o

S \.
E

- 0

8 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Nimero de obreros

.Numero de obreros vs dias utilizados para terminar la
obra. Elaboracién propia.

En conclusién, podemos decir que dos magni-
tudes son inversamente proporcionales si:

e Su representacién grafica es una curva
decreciente.

e El producto entre las dos magnitudes es
un valor constante. Este producto se llama
constante de proporcionalidad inversa.

1. Un camién transporta cierta carga desde
una ciudad A hasta una ciudad B, en 12



viajes. Elabore una tabla de valores que indi-
que el numero de viajes que se van a reali-
zar si se utilizan 2, 3, 4 y 6 camiones con la
misma capacidad de carga que el primero.

a. ;Son directamente proporcionales las
magnitudes ntimero de camiones y niimero
de viajes?

b. ;Son inversamente proporcionales?

c. sCual es la constante de proporciona-
lidad?

d. Realice el grafico que describa esa rela-
cién. ;Qué concluye?

2. Halle los términos que faltan en las
sigulentes tablas:

X 1 3 5 ’ 9 11 13 15

y | 5 [ 16| 1

c. Identifique cuél de las tablas anteriores
tiene relaciéon directa o inversa.

Una regla de tres es un método que “sirve para
calcular un valor desconocido de una propor-
cién directa, dados los otros tres valores” (Soto,
2011, p. 139).

Unaregla de tres es simple cuando Unicamente
intervienen dos magnitudes y es compuesta
cuando intervienen tres o mas magnitudes.

La regla de tres simple directa es una igualdad
entre dos proporciones, donde se conocen tres
valores y un cuarto valor que es una incognita;
se establece una relacién de linealidad (pro-
porcionalidad) entre los valores involucrados
(analogo para proporcionalidad directa).

Nota de clase- 15

Normalmente, se representa de la siguiente
forma:

X-C
A— B
Ejemplo 1:

Si cinco litros de leche cuestan $8500, ;cual es
el costo de 15 litros?

Solucidn:

Estas cantidades las podemos representar en
el siguiente orden:

5 litros de leche cuestan_ $8500

; costardn
15 litros de leche ! X

(15 litros) ($8.500.00)

5 litros

= $25.500.00

En el problema planteado, aparecen dos mag-
nitudes (pesos y litros) y cuatro cantidades,
de las cuales solo conocemos tres. También
podemos ver que a mayor cantidad de litros,
mayor costo; por tanto, las magnitudes son
directamente proporcionales.

Ejemplo 2:

Si 4 cuadernos cuestan $8000, ;cuanto costa-
ran 10 cuadernos?

Solucidn:

Primero, se ordenan los datos conocidos asi:

4 cuadernos cuestan $8000
10 cuadernos costardn X

Las magnitudes son directamente proporcio-
nales; por tanto, estas cantidades se pueden
expresar como una proporcién, es decir, como
la igualdad de dos razones. Luego, se aplica la
propiedad fundamental de las proporciones y
se obtiene:
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x=(100uadernos)($8.000.00) _ $20.000.00

4 cuadernos

También, se puede representar la proporciéon
del problema anterior ast:

Cuadernos Precio
4 $1200
10 X

Cuando los valores que intervienen en una
igualdad de dos proporciones, una proporciéon
es inversamente proporcional, y al multipli-
carlas entre las cantidades correspondientes,
se hace de forma horizontal.

Ejemplo:

Treinta hombres construyen un puente en 20
dias. ;Cuantos dias emplearan 50 hombres para
construir otro puente semejante?

Solucidn:

Alhacer el analisis de la proporcién, se observa
que las magnitudes son nversamente propor-
cionales, porque a mayor numero de hombres
trabajando en la construccién del puente, se
emplean menos dias en la obra y viceversa.

30 hombres demorani 20 dias
50 hombres demorarci;n X

Como las magnitudes que intervienen son
inversamente proporcionales, el producto de
las cantidades correspondientes es constante:

(30 hombres) (20 dias) = (50 hombres) (x dias)

(30 hombres ) (20 dias) )
X = = 12 dias
50 hombres

Luego, son 12 los dias que necesitaran emplear
los 50 hombres para construir el puente.

También, la proporcién del problema anterior
se puede representar asi:

hombres dias
30 20
50 X

Una regla de tres compuesta es cuando inter-
vienen tres o mas magnitudes. Su solucién es
muy practica y se descompone en reglas de
tres simples, teniendo en cuenta que pueden
ser directa o inversamente proporcionales.

Veamos un ejemplo tomado de Baldor (1986):

13 obreros, trabajando 6 horas al dia, han
construido 420 metros de carretera en 4
dias. ;Cuantos metros construiran 18 obre-
ros trabajando en las mismas condiciones 7

horas al dia durante 5 dias?

13 obreros 6 horas 4 dias 420 metros

18 - ’ - 5 - X

Se tendran: x = 420 xi_S x% x%:
848,07 m

En este tipo de ejercicios, las magnitudes que
intervienen pueden ser directamente propor-
cionales, en cuyo caso la regla de tres es com-
puesta directa. Si las magnitudes son inver-
samente proporcionales, entonces la regla de
tres es compuesta inversa. Si se da el caso de
que las magnitudes son directa e inversamente
proporcionales al mismo tiempo, la regla de
tres es compuesta mixta.

Ejemplo:

El valor de tres cajas de 12 chocolatinas es de
$4500 la unidad. ;Cuéanto cuestan 5 cajas de
24 chocolatinas si el precio de cada chocola-
tina es igual?



Solucién:

Organicemos los datos del problema para
hacer un anélisis de sus magnitudes:

3 cajas de 12 chocolatinas cuestan $4500
5 cajas de 24 chocolatinas cuestan $ X

Primera comparacioén:

Podemos comparar las magnitudes de canti-
dades conocidas, es decir, el nimero de cajas
y el namero de chocolatinas, con la magnitud
desconocida, es decir, el precio:

3 cajas cuestan $4500
5 cajas cuestan $ X

Al hacer la comparacién, nos damos cuenta
de que esas magnitudes son directamente pro-
porcionales.

Segunda comparacioén:

Para iniciar la segunda comparacién, se debe
tener en cuenta que 3 cajas de 12 chocolati-
nas, es decir, 36 chocolatinas, cuestan $4500.
Ademas, hay que averiguar el precio de 5 cajas
de 24 chocolatinas, o sea, de 120 chocolatinas.

36 chocolatinas cuestan $4500
120 chocolatinas cuestan $ X

Al hacer esta comparacién, notamos que las
magnitudes son directamente proporcionales.

chocolatinas Precio ($)
36 4500
120 X

Resolviendo esta proporcién mediante la pro-
piedad fundamental, se tiene:

(36) (x) = (120) (4500)

x:% ~ $15.000.00

Nota de clase- 17

Luego, $15000 es el valor de las 5 cajas de 24
chocolatinas.

Podriamos también representarlo mediante la
siguiente expresion:

3 cajas $4500 precio 12 chocolatinas

5 + X + 24 +
El valor de las 5 cajas de 24 chocolatinas es

5 x 4500 x 24
x = = $15000
3x12

Observa que el resultado es igual para ambos
Casos.

Diariamente, realizamos muchas operaciones
matematicas en las que aplicamos reglas de tres
sin ser conscientes de que lo estamos haciendo.

Son muy diversas las situaciones en que apli-
camos la regla de tres; por ejemplo:

e En una obra civil los precios o incrementos
en los materiales.

e Hallar el valor del 1va en los productos.
e Hallar el interés simple y compuesto.

e Hallar el indice de precios al consumo.

2.5.5. Regla de tres compuesta directa

Segun la Aritmética de Baldor, 1986,

La regla de tres compuesta se simplifica si
utilizamos el método directo en lugar de
descomponer en pequenas reglas de tres
simples, el planteamiento se hace directo.
A las magnitudes que sean directamente
proporcionales con la incégnita se les coloca
debajo un signo + y encima un signo -, y a las
magnitudes que sean inversamente propor-
cionales con la incégnita se les coloca debajo
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un signo - y encima un signo +. El valor de
la incognita x, sera igual al valor conocido
de su misma especie (al cual siempre se le
coloca +), multiplicando por todas las can-
tidades que llevan el signo +, partiendo este
producto por el producto de las cantidades
que llevan el signo -.

Por lo tanto, debemos recordar que hay que
multiplicar “en cruz” si la relacién entre
las magnitudes es directamente proporcio-
nal o “en fila” si la relacién es inversamente
proporcional.

Una regla de tres compuesta es directa cuando
las tres magnitudes que en ella intervienen
son directamente proporcionales.

Ejemplo 1:

En la Aritmética de Baldor, 1986, se plantea lo
siguiente

Un campamento de 1600 hombres tiene
viveres para 10 dias a razén de 3 raciones
diarias cada hombre. Si se refuerza con 400
hombres, ;cuantos dias duraran los viveres
si cada hombre toma 2 raciones diarias?

Solucién:

1600 hombres 10 dias 3 raciones diarias
2000 - X - 2 -

Duraran los viveres

1600 x 10x 3
= ———— = 12dias
2000 x 2

Ejemplo 2:

Diez estudiantes estan pintando 120 m? de
pared y en esta labor emplean 6 horas dia-
rias. ;Cuantos m? podran pintar 15 estudian-
tes sl trabajan 8 horas diarias en las mismas
condiciones?

Solucién:
10 estudiantes 120 m? 6 horasdiarias
15 + X + 8 +
15x120x 8

=——— = 2401
10x6

Podran pintar 15 estudiantes si trabajan 8
horas diaras.

2.5.6 Regla de tres compuesta inversa

Una regla de tres compuesta es inversa cuando
las tres magnitudes que en ella intervienen son
inversamente proporcionales.

Ejemplo 1:

Un grupo de 40 estudiantes de séptimo tienen
que presentar durante 15 dias 150 ejercicios
de matemaéticas. ;En cuanto disminuira el
numero de ejercicios por estudiante si en el
momento de iniciar la presentacién del tra-
bajo se incrementa el grupo a 45 estudiantes
y se amplia el periodo a 25 dias?

Solucién:
Estudiantes Ejercicios Horas diarias
40 - 150 + 15 -
45 + X-- 25+

(40)(150) (15)=(45)(x)(25)
e (40)(150)(15) 3

(45) (25) = 80 ¢jercicios

Ejemplo 2:

Un grupo de 10 modistas hacen en 15 dias un
vestido de novia trabajando 8 horas diarias.
;Cuantos dias emplearan 12 modistas haciendo
el mismo trabajo durante 5 horas diarias?



Solucién:
Modistas Dias Horas diarias
10 15 8
12 X 5

(10)(15)(8) =(12) (x) (5)

_(10)(15)(8) _
(12)(5)

20 dias

2.5.7 Regla de tres compuesta mixta

Una regla de tres compuesta es mixta cuando
en ella intervienen magnitudes directamente
proporcionales e inversamente proporcionales.

Ejemplo:

Un tejedor artesanal teje 8 metros de tela durante
5 dias trabajando 8 horas diarias. ;Cuéantas horas
diarias debera trabajar durante 10 dias para tejer
12 metros de tela?

Solucién:
Metros Dias Horas diarias
8 5 8
12 10 X
a <€«> x
b <>y
c <> 7
a+b+c «> x+y+z

Nota de clase- 19

(12)(8)(5) = (8) (x)(10)

__1)E)0)
¥)(10)

= 6 horas diarias

Muchas situaciones de la vida diaria plantean
problemas sobre cémo una determinada canti-
dad de dinero, terreno o longitud debe repartirse
en forma directa o inversamente proporcional a
otras dadas, como edad y velocidad.

Sean q, b, ¢ los numeros (cantidades con res-
pecto a las cuales se hace el reparto) que
corresponden a x, y, z (cantidades que se van
a determinar), en un reparto proporcional directo
se cumple que:

X+y+z x y z
a+b+c a b c
X+y+7z X
a+b+c a
X+y+7z y
a+b+c b
X+y+2z z

a+b+c c
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Ejemplo:

Reparta 357 en cantidades directamente pro-
porcionales a 17, 20, 38 y 44.

Solucién:
Ndmeros 17 20 38 44
Valor X y z w

Como estas magnitudes son directamente
proporcionales, se tiene:

X+y+z+w X y z w

17120438444 17 20 38 44

Reemplazando x+y+z+w=357  gse tiene:

357 _x x:(357)(17)’x:51
119 17 119

a+b+c «> x+y+z

Ejemplo:

Reparta 590 en cantidades inversamente pro-
porcionalesa 5,6y 8.

Solucién:
Numeros 5 6 8
Valor X y z

357 _y x:(357)(20)’y:60

119 20 119

331 =z, BB

119 17 119

357 _w e (357)(44)’W:132

119 44 119
Comprobacion:

51+60+114+132 =357

Sean a, b, ¢ los numeros (cantidades con res-
pecto a las cuales debe efectuarse el reparto)
que corresponden a x, y, z (cantidades que se
van a determinar), en un reparto proporcional
Inverso se cumple que:

X+y+z Xy _z
4 1 1 11 1
+ +
a b c a b c
X+y+z X
a+b+c 1
a
xX+y+z Yy
a+b+c 1
b
X+y+z _ 2z
a+b+c 1
C
X+y+z X+y+z X+y+z
1 1 1 24420+15 59
5 6 8 120 120
Como =

X+y+z=590 — 59 1
120 5



Entonces:
590 X (590) (120)

— = —— —>» S5x= ——— —> x =240
59 1 59
120 5

Procediendo de manera similar, se obtiene:
y=200

z=150

El porcentaje de un numero dado es una o
varias de las 100 partes iguales en que puede
dividirse el nimero. Un porcentaje equivale
a una fraccién cuyo denominador es 100. Se
simboliza asi: %.

Se lee de la siguiente manera:

e 7 por ciento = 7% = 7 por cada 100 = %o,
indica que tomamos 7 partes iguales de las
100 en que se divide la magnitud.

e 38 por clento = 38% = 38 por cada 100 =
*%00, iIndica que tomamos 38 partes iguales
de las 100 en que se divide la magnitud.

Ejemplo:
Hallar el 35% de 3500.
Solucién:

Se plantea una regla de tres simple directa
con estas cantidades y hallamos el valor de x,
que es el valor buscado

100% 3500
35% X

Luego, el 35 de 3500 es 1125.

Nota de clase- 21

1. Responde:

a. ;Qué porcentaje de 60 es 127
b. ;Qué porcentaje de 20 es 167
c. ;Qué porcentaje de 25 es 167
d. ;Qué porcentaje de 45 es 157
e. ;Qué porcentaje de 21 es 3

f.  ;Qué porcentaje de 160 es 40

2. De un grupo de 100 estudiantes, 57 ven
noticieros en televisioén:

a. Expresa en forma de porcentaje cuantos
estudiantes ven noticieros en television.

b. ;Qué porcentaje no ve noticieros en
television?

Calcular el tanto por ciento (%) de un numero
equivale a aplicar el operador fraccionario
con denominador 100 al numero dado. El
tanto por ciento también se puede calcular
mediante una regla de tres simple directa.

Ejemplo:
Calcular el 25% de 60.
Solucidn:

Se plantea una regla de tres simple directa
con estas cantidades y hallamos el valor de x,
que es el valor buscado.

100% 60
25% X

(25) (60)
100

Luego, el 25% de 60 es 15.
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Las razones y proporciones son utilizadas para las proporciones entre materiales que se utili-
comparar cantidades o para establecer la rela- zan para realizar diferentes trabajos (para diluir
cion que debe existir entre dos cantidades; por una pintura, la relacién diluyente-pintura debe
ejemplo, pueden utilizarse al relacionar los estar en la razén 1:3, etc.).

diferentes componentes en una mezcla o en

Baldor, A. (1986). Aritmética. Madrid: Compania Editorial y Distribuidora de Textos Americanos S.A.
Egoavil, J. R. (2014). Fundamentos de matematicas. Lima: Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas.

Garcia, M., Orengo, J. J., Alcaide, F. y Delgado, P. (2007). Proporcionalidad, progresiones y funcio-
nes. En Cuadernos de matemdticas. Madrid: Ediciones SM. Recuperado el 18 de abril de 2019, de
http://www . juntadeandalucia.es/averroes/centros-tic/04700107/helvia/aula/archivos/reposito-
110/0/49/3ESO_5.pdf

Soto Apolinar, E. (2011). Diccionario ilustrado de conceptos matemadticos. México D.F.: s. 1. (libro de dis-
tribucién gratuita). Recuperado el 18 de abril de 2019, de http://wordpress.colegio-arcangel.com/
matematicas/files/2012/10/DICM.pdf

Zabala, M. A. (2006). Razones y proporciones. Recuperado el 14 de marzo de 2019, de http://www.
feyalegria.org/images/acrobat/11razonesyprop_157.pdf



En este capitulo, desarrollaremos la potencia-
cién o exponenciacién y la radicacién, y se traba-
jaran sus propiedades y leyes. La potenciacién o
exponenciacién es una multiplicacién de varios
factores iguales. “Las partes de la potenciacion
son: la base y el exponente, que se escribe en
forma de superindice. El exponente nos dice la
cantidad de veces que la base se multiplica por
si misma” (E-magister.com, s. f.).

La radicacién, por su parte, es la operacién
inversa de la potenciacién. Consiste en hallar
un numero que al elevarlo al indice de la raiz
nos dé igual a la cantidad subradical. A conti-
nuacién, se dara una definicibn mas concreta
de estas operaciones y sus propiedades.

Definicién. Sea n un entero positivo y a cual-
quier numero real, el producto de n veces a es
igual a a

aga.aaaad..a =a"
%/—/

n—veces

La radicacién es la operacién inversa a la
potenciacién. Sea "x,n nos indica el orden de
la raiz: cuadrada, cubica, etc.

Para la potenciacién:

(_)PAR _ (+), (_)IMPAR _ (_)’

Nota de clase- 23

Para la radicacién:

P = +; MRS (4) = +;
PAQ/?—) = No tiene solucion ep Jos R; [MPAW) =(-)

c. at=1 , en forma general a™ = 1

n

a a
d. (ab)” =qa"b"
e anam — an+m
f. % =a"",a+0
a
g (ﬁ _% hs0
b b"
h. (a" )m =a™

1
k. Sin es par, entonces: a” =4a existe si y

solosi a=>0

1. ab=4a b

Ejemplo:

x2 x3yy4 _x2+3 yl+4
+ y7 x4y7

Solucién:

Primero, hacemos el producto de bases igua-
les aplicando la propiedad e.
xsys — 5T

47
Xy
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Luego, se realiza el cociente de bases iguales, 64x Y
0 sl (=)
aplicando la propiedad f. xy’
) X
X y = — )
y 1. Se quieren colocar 21 pasteles en una
bandeja cuadrada.

Por ultimo, utilizamos las propiedades b y

. . . . . 4 7 ?
c, completando el ejercicio y teniendo como ¢Cuantas filas se podran formar:
concluir, tenemos que: cada fila?

, 4 . sCuantos pasteles sobran?
X'x'yy _x

Xyt A5 4 4
B. 4 4 5

C. 4 5 4

Simplificar: D5 5 4

La potenciacién y la radicalizacién son utili-

o ( 4x )g( Y ) zadas por los ingenieros para asociar las solu-
y? /A 4 ciones y problemas concretos, creando mode-
/1000 los matematicos que les permitan analizar

d) T y obtener potenciales soluciones de diversas

8

situaciones de la ingenieria.

Chappe, A. (2012). Introduccién a las matemdticas. Bogota: Politécnico Grancolombiano.

E-magister.com (s. f.). Aritmética I. Recuperado de https://www.emagister.com/uploads_courses/
Comunidad_Emagister 56362 aritmetica.pdf



En este capitulo, nos dedicaremos a recordar
y a aflanzar nuestros conocimientos de ope-
raciones entre expresiones algebraicas, donde
se combinan numeros, variables y operacio-
nes como: suma, resta, multiplicaciéon, divi-
sién, potenciacién, radicaciéon y factorizacion.
La destreza para desarrollar las expresiones
algebraicas es requisito para las aplicaciones
en el dlgebra y en el planteamiento de un pro-
blema en ingenieria.

Definiremos qué es un término, las partes de
un término y términos semejantes.

Un término algebraico tiene la forma ax",
donde a es coeficiente, x es la parte variable y
n es la potencia o el grado.

Los términos se pueden agrupar de acuerdo con
el nimero de términos que tenga una expresion
algebraica, de la siguiente manera:

e Monomio: son expresiones que tienen un
solo término. Ej. 3x°, 4x

e Binomio: son expresiones que tienen 2 térmi-
nos unidos por el signo (+) o (-). Ej. 4%, 2x*

e Trinomio: son expresiones que tienen tres
términos unidos por signos. Ej. 3x? - 7x° + 5x

e Polinomios: es el caso general y son expre-
siones que tienen cuatro o mas términos
unidos por signos. Ej. 3x* + 2x?- 5x - 1 + 9x° (**)

Observacién. Una constante se puede repre-
sentar como una expresion algebraica de la
sigulente manera:

Nota de clase- 25

5=5x%"
10=10x"

e Grado de un polinomio: el grado del polinomio
lo da el exponente més grande. Por ejem-
plo, en la expresion 7x° + 5x*- 3x + 1 el mayor
exponente de la variable x es el 6, por lo
tanto, el grado del polinomio es 5.

Nota. Todos los polinomios se deben ordenar de
mayor a menor teniendo en cuenta los expo-
nentes. Ej. En el polinomio (*) se debe escribir
de la sigulente manera:

Ox® + 33+ 2x% - 5x - 1

Dos términos son semejantes si y solo si tie-
nen el mismo grado; por ejemplo:

3x4, 5x4, x4, -2x*

Estudiaremos la suma, la diferencia y el pro-
ducto de polinomios y productos notables.

Para sumar algebraicamente dos polinomios,
primero se eliminan los signos de agrupacién
teniendo en cuenta la ley de los signos. (Si es
“+” los signos del polinomio quedan iguales; y
sies “-”, los signos cambian).

Por ejemplo:
(=2 +5x7 +8x+10) — (4x" —8x* — 6x° - 3)

=2 +5x° +8x+10—4x*+8x* +6x* +3

=—4x* +6x° +11x* +8x+13

Luego, lo que hacemos es sumar los términos
semejantes, con lo que tendriamos:
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“2x°+5x* +8x+10

—4x* +8x*+ 6x*  + 3

—4x* +6x* +11x* +8x+13

Para multiplicar dos polinomios, se multiplica
término a término cada uno de los monomios
del primero por cada monomio del segundo y
luego se suman los términos semejantes.

Daremos un ejemplo para poder ver mas cla-
ramente el proceso. Sean:

P(x)=2x"+5x"-3 y QO(x)=x"+4

Tendriamos que el polinomio resultante

P(x) . O(x) es:

P(x).0(x) = (227 +5x* =3) (x* +4)
-(26) () (2] (9)+(5) ()4 (52)(4)-(3)(x))-(3)(4)

=2x° +8x7 +5x° +20x% =3x° =12

En este momento, ya tenemos el producto
de polinomios, Solo falta sumar los términos
semejantes y ordenar el polinomio resultante,
con lo cual tendriamos que:

P(x).0(x) =2x% +5x° +5x° +20x% =12

La multiplicaciéon de polinomios cumple las
propiedades asociativa y conmutativa.

La multiplicacién de polinomios es distributiva
respecto a la adicién. Sean P(x), Q(x), R(x) poli-
nomios, entonces P(x), [Q(x)+R(x)] = P(x) . O(x)+
P(x) . R(x)

a. Binomio al cuadrado:
(a+b)*=d’ +2ab+b’
(a—b)2 =a’-2ab+b*

b. Binomio al cubo:
(a+b)’=a’ +3a’b+3ab’ + b’
(a-b)’=a’-3a’b+3ab’ - b’

c. Binomio a la enésima potencia:

(a+b)" = K,a"+K,a""'b+K a"*b*+....+K  a*b"*+
kab™'+K b

Los coeficientes K, se calculan mediante el
tridngulo de Pascal:



Ejemplo 1:

2x3 + 5)* = 1(2x)* + 4(2x)3%(5) + 6(2xH)*(5)* +
42x)'(5)* + 1(5)*

Signos: *Si el binomio es una suma, todos los
términos son positivos.

*Si el binomio es una resta, los signos
se intercalan, comenzando con posi-
tivo, tal como lo vimos en ejemplo.

d. Suma por diferencia:

(a+b) (a—b):a2 -b’

Ejemplo 2:
(5x+8) (5x—8) =(5x)" —(8)" =25x" — 64

Nota. Se define como el conjugado de a+b a la
expresion a-b y viceversa.

Efectie y simplifique las siguientes opera-
ciones:

a) (~x+2)’ ~(3x 1) (3x+2)+ (3x—2* +1)
b)(4x—1)(4x +1)=(=3x+2) +(x* = 1)(x* +3)
) (x+7)(x=2)—(2x— 22" = 1)+ (x> 1) (x* +3)
d) (2x-1)" —(2-3x)(3x+2)—(-2x-x—x")

Se utiliza cuando todos los términos de una
expresion algebraica tienen términos en comun
(se denomina factor comun). De esta manera, se
representa la expresion algebraica como el pro-
ducto del factor comUn con una nueva expre-
sién, que al multiplicarla con el factor comun,
nos resulta la expresién que teniamos.

Nota de clase- 27

Daremos un ejemplo para poder ver clara-
mente el proceso:

Ejemplo 1:
Sea x*y + xy - x* +x
Solucién:

Tenemos que la expresiéon podemos expre-
sarla:

XXp + Xy —Xx° + X

Donde el elemento x es en comun a todos los
términos. La expresién ya factorizada queda-
ria de la siguiente manera:

x(nyry—x2 +1)
Por lo cual tenemos que:
X’y+xy—x +x=x(xy+y—x2 +1)

Nota. Cuando factoricemos, debemos tomar
como factor comun la mayor expresién con-
tenida en todos los términos de la expresion
algebraica, como lo veremos en el ejemplo 2.

Ejemplo 2:
Sea 647°x%y + 8x%z%y* - 32x°wz3 - 32x°wzP + 16x%y%z
Solucioén:

Podemos ver que en la expresion el factor
comunsonlaxylaz,yfactorizando tendriamos:

Xz (6422xy +8xzy° —32x%wz’ + 16xy2)

Pero xz no es la mayor expresién contenida,
como se ve a continuacion:

Xz (8.822xy +8xzy° —8.4xxwz" +8.2x)° )
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También como factor comun esti el término
8x, por lo cual tendriamos:

8x’z (822)/ +zy° —dxwz” + 2y2)

Podemos notar que en la expresién no tene-
mos mas elementos en comun, por lo cual la
expresion quedaria totalmente factorizada:

647°x%y + 8x?z%y* - 32x%wz + 16x%y%z = 8x%z (8z% +
23 - dxwz? + 2y?)

Recordemos los productos notables, de los cua-
les hay uno en especial que es el de la suma por
diferencia.

(a+b) (a—b):az—b2

Con este caso, podemos deducir la factoriza-
cién cuando tenemos una diferencia de dos
cuadrados, asi:

a’—b’ =(a+b) (a—b)

Daremos algunos ejemplos para poder enten-
der mejor esta factorizacion.
Ejemplo 1:

25-x*=5"-x*

Para este caso particular, tendriamos que a=5
y b=x. Utilizando la factorizacién, tendriamos
que:

25-x"=(5+x)(5-x)

Ejemplo 2:
75x° —48y*

En este caso, es conveniente primero utilizar
el factor comun, con lo que se tendria:

3(25x° —16y*)

Ahora tenemos que la expresién que se estd
multiplicando por 3 podemos expresarla como:

3((5x°)" = (4»")")

Utilizando la diferencia de cuadrados, ten-
driamos que a=5x* y b = 4y* , por lo cual tene-
mos que:

Y concluimos con que:

3(5x° +4y*) (5x° —4y7)

75x° —48y* =3 (5x° +4y°) (5x° —4y?)

Ejemplo 3:

532 =3yt = (V5x+3)") (V51 -3 %)

Recordemos que un cuadrado es perfecto sies
el producto de dos factores iguales; por ejem-
plo x? porque x* = (x)(x) y también 9x® porque
9x°= (3x%)(3x).

Ahora veremos cuando un trinomio es cua-
drado perfecto:

Definicién. Sea P(x) un trinomio cuadrado per-
fecto si y solo si uno de los términos es dos
veces el producto de las raices de los otros dos.
Como lo vemos en el ejemplo:

P(x)= (ax)* + 2(b)(ax) + b’

! T
Jlax)? = ax by = b

2(ax)b

Veremos algunos ejemplos de trinomios cua-
drados perfectos.

Nota. Los signos de los términos cuadrados deben
ser iguales.



Ejemplo 1:

P(x)= (9x)) - 24x + 16

T
JOx)? =3x 6= 4
2(3x)4
Por lo cual podemos concluir que P(x) es un

trinomio cuadrado perfecto.

Es bueno notar que en el caso de que el trinomio
no cumpla con las condiciones vistas, conclui-
remos que el trinomio no es cuadrado perfecto.

Factorizacién de un trinomio cuadrado per-
fecto:

Para factorizar un trinomio cuadrado per-
fecto, se escribe dicho trinomio como el cua-
drado de la suma o de la diferencia de las rai-
ces de sus cuadrados perfectos.

Sea P(x) = (ax)*+2(b) (ax) +b* un trinomio cuadrado
perfecto; entonces tenemos que:

P(x) = (ax+b)’
Ejemplo 2:

Verificar el siguiente polinomio. ;Es un trino-
mio cuadrado perfecto?

P(x) =Lx2 —-4x+64
16

Sacamos las raices cuadradas a los términos
de los extremos:

1, 1
—X=—Xx y/04=8
\ 16 i

Luego multiplicamos estos dos resultados por
2:2x Yxx8=4x

Por consiguiente, P(x) es trinomio cuadrado
perfecto, entonces:

P(x)= [ix—Sj

Nota de clase: 29

Ejemplo 3:

4x2—4\/§x+5=(2x—\/§x)2

Ejercicio propuesto: 5x° —4+/15x* +12

Sea P(x) =x*+ax +b, entonces podemos factori-
zar a P(x) de la siguiente forma:

P(x)=(x+c)(x+d)
Donde ¢, d son constantes que cumplen con la
siguiente condicién especifica:
cd=by c+d=a (Suma algebraica)

Mostraremos la factorizacién con un ejemplo
en particular.

Ejemplo 1:

Sea P(x)=x"-2x-15, entonces P(x) = (x- 5) (x+
3)

Donde (-5)(3)=-15 y

—543=-2

Ejemplo 2:

Sea P(x)=x’ —%x—l , entonces

P(x)= (x+%j (x-2)

Donde (%)(_2) -1 y

Se factoriza llevando el trinomio a la forma
anterior. Para esto, se multiplica y se divide
la expresién por el valor de la constante que
acompana al x?, por lo que tendremos:
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a
- (ax2 +bx+ c)
a

Realizando la multiplicacién, tenemos que:

(ax)2 +b(ax)+ ac

a

Luego, el polinomio que tenemos en el nume-
rador lo podemos factorizar facilmente y
tendriamos:

(@x+s) (@+1) con o= ac ys+t=b (Suma

a
algebraica)

Se descompone el numero a como producto de
dos factores con el fin de simplificar la expre-
sién anterior.

Veamos con un ejemplo maés claro todo el
proceso.

Ejemplo 1:

Sea P(x)=3x"—x-2

Solucién:

Primero multiplicamos y dividimos por 3 a
P(x), con lo que tendriamos:

3(3x2—x—2)
3

Realizaremos el producto del 3 por toda la
expresion de la siguiente manera:
(3x)" ~1(3x)-6
3

Ahora factorizamos el numerador, con lo que
tendriamos:
(3x—3)(3x+ 2)
3

Teniendo como factor comun el 3 del nume-
rador, tenemos:

3(x—1)(3x+2)
3

Y simplificamos el 3 del numerador con el 3
del denominador, con lo cual quedaria P(x)
factorizado de la siguiente manera:

P(x)=(x-1)(3x+2)

Ejemplo 2:
12x* =32x-35
Solucidn:

 (12x)=-32(12x) - 420
12

_ (12x-42)(12x +10)

(6)(2)

_ 6(2x=7)2(6x+5)

(6)(2)

=(2x-7)(6x+5)

Asi como tenemos factorizaciéon para la dife-
rencia de cuadrados, también tenemos para
la diferencia y adicién de cubos:

a-b = (a—b) (a2 +ab+b2)
a+b’ :(a+b)(a2—ab+b2)
Solo faltarian algunos ejemplos para entender

de forma mas clara la diferencia y adicién de
cubos.

Ejemplo:

27-x"=3"-x° =(3—x)(32+3x+x2)=(3—x)(9+3x+x2)
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Resolver las siguientes factorizaciones: . . .
Las expresiones algebraicas son la combina-

ciébn de numeros, variables y signos de ope-

a.9x* =121 racién, siendo la base de las ecuaciones, cuya
b.62* ~1+z importancia radica en que sirven para mode-
c.8a’b’ +1 lar los sistemas matemaéticos, en particu-
d.y*=Ty+12 lar para plantear y resolver problemas en la
e.d—27 Ingenieria.

f.4c* —d* —6c—-3d
g.2x =¥’ +11x°
h.9¢* —24cd +16d°
ix* =zt  +2xy
j.49a° -25
k.x®—x*y*

2
n

e
n—m

[ —n=m
m

1+
n2—m2

P +8 y P =2r ;r3—2r2+4r
P +4r+4 8-27-r1 r+4

Arévalo Ovalle, D. (2012). Introduccién a las matemdticas. México D.F.: Grupo Editorial Patria.
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Uno de los problemas mas comunes en la
matematica es el de resolver una ecuacién. En
este capitulo, desarrollaremos los conceptos
y las propiedades de las ecuaciones lineales y
cuadraticas en una variable. Una ecuacién es
una proposicion de igualdad entre dos expre-
siones algebraicas. Esta hace que la ecuacién
sea la herramienta méas importante del alge-
bra, ya que en la resolucién de problemas
se involucran distintos tipos de ecuaciones
lineales y cuadraticas.

Identidad: Es una igualdad que se satisface
para cualquier valor de la variable. Son ejem-
plos de identidades:

6x+3

a)2x+1=-

b)(a+2)" =a* +4a+4
c) x’ —3x+2:(x—2) (x—l)

Observe que si se sustituye la variable en
ambos lados de la igualdad por cualquier
valor y se desarrollan las operaciones indica-
das, la igualdad se cumple.

Ecuacién: Es una igualdad que se satisface
para determinados valores de la variable.

A continuacién, algunos ejemplos de ecua-
ciones:

a) 2x+1=3

Observe que solo se cumple la igualdad
cuandox =1

b) a’+4a+4=0

Observe que solo se cumple la igualdad
cuando a=-2

Q) X2 =3x+2=0

Observe que la igualdad se verifica solo
cuandox=2dx=1

Resolver una ecuacion consiste en establecer
los valores de la incégnita que hacen que la
igualdad sea verdadera.

Son aquellas ecuaciones que pueden redu-
cirse a la forma ax + b =0, con a # 0. Observe
que el exponente de la incognita "x" es 1. Una
ecuacién de primer grado siempre admite una

. . , b
Unica solucién, que seré de la forma: x=-—

Resolverlaecuacién 21 _ 5=2x _x-1 |
3 2 3

Las ecuaciones lineales de primer grado repre-

sentan una herramienta de gran utilidad para

la resoluciéon de problemas referentes a la vida

cotidiana.

e Enuna fiesta, el nimero de hombres duplica
al de mujeres y la cuarta parte de ellas no
saben bailar. Si hay 42 mujeres que bailan,
scuantas personas hay en la fiesta?

e Elpreciode una nevera se aumenta 35%. A
continuacién, se le hace un descuento del
20% y se vende en $81 000 pesos. ;Cuél era
el precio inicial de la nevera?

e Un grupo de 46 personas entre ninos y
adultos se dirigen al cine. Si las entradas
de adultos cuestan 400 bolivares y las de
nifios, 300 bolivares, y en total pagaron
15400 bolivares, ;cuantos ninos y cuantos
adultos habia en el grupo?



Una ecuaciéon de la forma Ax+ By + C 6 y = Ax+
B en donde A y B no son cero se llama ecua-
cién lineal en x y y. Para simplificar, se expresa
cualquier ecuacién de este tipo de la forma
p (xy) = 0, que puede representarse grafica-
mente en el plano cartesiano.

Ejemplo: y=5x+1

Le damos cualquier valor a la variable x.

x=2=y=52)+1=11 p(2,11)=0

Un sistema de ecuaciones lineales con dos
variables x y y consta de dos ecuaciones de la
forma:

a,x+b,y=c¢

ayx+byy=c,

Donde los coeficientes son @;,4,;, by, b,,,¢,,C,

La solucion de este sistema es un par orde-
nado (x,y) que satisface ambas ecuaciones.
Puesto que la grafica de cada una de las ecua-
ciones de (1) es una recta, al buscar la solu-
cién, se estan buscando en realidad los puntos
gque son comunes a ambas rectas, es decir, el
punto de corte de las dos rectas si son secan-
tes, esto es, si se cortan.

Para la solucién de un sistema de ecuacio-
nes lineales, se utilizan los métodos: grafico,
igualacioén, sustitucién, eliminacién o suma y
resta, determinantes o matrices.

Ejemplo:

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
2x+5y—-4=0
x+3y—-1=0

Nota de clase- 33

Utilizamos el método de eliminacién o de
suma y resta. Podemos eliminar la x o la y. Si
eliminamos la variable x, los coeficientes de
las dos ecuaciones de la x deben ser el mismo
valor, pero con signo contrario; por consi-
guiente, multiplicamos la segunda ecuacién
por —2:

- 2(x+3y—1=0):>—2x—6y+2=0

Sumamos las dos ecuaciones:

2x+5y—-4=0
—2x-6y+2=0
- y=-2=0

Entonces obtenemos y = 2

Este valor lo reemplazamos en cualquiera de
las dos ecuaciones y obtenemos el valor de x.
En la primera:

2x+5y—-4=0 y=-2 2x+5(—2)—4:O

= despejando x=17

Nota. Existen ecuaciones lineales simultaneas
con tres, cuatro, etc., incégnitas.

Son aquellas ecuaciones que pueden redu-
cirse a la forma ax* + bx + ¢ =0, con a = 0.
Observe que el exponente de la incognita "x"
es 2. Resolver una ecuacién de este tipo con-
siste en determinar los valores de la incégnita
que satisfacen la igualdad. Para que una ecua-
cién de segundo grado admita solucion real,
es necesario que se cumpla que la expresién
A=b>—4ac, también llamada discriminante,
sea no negativa, es decir, b*—4ac>0. Para
determinar las soluciones de una ecuacién
de segundo grado, se aplicara la expresién
siguiente, denominada férmula para la solucién
de una ecuacion cuadrdtica:

_ —b+b*—4ac

2a

X
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La naturaleza de las soluciones de la ecuacién
de segundo grado puede determinarse anali-
zando el discriminante, asi:

a) Sib?-4ac >0, entonces la ecuacion tiene
dos soluciones reales y diferentes.

b) Si b - 4ac =0, entonces la ecuacién tiene
dos soluciones reales e iguales.

C) Sib*-4ac<0,entoncesla ecuacion no tiene
soluciones reales.

Ejemplo:

Determinar la naturaleza de las soluciones de
las ecuaciones:

a. x'=5x+6=0
b. x*-10x+25=0
C. X +x+1=0
Solucién:

Calculando el discriminante de la ecuacién en
cada caso, resulta:

a) A=b’-4ac=25-24=1=A>0 La ecua-
cion tiene dos soluciones reales y diferentes.

b) A=b*-4ac=100-100=0=A=0 La ecua-
cién tiene dos soluciones reales e iguales.

c) A=b’-4ac=1-4=-3=A<0 Laecuacién
no tiene solucion real.

e Unpedazo de alambre de 92 m de longitud
se corta en dos pedazos, y con cada uno de
ellos, se construye un cuadrado. Sila suma
de las areas de ambos cuadrados es 289
m?, ;cudl es la longitud de cada pedazo?

e Resolver las siguientes ecuaciones:

a) (¥ ~3x+4) =3(x* ~3x+4)+2=0
4 7 3
= +
x—1 2-x x+1

b) -

e Carlos compr6 cierto numero de carpe-
tas en $ 7800, pero en otro negocio pagd
la misma cantidad por 2 carpetas menos y
cada una le costd $80 mas. ;Cuéntas car-
petas compro y cuanto pagd por cada una
en el primer negocio?

Un problema se resuelve con el uso de las
ecuaciones lineales y cuadraticas, compren-
diendo conceptos del algebra lineal como, por
ejemplo, analisis de circuitos hidraulicos y
eléctricos, estructuras de redes, movilidad en
el transporte y disefio estructural, entre otros,
es decir, para desarrollar el modelo matema-
tico de un fendémeno en ingenieria.

Zill, D. (2012). Algebra, trigonometria y geometria. México D. F.: Mc Graw Hill.



Los conceptos basicos en matematicas, entre
ellos las operaciones de suma, resta, multi-
plicacién, divisién; razones y proporciones;
potenciacién y radicacién; algebra basica;
y ecuaciones lineales y cuadraticas, son las
herramientas conceptuales que explican los
fendmenos fisicos en el campo de la ingenieria.

La habilidad para manipular las fracciones
ayuda a repartir los pagos, el presupuesto dia-
rio en una obra civil, las cantidades de obra,
la cantidad de datos en un dia que se pueden
relacionar en un aplicativo, etc., siempre par-
tiendo de la unidad.

Las razones y las proporciones son utilizadas
para comparar cantidades o para establecer
la relacién que debe existir entre ellas. Pueden
utilizarse para relacionar los diferentes com-
ponentes en una mezcla en una construccion
o en las proporciones entre materiales que se
utilizan para realizar diferentes trabajos (por
ejemplo, para diluir una pintura la relacién
diluyente-pintura debe estar en la razén 1:3).

Nota de clase- 35

La potenciacién y la radicalizacién son utiliza-
das por los ingenieros para asociar las solucio-
nes y los problemas concretos, creando mode-
los matematicos que les permitan analizar
y obtener potenciales soluciones de diversas
situaciones de la ingenieria.

Las expresiones algebraicas son la combina-
cién de numeros, variables y signos de ope-
racion, siendo la base de las ecuaciones cuya
importancia radica en que sirven para modelar
los sistemas matematicos, en particular para
plantear y resolver problemas en la ingenieria.

Un problema se resuelve con el uso de las
ecuaciones lineales y cuadraticas, compren-
diendo conceptos del algebra lineal como, por
ejemplo, el analisis de circuitos hidraulicos y
eléctricos, las estructuras de redes, la movi-
lidad en el transporte y el diseno estructural,
entre otros; es decir, para desarrollar el modelo
matematico de un fendémeno en ingenieria.








